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In  diesen  „analytisch- geometrischen  Entwicklungen,“  von  denen  der  erste 
Band  vorliegt,  gedenk’  ich  eine  neue  Behandlungsweise  der  analytischen  Geo- 
metrie niederzulegen.  Ich  nenne  dieselben  neu , ohngenclitet  die  Principicn, 
auf  welche  sie  beruht,  in  einzelnen  Fällen  schon  zur  Beweisführung  mögen 
angewandt  worden  seyn.  Aber  solche  Beweise  stehen  nicht  in  generischem 
Zusammenhänge  mit  dein  Ganzen,  und  erscheinen  deshalb  als  analytische  Kunst- 
griffe, während  sie  im  Grunde  doch  anders  nichts  sind,  als  Einzelnheiten  einer 
allgemeinen  Methode. 

Die  von  mir  aufgestellte  und  durchgeführte  Behandlungsweise  ist  eine  rein 
analytische,  in  demjenigen  Sinne  des  Wortes,  in  welchem  man  dasselbe  seit  # • 
Monge  nimmt.  In  jeder  Gleichung  zwischen  Coordinaten  seh’  ich  einen  geo- 
metrischen Ort,  in  dem  Systeme  zw'eier  solchen  Gleichungen  die  Durchschnitte 
zweier  Oerter , und  endlich  und  hauptsächlich  in  jeder  dritten  Gleichung,  die 
eine  algebraische  Folge  zweier  gegebenen  ist,  einen  neuen  geometrischen  Ort, 
der  die  Durchschnitte  der,  durch  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  dargestell- 
ten,  Oerter  enthält,  und  dessen  Natur  von  der  Form  der  resultirenden  Glei- 
chung abhängt.  Fast  überall  genügt  es , die  Verbindung  durch  einen  unbe- 
stimmten Coeflicienten  blofs  anzudeuten ; ja  sogar,  wenn  man  die  Form  der 
Gleichungen  einmal  kennt,  auch  diese  durch  ein  blofses  Symbol  zu  bezeich- 
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nen.  Hiernach  erhält  man  z.  B.  (III,  §.  10)  durch  die  Combination  von  ein 
paar  Buchstaben  die  wichtigsten  und  allgemeinsten  Sätze  über  Linien  zweiter 
Ordnung,  und  zwar  viele  neue  Sätze  neben  solchen,  deren  Beweis  man  für 
nicht  leicht  zu  halten  gewohnt  ist. 

Es  begreift  sich  leicht,  dafs  wir  sicher  sind,  auf  diesem  Wege  die  ein- 
fachsten und  zierlichsten  Constructionen  zu  erhalten.  Man  braucht  nur  zu  er- 
wägen, dafs  wir  die  gegebenen  Figuren,  und  zwar  zunächst  die,  sie  vertre- 
tenden, Symbole,  nie  aus  dem  Auge  verlieren,  und,  bei  der  Einfachheit  der 
Verbindung,  in  jeder  Gleichung  bis  zur jEndgleichung  hin,  die  Beziehung  zu 
den  gegebenen  Gleichungen  wiedererkennen  — während,  von  der  einen  Seite, 
in  der  alten  Geometrie,  wie  sic  z.  B.  Apollonias  handhabt,  das  Ilaupt- 
thcma  in  den  Schatten  von  Umschreibungen  zuriiektritt , eben  so  wie  die 
Hauptconstructionen  von  Hülfslinien  maskirt  werden,  und,  von  der  andern 
Seite,  die  blofse  Anwendung  der  Algebra  auf  Geometrie  in  Eliminationen  sich 
verliert. 

Die  Eleganz  der  rein  analytischen  Constructionen  (namentlich  der  von 
Herrn  Gergonne  in  dem  7.  und  8.  Bande  seiner  Annalen  gegebenen)  ist  nie 
in  Abrede  gestellt  worden ; wohl  aber  die  Fruchtbarkeit  derselben  in  Ver- 
gleich mit  gemischten  Methoden  und  einer  rein  constructivcn , als  deren  Re- 
präsentant, in  einer  gewissen  Sphäre  von  Entwicklungen,  ich  Herrn  Ponce- 
let  nennen  darf.  Ueber  diesen  Punct  kann  ich  nicht  ganz  mit  Stillschweigen 
hinweggehen,  weil  ich  allerdings  die  Fruchtbarkeit  einer  Methode  als  ein,  ge- 
wissermaßen practisches , Criterium  ihrer  Vorzügliclikeit  betrachte.  Jene  rein 
constructive  Methode  sucl\t  die  Raumvcrhältnisse  und  die  Beziehung  der  Fi- 
guren zu  einander  unter  verschiedenen  Gcsichtspuncten  in  Verbindung  zu  brin- 
gen; sie  geht  abwechselnd  vom  Besondem  zum  Allgemeinen  und  vom  Allge- 
meinen zum  Besondem.  Eben  hier  liegt  die  Ilauptquclle  ilirer  Fruchtbarkeit, 
aus  der  eine  Reihe  einzelner  (zum  Theil  auch  den  gemischten  Methoden  an- 
gehörigen)  Theorien  hervorgegangen  ist , wie  z.  B.  die  Theorie  der  Pole , der 
Chordalen  (axes  radt'caux),  der  Transversalen,  das  Projections- Verfahren,  die 
Anwendung  der  Lehre  vom  Schwerpimcte  auf  die  Geometrie.  Aber  densel- 
ben unschätzbaren  Vortheil,  der  aus  dem  Bestreben  hervorgeht,  die  Resultate 
unter  allgemeinen  Gesicbtspuncten  zusammenzustellen,  kann  auch  die  analyti- 
sche Geometrie  sich  aneignen , wenn  sie  aus  ihrem  Bereiche  jede  überflüssige 
Entwicklung  und  jede  Vermischung  von  Construction  und  Rechnung  verbannt. 
Alsdann  eröffnet  sich  in  ihr  ein  neues  Feld  der  Forschung,  in  welchem  man 
sich  viel  leichter  bewegen  kann,  weil  hier  Alles  auf  eine  Combination  blofser 
Symbole  ankommt  Zugleich  ergibt  sich  hier  ein  wesentlicher,  sehr  bedeuten- 


Digitized  by  Google 


Vorrede. 


▼ 


dev  Vorzug:  der  Gebrauch  imaginärer  Gröfsen.  Denn  sehr  häufig  stehen  die 
Resultate  der  Geometrie  in  einer  solchen  Verbindung,  die,  in  der  analytischen 
Bezeichnung,  durch  imaginäre  Ausdrücke  vermittelt  wird:  und  diese  Art  der 
Verbindung  kann  in  der  constructiven  Methode  nur  auf  Umwegen  erkannt 
werden.  Ich  wage  hier  nicht  zu  entscheiden,  ob  dieses  überall  geschehen 
kann;  aber  so  viel  scheint  gewifs,  dafs  dadurch  nothwendig  ein  fremdartiges 
Element  in  diese  Art  der  Behandlung  hineinkommt 

Die  Beziehung  der  Ponceletschen  Methode  zu  der  meinigen  hat  mich 
mehrmals  überrascht,  und  zwar  um  so  mehr,  als  die  Art  der  Beweisführung 
eine  so  ganz  verschiedene  ist.  Auf  einem  ungemein  leichten  Wege  gelange 
ich  z.  B.  zu  denjenigen  Resultaten,  die  Herr  Poncelet  in  Gergonne’s  An- 
nalen mitgetheilt  hat , und , noch  melir , einige  dieser  Resultate  gaben  mir 
Wrinke  zur  Ausbildung  meiner  Methode  im  Einzelnen.  So  war  die,  in  der 
354.  Nummer  angeführte,  Aufgabe  die  unmittelbare  Veranlassung  zu  der  (III, 
§.  8.)  aufgestellten  Theorie  der  Osciilation , die,  wie  mir  scheint,  erst  zu  den 
zierlichsten  Darstellungen  fuhrt,  wenn  man  sic  auf  beliebige  krumme  Flächen 
und  Linien  doppelter  Krümmung  überträgt.  Noch  auffallender  mufste  mir  die 
Beziehung  der  beiden  Methoden  zu  einander  werden,  als  ich  mehrere  neue, 
unter  sich  sehr  verschiedene  Resultate,  zu  denen  ich  auf  meinem  Wege  ge- 
kommen war,  später  in  dem  ersten  und  zweiten  Hefte  des,  von  Herrn 
Crclle  herausgegebenen , Journals  fiir  MnthomatUc  wiederfand.  Ich  meine 
nemlich  die  hauptsächlichsten  Sätze,  deren  blofse  Aussage  Herr  Steiner,  der 
in  die  Fufsstapfen  des  Herrn  Poncelet  zu  treten  scheint,  an  dem  eben  an- 
geführten Orte  gibt.  Um  nur  das  anzufiihren,  was  sich  auf  den  Inhalt  des 
vorliegenden  Bandes  meiner  Entwicklungen  bezieht,  nenne  ich  erstens  die 
Aufgaben  der  217.  und  218.  Nummer,  die  Herr  Steiner,  als  Erweiterungen 
des  Problems  der  Tactionen,  blofs  anfuhrt,  mit  der  Bemerkung,  dafs  er  zur 
Construction  derselben  gekommen  sey;  und  zweitens  die  Construction  der 
gemeinsclmft  liehen  Tangenten  zweier  gegebenen  Linien  zweiter  Ordnung.  Die 
Sätze  *),  aus  denen  Herr  Steiner  diese  Construction  herleitet,  sind  ohne  Be- 
weis mitgetheilt  (der  Beweis  ergibt  sich  auf  analytischem  Wege  unmittelbar), 
und  hier  ist  es,  rücksichtlich  der  Methode,  nicht  ohne  Interesse  zu  vergleichen, 
wie  er  durch  Zusammenstellung  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  sich  in 
ebenen  Curven  schneiden,  auf  einem  Umwege  zu  demjenigen  Systeme  zweier 
geraden  Linien  hingeführt  wird,  das  ich  „Chordal-System  zweier  Linien  zwei- 
ter Ordnung“  genannt  habe. 


•)  Crclle'a  Journal  I,  p.  49. 
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Obgleich  durch  meine  Entwicklungen  sicli  eine  einzige  Methode  hindurch* 
zieht,  so  erscheint  dieselbe  doch  unter  verschiedenen  Nuancen.  Um  diese  nä- 
her zu  bezeichnen,  verweise  ich  beispielsweise  auf  die  verschiedenen  Beweis- 
arten , die  ich  von  dem  Satze  gegeben  habe , „dafs  die  Durchschnitte  der  ge- 
genüberliegenden Seiten  eines,  in  eine  Linie  zweiter  Ordnung  beschriebenen, 
„Sechsecks  sich  in  solchen  drei  Puncten  schneiden , die  in  gerader  Linie  lie- 
„gen.“  Der  erste  Beweis  (292)  liegt  in  der  blofsen  Nebeneinandersteilung 
zweier  Coefficicnten  derjenigen  Gleichung , die  man  erhält , indem  man  die 
allgemeine  Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  mit  einem  unbestimmten 
Coefficicnten  multiplicirt,  und  alsdann  zu  der  allgemeinen  Gleichung  eines  Sy- 
stems zweier  geraden  Linien  addirt.  Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  einem 
allgemeinem  Satze  über  die  Verbindung  von  geraden  Linien  und  einer  Linie 
zweiter  Ordnung.  Der  eben  angeführte  Satz  erscheint  ferner  als  ein  sehr  spe- 
cieller  Fall  eines  allgemeinen  Satzes  über  die  Zusammenstellung  dreier,  durch 
dieselben  beiden  Puncte  gehenden,  Linien  zweiter  Ordnung,  und  den  Beweis 
dieses  allgemeinen  Satzes  erhalten  wir  einmal  (362)  durch  Abziehen  der  Glei- 
chungen zweier  Linien  zweiter  Ordnung  von  einander,  wenn  wir  die  geome- 
trische Bedeutung  der  Coeflicienten  derselben  berücksichtigen  und  die  Coordi- 
naten-Axen  gehörig  bestimmen;  das  andere  Mal  (383)  durch  die  Verbindung 
blofser  Symbole  vermittelst  unbestimmter  Coeflicienten.  Der  vierte  Beweis 
(384)  ist  ein  indirccter,  der  sich  an  ein,  zum  Behuf  einer  andern  Beweisfüh- 
rung aufgestelltes,  Schema  ankniipft.  Zugleich  kommen  wir  auf  diesem  Wege 
zu  einer  geometrischen  Bedeutung  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  drei, 
in  Rede  stehenden,  Durchschnitte  enthält  Diese  Art  indirecter  Beweise  scheint 
eine  besondere  Würdigung  zu  verdienen.  Der  fünfte  Beweis  des  obigen  Satzes 
endlich , den  ich  beiläufig  (392  Note)  angezogen  habe,  geht  zu  Gleichungen  des 
dritten  Grades , die  blols  durch  S)  mbole  bezeichnet  werden , zurück , und  ist 
als  der  unmittelbarste  Beweis  anzuschen. 

Der  vorliegende  erste  Band  meiner  Arbeit  bildet  gewissermafsen  ein  Gan- 
zes für  sielt  Jedoch  konnten  Resultate,  die  der  Geometrie  der  Ebene  ange- 
boren, namentlich  Sätze  und  Constructionen,  die  sich  auf  Linien  zweiter  Ord- 
nung beziehen,  hier  noch  keine  Stelle  finden.  Durch  diesen  ersten  Band,  und 
besonders  durch  den  letzten  Abschnitt  desselben , sind  neue  Entwicklungen 
fast  unmittelbar  gegeben,  wenn  wir,  statt  zwei  Coordinaten- Axen,  deren 
fortan  drei  nehmen.  Hier  erscheint  die  Leichtigkeit  der  Behandlungsweise 
um  so  gröfser,  als,  bei  der  Auflassung  der  Constructionen  im  Raume,  die  Ein- 
bildungskraft in  liöhcrm  Maafse  in  Anspruch  genommen  wird. 

Die  nächste  Veranlassung  zu  den  „analytisch -geometrischen  Entwicklun- 
gen“ waren  meine  Vorlesungen  über  die  höheren  Zweige  der  Mathematik  an 
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der  hiesigen  Universität,  und  ebenso  gedenk'  ich  dieselben,  in  Verbindung 
mit  meinen  Vorlesungen,  zunächst  auf  Flächen  zweiter  Ordnung,  und  dann 
bis  auf  die  allgemeinsten  geometrischen  Untersuchungen , mit  Benutzung  der- 
jenigen Vortheile,  welche  hier  die  sogenannte  höhere  Rechnung  gewährt,  fort-  , 
Zufuhren. 

Ich  bemerke  noch  schliefslich,  dafs  von  den  beiden  ersten,  einleitenden, 
Abschnitten  des  ersten  Bandes,  bereits  vor  einiger  Zeit  schon,  mehrere  Exem- 
plare abgesondert  worden  sind. 

% 

Bonn,  im  September  1827. 
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Theorie  der  geraden  Linie. 


1.  »V  cnn  ;n  einer  Ebene  zwei  feste,  sich  schneidende,  gerade  Linien  OX  nnd  OY,  Fig.  I. 
die  wir,  so  wie  die  Ebene  selbst,  uns  als  nnbegränzt  denken,  der  Lage  nach  gegeben 

sind:  so  können  wir  den  Ort  jedes  Pnnctcs  der  Ebene  durch  die  Abstände  desselben  von 
diesen  beiden  geraden  Linien  so  bestimmen,  dafs  er  mit  keinem  andern  Punctc  verwech- 
selt werden  kann.  In  den  nächsten  Entwicklungen,  die  wir  als  Yorbcreilnng  lür  die  spä- 
tem Abschnitte  betrachten , nehmen  wir  diese  Abstände,  wie  gewöhnlich  geschieht,  auf 
geraden  Linien,  die  den  der  Lage  nach  bekannten  parallel  sm<T,  und  nennen  sie  Go  ordi- 
nalen. Die  Coordinaten  des  Punctes  M sind  also  MQ  und  MP.  Statt  dieser  Linien  kön- 
nen wir  die  ihnen  gleichen  OP  und  OQ  nehmen , nnd  auch  diese  Coordinaten  nennen. 

Die  beiden  festen  geraden  Linien  heifsen  Coordinatcn-Axen,  oder  auch  blofs,  wo  keine 
Verwechslung  Statt  linden  kann,  Axen;  der  Punct,  in  welchem  beide  sich  schneiden, 
heilst  Anfangs-Punct  der  Coordinaten;  wir  bezeichnen  ihn  überall  durch  O,  so  wie 
die  Axen  durch  OX  und  OY.  Die  Coordinaten,  welche  in  die  eine  dieser  Axen  fallen,  heis- 
sen Abscissen;  die,  welche  in  die  andere  Axc  fallen,  Ordinalen.  Jene  bezeichnen 
wir  durchgehends  mit  x,  diese  mit  y;  nnd  nennen  die  eine  Axe  auch  Axc  der  x oder 
erste  Axe,  die  andere  Axe  der  y oder  zweite  Axc.  In  Beziehung  auf  verschiedene 
Pnncte  sind  x und  y als  veränderliche  Grüfsen  zu  betrachten. 

2.  Wenn  wir  irgend  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  als  Coordinatcn-Axen  neh- 
men, nnd  wir  wollen  Puncto  bezeichnen,  die  nicht  in  demselben  der  an  ihrem  Durch- 
schnitte entstehenden  vier  Winkel  sich  bcGndcn,  so  treten  verschiedene  Vorzeichen  der 
veränderlichen  Gröfscn  ein.  Es  ist  hier  keinesweges  meine  Absicht,  in  ein  ausführliches  De- 
tail über  die  Theorie  der  entgegengesetzten  Zeichen  einzugehen ; ich  bekenne  mich  aber 
entschieden  für  die  Ansicht,  welche  Herr  von  Münchow  vor  Kurzem  auf  eine  cigenthttm- 
lichc  Art  aufgestellt,  und  für  den  Fall  der  beiden  Trigonometrien  dorchgcführt  hat.  *) 

Da  ncmlich  die  verschiedenen  Vorzeichen  ihrer  Natur  nach  sich  nur  auf  die  Art  beziehen, 


*)  Gruudlehren  der  ebenen  nnd  sphärischen  Trigonometrie  von  k.  D.  v.  Münchow.  Bonn  1*38 
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wie  wir  Grötscn,  und  namentlich  in  der  analytischen  Geometrie  Linien -Längen  bezeich- 
nen, so  müssen  wir  natürlich  die  Rechtfertigung  ihrer  Einführung  in  eben  dieser  Bezeich- 
nungs-Art suchen.  Verschiedene  Zeichen  treten  da  ein,  wo  eine  einzige 
Formel  mehrere  besondere  Falle  umfassen  soll.  Dafs  eine  entgegengesetzte 
Lage  der  bczcichnctcn  Linien  (wohl  zu  verstehen  zunächst  nur  in  den  Formeln,  die  wir 
für  unsere  Rechnung  aufbauen)  den  entgegengesetzten  Zeichen  entspricht,  ist  eine  Folge 
hiervon,  kann  und  darf  aber  nicht  als  Axium  angesehen  werden. 

Fig.  t.  3.  Wenn  wir  z.  B.  den  Abstand  der  Fnfspuncte  der  Abscissen  MQ,  M Q zweier 
Puncte  MundM'  anf  der  zweiten  Axe,  oder  die  Entfernung  der  Pnncte  selbst,  wenn  die- 
selben auf  dieser  Axe  liegen,  durch  d bezeichnen:  so  haben  wir  in  dem  Falle,  dafs  die 
beiden  Puncte  auf  derselben  Seite  der  ersten  Axe  liegen: 

i ~ b — y,  (0 

im  andern  Falle  aber: 

<1  = b 4-  y,  (0 

wenn  wir  die  Abstände  der  beiden  Puncte  von  der  ersten  Axe,  (Abstände,  die  auf  gera- 
den Linien,  die  der  zweiten  Axe  parallel  sind,  genommen  werden)  durch  b nnd  y aus- 
drückcn.  Den  einen  Punct  mögen  wir  als  fest,  den  andern  als  beweglich,  mithin  dessen 
Ordinate  y als  eine  veränderliche  Gröfse  betrachten. 

Wenn  wir  nun  den  auf  die  angczeigle  Weise  genommenen  Abstand  je  zweier  Pnncte, 
die  in  Beziehung  auf  die  erste  Axe  irgend  eine  beliebige  Lage  haben,  algebraisch  auf  die- 
selbe Weise  ausdrücken,  also  die  beiden  Gleichungen  (t)  und  (2)  in  eine  einzige  Glei- 
chung, für  welche  wir  die  erste  derselben  nrhmen  mögen,  zusammenfassen  wollen,  so 
müssen  wir  die  zweite  folgender  Gestalt  schreiben: 

<1  = b — ( — y), 

d.  b.  wir  müssen  dem  y ein  — Zeichen  als  inhärirend,  y als  negative  Gröfso,  betrachten. 
Das  Zeichen  der  Ordinalen  ändert  sich  «1«,  wenn  wir  von  Puüvtni  anf  einer  Seile  der 
ersten  Axo  jo  Pmnm  nnf  Orr  andern  Seite  derselben  übergehen.  Es  ist  hierbei  durch- 
aus gleichgültig,  wo  wir  die  positiven  Ordinalen  nehmen,  wie  es  gleichgültig  ist,  oh  wir 
die  beiden  Gleichungen  (t)  und  (2)  in  die  erste  derselben,  oder  in  die  zweite  zusanmienziehen. 

Auf  ähnliche  Weise  verhält  cs  sich  mit  den  Zeichen  der  Abscissen;  für  Puncte,  die 
auf  verschiedenen  Seiten  der  zweiten  Axe  liegen,  müssen  wir  dieselben  mit  entgegengesetz- 
ten Zeichen  einführen. 

Die  Zeichen  dcrOrdinaten  wie  der  Abscissen  ändern  sich,  indem  sie  durch  Null  geben. 

Die  Bestimmung  der  positiven  Seite  der  x ist  beliebig,  wie  die  Bestimmung  der  po- 
sitiven y;  und  beide  Bestimmungen  sind  auch  von  einander  unabhängig. 

ii.  Wenn  wir  nun  ferner  mehrere  Gleichungen , die  sich  auf  verschiedene  Fälle  be- 
ziehen, auf  die  angczeigle  Weise  in  eine  einzige  Gicicbnng  znsamincngczogcn  haben,  so 
können  wir  diese  Gleichung  mit  andern  Gleichungen  verbinden;  und  wenn  wir  alsdann 
im  Resultate  der  Rechnung  die  verschiedenen  Zeichen  der  bezüglichen  Grüfsen  re- 
slituiren,  so  kommt  diefs  auf  Einerlei  damit  hinaus,  als  wenn  wir  für  jede  der  Gleichun- 
gen, welche  auf  die  besondern  Fälle  sich  beziehen,  besonders  die  jedesmalige  Rech- 
nung angelegt  hatten. 

Hierbei  ist  nur  die  Bemerkung  zu  machen,  dafs  wir,  wenn  wir  Gleichungen  zum  Be- 
huf einer  einzelnen  Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe  anlegcn,  gewöhnlich  gezwun- 
gen sind,  mehrere  Fälle  zusammenzufassen. 

Wir  wollen  hier  nicht  länger  bei  der  Theorie  der  entgegengesetzten  Griifscn  verweilen 
und  verweisen  auf  die  oben  angezogene  Schrift.  In  dem  Folgenden  werden  wir  jedesmal, 
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wo  wir  verschiedenen  Vorzeichen  begegnen,  Rechenschaft  darüber  geben,  woher  sie 
kommen  und  was  sic  anzeigen. 

5.  Wenn  wir  durch  y'  und  x'  constanlc,  positive  oder  negative,  Werthe  bezeichnen, 
so  ist  durch  die  Gleichungen: 

r=y> 

ein  bestimmter  Punct  gegeben,  und  diese  Gleichungen  heifsen  daher  die  Gleichnngrn 
des  Punctes.  Die  erste  Gleichung: 

y = y- 

enthält  die  Bestimmung,  dafs  jener  Pnoct  auf  einer  geraden  Linie  liegt,  welche  der  ersten 
Axc  parallel  ist,  und  von  der  zweiten  Axc  ein  Stück,  das  gleich  ist  y,  abschneidet.  Weil 
aber  jedem  Punctc  dieser  Geraden  obige  Gleichung  zukommt,  so  ist 

y =/ 

die  Gleichung  einer  der  Abscissen- Axe  parallelen  geraden  Linie;  nnd  wenn 
wir  y'  gehörig  bestimmen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  jeder  beliebigen  parallelen  Gera- 
den. Auf  ähnliche  Weise  ist: 

z = *’ 

die  Gleichung  einer  der  Ordinalcn-Azc  parallelen  geraden  Linie,  welche 
von  der  ersten  Axe  ein  Stück , das  gleich  ist  x‘,  abschncidct.  Indem  wir  die  beiden  Glei- 
chungen verbinden,  haben  wir  die  Gleichungen  des  Punctes,  der  zugleich  anf  jenen 
beiden  geraden  Linien,  d.  h.  im  Durchschnitte  derselben,  liegt. 

Die  Gleichungen  des  Anfangs -Punctes  der  Coordinaten  sind: 

y = o,  x = o; 

nnd  die  erste  Gleichung  fiir  sich  allein  ist  die  Gleichung  der  Abscissen  - Axe ; die  zweite 
Gleichung  stellt  die  Ordinalen  - Axe  dar. 

0.  Jede  Gtmrhung.  dU  “nd  x vom  ersten  Grade  ist,  stellt  eine 

gerade  Linie  dar.  Wir  können,  indem  wir  durch  Division  den  CoofF.denirn  des  ersten 
Gliedes  fortschaffen, 

y -+-  Ax  ■+■  B = o oder  y = ax  + b (i) 

als  die  allgemeine  Gleichung  dieses  Grades  betrachten.  Wir  wollen  in  dem  Nächst-Fol- 
genden  die  Gleichung  unter  der  zweiten  Form  nehmen.  Setzen  wir  in  diese  Gleichung 
fiir  x einen  bestimmten  Werth  x',  so  ergibt  sich  aus  derselben  der  entsprechende  Werth 
von  y,  den  wir  durch  y unterscheiden  wollen.  Indem  wir  aber  x als  constant  betrachten, 
verbinden  wir  eigentlich  die  gegebene  Gleichung  mit  der  Gleichung  x = x',  die  eine,  der 
Axc  der  y parallele,  gerade  Linie  vertritt.  . Wrir  suchen  also  den  Durchschnitt  dieser  letzt- 
genannten Linie  mit  der  durch  obige  Gleichung  dargestcllten.  Durch  diesen  Durchschnitt 
geht  auch  die,  der  ersten  Axc  parallele,  gerade  Linie,  deren  Gleichung  ist: 

y = y'- 

Da  der  Punct,  dessen  Coordinaten  y und  x sind*),  ein  Punct  der  durch  (1)  darge. 
stellten  geraden  Linie  ist,  so  haben  wir  zwischen  y und  x'  die  Bedingung;- Gleichung: 

y = ax'  -+-  b.  (0 

Zwischen  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2),  können  wir  eine  beliebige  der  constan- 


*)  Wir  werden  im  Folgenden  statt : ,, der  Punct,  dessen  Coordinaten  y nnd  x'  sind“  Inn: 
„der  Pnoct  (jr',x')“  schreiben  und  ebenso  öfters  statt:  „die  durch  die  Gleichung  (1)  darge- 
stellte gerade  Linie“  blots:  „die  gerade  Linie  (t)“. 

> 1 * 
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ten  Grüften  li  und  a climiuiren.  Um  b zu  climinircn , brauchen  wir  bloft  abzuzichen,  und 
erhallen  auf  diese  Weises 

y— y = *(*  — *')  (J) 

fiir  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  durch  den  festen  Puncl  (y‘,  x")  geht.  Die  letzte 
Gleichung  (3)  spricht  deutlich  den  Character  der  geraden  Linie  aus,  denn,  wie  wir  auch 
x bestimmen  mügen , wir  haben  immer : 

1 s = a = consl. 

X — X 

Fig.  2.  d.  b.  mit  Beziehung  auf  die  2.  Figur,  wo  M'  den  Punct  (y',x')  bezeichnet, 

MQ 

5TQ  “ consU 

< wohin  auch  M forlrtickcn  mag. 

7.  Wenn  wir  den  Winkel , welchen  die  durch  (1)  Jargestellte  gerade  Linie  mit  der 
ersten  Axc  bildet,  von  der  positiven  Seite  der  x nach  der  positiven  Seite  der  y nehmen, 
und  diesen  Winkel  durch  a,  den  Coordinaten- Winkel  aber  durch  ß bezeichnen,  so  ist: 

M Q sin  a 

a ” STQ  = sin  0 — «)  ’ 
also,  wenn  der  Coordinaten- Winkel  ein  rechter  ist: 

a = lang  a. 


8.  Setzen  wir  xeo  in  der  Gleichung : 

y = ax  + b, 

IO  bestimmen  wir  den  Durchschnitt  der  geraden  Linie  mit  der  zweiten  Axc;  die  Ordinate 

dieses  Punctcs  ist  also  die  zweite  Conslantc  b.  Auf  ähnliche  W iese  ergibt  sich 

ftlr  die  Abscisse  des  Durchschnittes  mit  der  ersten  Ave. 

9-  Wir  haben  oben  »wischen  den  beiden  Gleichungen  (l)  nnd  (2)  b eliminirt,  und 
lind  so  zu  einer  Gleichung  (3)  für  eine  gerade  Linie,  die  durch  den  festen  Punct  (y‘,  x') 
geht,  gekommen.  WTenn  wir  zwischen  denselben  Gleichungen  die  andere  Constante 
a eliminircn,  so  kommen  wir  zu  einer  neuen  Gleichung  für  eine  gerade  Linie,  welche 
durch  denselben  Punct  (y’f  x')  geht;  wir  erhalten  ncmlich  auf  die  angezeigte  W eise: 
b (x  — x')  — y'x  + yx'  = o.  (4) 

Fig.  3.  In  dieser  Gleichung  spricht  sich  nicht  so  deutlich,  als  in  der  Gleichung  (3),  der  Cha- 
racter der  geraden  Linie  aus.  Wir  wollen  indefs  diese  Gleichung  in  die  Sprache  der 
Geometrie  übersetzen,  und  zwar  vorerst  annehmen,  unser  Coordinaten -System  scy  ein 
rechtwinkliges.  Sey  MM'  die  gerade  Linie,  M’  der  Punct  (y’, x‘),  M der  veränderliche 
Punct  (y,  x).  Alsdann  ist  der  Inhalt  des  Rechtecks  QP  gleich  b (x  — x'),  und  ebenso  R'P 
gleich  y'x  und  RP'  gleich  yx\  Die  Gleichung  (4)  geht  also  über  in  folgende. 

„ QP  — RP  •+•  RP'  ■=  o; 

und  wenn  wir  reducircn,  so  kommt: 

MR  = MQ. 

Fig,  4.  Ware  der  Coordinaten -Winkel  kein  rechter,  sondern  ein  beliebiger,  den  wir  durch 
ß bezeichnen  wollen,  so  finden  wir  in  Beziehung  auf  die  4.  Figur  cbcufalls  M’R  = MQ, 
wenn  wir  statt  die  Gleichung  (4)  geradezu  zu  behandeln,  alle  Glieder  derselben  zuvor 
mit  sin  ß multipliciren,  mithin  die  Gleichung 

b (x  — x')  sin  ß — y'x  sin  ß -+•  y x’  sin  ß «=  o 
geometrisch  deuten  und  dabei  gerade  so  wie  eben  verfahren. 
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Die  Gleichung  (4)  ist  also  anders  nichts,  als  die  algebraische  Anssage  von  folgendem 
bekannten  Satze: 


w enn  man  durch  einen  beliebigen  Punct  der  Diagonale  eines  Parallelogramme * 
ctr ei  gerade  Linien  eich!,  von  denen  jede  zweien  Seiten  desselben  parallel  ist , so  sind 
die  beiden  neuen  Parallelogramme , die  zu  beiden  Seiten  der  Diagonale  entstehen,  dem 
Inhalte  nach,  einander  gleich. 

10.  Wenn  aufscr  dem  Puncte  (y',x‘)  noch  ein  zweiter  Punct  ( y",  x"  ) gegeben  ist,  so 
folgt  ans  (3): 


und  aus  (4): 


Die  Constanten  in  der 
bestimmt. 


Gleichung  (t)  der  geraden  Linie  sind  also  auf  diese  Weise 


II.  Für  die  Durchschnitts  einer  geraden  Linie,  die  dnreh  zwei  gegebene  Puncte  (y’,x')  und 
(y”>x")  geht,  mit  der  zweiten  und  ersten  Axc,  ergeben  sich  also  folgende  Bestimmungen: 

. „ h = rv- 


1 3 — 


y x -r’ 
y"  — y 


1 J.  Die  Glcichnng  endlich  der  geraden  Linie,  welche  durch  die  beiden  Puncte  (y',  z ) 
und  (y",x”)  gebt,  ist  folgende: 

y ( »"-.al)  »'»  (*) 

eine  Gleichung,  zn  der  wir  durch  Elimination  der  beiden  Constanten  b und  a zwischen 
den  drei  Gleichungen: 

y ■=  ax  -4-  b, 
y'  = ax  -+-  b, 
y"  = ax"  -+•  b, 

gekommen  sind. 

13.  Wir  könncn_der  Gleichung  für  die  gerade  Linie  eine  symmetrische,  für  manche  Fig.  5. 
Rechnungen  sehr  bequeme,  Form  geben,  indem  wir  die  Segmente,  welche  dieselbe  auf  den 
Axen  bestimmt,  die  Stticke  OP  und  OQ,  als  die  beiden  Constanten  derselben  cinfilhrcn. 
Bezeichnen  wir  diese  Segmente  durch  p und  q,  so  erhalten  wir  auf  der  Stelle  die  gesuchte 
Gleichung  aus  (5),  wenn  wir: 

x'  = o,  x'  = p,  y-  = q,  y"  = o . 
setzen.  Auf  diese  Weise  kommt: 

py  -t-  qx  = pq,  (*) 

. welcher  Gleichung  wir  auch  folgende  Form  geben  können: 


14.  Es  ist  offenbar,  dals,  wenn  wir  durch  n irgend  e:ne  beliebige  Zahl  bezeichnen, 
die  Gleichung  (7)  befriedigt  wird,  wenn  wir 

..  y = nq,  x = ( 1 — n)  p 

setzen,  und  dafs  mithin  die  so  bestimmten  Coordinalen  einem  Puncte  der  durch  obige 
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Gleichung  dargcstcllten  geraden  Linie  angeboren.  Wenn  wir  n = f nehmen,  so  bestim- 
men die  Gleichungen : 


die  Mitte  des  von  den  Axcn  intcreeptirtcn  Stückes  der  geraden  Linie. 

15.  Die  Entfernung  zweier  beliebiger  Puncte  (y",  x”)  und  (y'f  *')  Ton  einander  ist  durch 
die  Länge  der  dritten  Seite  eines  Dreiecks  bestimmt , dessen  beide  ersten  Seiten  gleich 
sind  dem  Unterschiede  der  gleichnamigen  Coordinalcn  und  einen  Winkel  mit  einander 
bilden,  der  dem  Coordinalcn- Winkel  oder  dessen  Neben-Winkcl  gleich  ist.  Wir  ha- 
ben daher,  wenn  wir  diese  Entfernung  dnreh  D,  den  Coordinatcn- Winkel  durchs  bezeichnen  : 

D»  = (y”  — y')s  -4-  2 (y“ — y)  ( x"  — x’)  cos  ,■(-+-( x" — x)3- 

Das  positive  Zeichen  des  miltlom  Gliedes  besteht  für  alle  möglichen  verschiedenen 
Lagen  der  beiden  Pnncte  gegen  einander,  denn  je  nachdem  (y' — j)  und  (x" — x’)  von  glei- 
chem Zeichen  sind,  oder  nicht,  haben  wir  für  den,  der  dritten  Seite  des  Dreiecks  gegen- 
überliegenden Winkel,  den  Nebenwinkel  von  ß oder  ß selbst  xn  nehmen.  Ist  der  Coor- 
dinalen- Winkel  ein  rechter,  mithin  cos  ß = o,  so  redneirt  sich  die  letzte  Gleichung 
auf  folgende : 

D»  = (y  -/)•  -f  (x“-x)». 

16.  Der  algebraische  Aosdrnck  für  den  Abstand  zweier  Puncte  von  einander,  der  im 
Allgemeinen,  wie  die  vorige  Nummer  zeigt,  irrational  ist,  hat,  wenn  nicht  eine  nähere  Be- 
stimmung hinzutritt,  kein  bestimmtes  Zeichen,  oder  was  dasselbe  heifst,  das  Zeichen  hat 
keine  geometrische  Bedeutung,  wenn  wir  nicht  etwa  eine  solche  hinciulegcn  wollen,  welche 
sich  alsdann  auf  das  Entgegengesetzte  der  Dichtung  bezöge,  wie  wir  jenen  Abstand  bestim- 
men, ob  von  dem  ersten  zum  «weiten  Puncte  oder  umgekehrt:  die  einzige  Zweideutigkeit, 
die  die  Bestimmung  des  Abstandes  zweier  Puncte  von  einander  ztdäfst.  Diese  Beziehung 
stellt  sich  in  gewisser  Hinsicht  augenfällig  für  den  besondern  Fall  dar,  dafs  beide  Puncte 
anf  einer  der  Axcn,  etwa  auf  der  ersten  Axc  liegen.  Alsdann  ist  nemlich  y"  = y‘  = o,  und 
wir  finden  für  D folgende  beiden  Ausdrücke: 

x"  — x’  und  — ( x'  — x' ) oder  x1  — x". 

Wenn  die  Abstände  mehrerer  Puncte  unter  einander  in  gegenseitiger  Verbin- 
dung Vorkommen,  so  entscheidet  die  Natur  der  jedesmaligen  Aufgabe  darüber,  mit  wel- 
chem Zeichen  wir  die  einzelnen  Abstände  einfilbren  müssen,  wo  Alles  dann  wieder  dar- 
auf hinauskommt  r verschiedene  Fälle  in  einen  einzigen  algebraischen  Ausdruck  zusammen- 
znfassen.  Die  Behauptung,  dafs  der  Abstand  zweier  Puncte  von  einander  durchaus  als  po- 
sitive Grüfsc  betrachtet  werden  müsse,  ist  ganz  unhaltbar.  Diefs  zeigt  sich  deutlich  an 
den  Beispielen  der  31.  nnd  der  folgenden  Nummern. 

6.  17-  Die  Gleichungen  zweier  geraden  Linien,  auf  ein  beliebiges  System  bezogen,  seyen: 

y = a*  + h, 
y = a'z  ■+•  b'; 

wir  wollen  die  Winkel,  welche  dieselben  mit  der  ersten  Axc  bilden,  durch  n und  den 
Coordinatcn- Winkel , wie  gewöhnlich,  durch  ß bezeichnen.  Aisdaun  ist: 

sin  u . sin  a 

1 ~ sin  ( ß—it )’  1 ~ sin  (ß— '■*)' 
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woraus  wir  durch  eine  leichte  trigonometrische  Umformung  folgende  Werthe  dir  fang  * 
und  lang  u Lerleiten  : 

, a sin  ß . a'  sin  $ 

rang  a = - — ■ , lang  a = : — - — . 

1 -f-  a cos  ß ° l + a ros  ß 

Wir  haben  ferner: 

fang  „ « tan?  “'-‘“W  « 

I + lang  a lang  a 

wenn  wir  den  Winkel,  welchen  die  beiden  geraden  Linien  mit  einander  bilden,  durch  u 
bezeichnen,  und  diesen  Winkel  von  der  erstem  geraden  Linie  zur  zweiten  nach  derselben 
Richtung  hin  nehmen,  als  die  W mkcl  a nnd  u genommen  worden  sind.  "Vermöge  der 
vorhergehenden  Gleichungen  rcducirt  sich  der  letzte  Ausdruck  auf: 

(a‘ — a)  sin  ß 


fang  to  = 


(a) 


t -♦*  (a  -f-  a ) cos  ß •+•  aa' 

Sieben  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  anf  einander  senkrecht,  so  ist  tangu  — o, 
mithin : 

l •+■  (a  •+■  a’ ) cos  ß -+•  aa’  = o.  !•) 

18.  Die  letzte  Gleichung  gibt: 

1 -4-a ' cosß 

' » a'  -+■  cos  ß'  *s 

Ist  also  irgend  eine  gerade  Linie  dnreh  die  Gleichung 

g — a'z  -h  b’  T 

gegeben,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung  für  eine  andere  Linie , welche  auf  ihr  senk- 
recht steht: 

«t  — - 

wenn  wir  durch  b irgend  eine  Constante  bezeichnen. 

IQ.  Nehmen  wir  für  eine  der  beiden  anf  einander  senkrechten  geraden  Linien,  für 
diejenige  z.  B. , welcher  a * entspricht,  eine  der  Coordinaten - Azen  selbst,  so  ist 

a'  a o,  oder  -7=0, 
a 

je  nachdem  wir  die  erste  oder  zweite  Axe  nehmen.  Im  erstem  Falle  redoeirt  sich  die 
Bedingungs- Gleichung  (2)  auf: 

I 4*  a cos  ß =*  o , 

oder: 

* ~ cos  ß’ 

im  andern  Falle  rcdacirt  sich  dieselbe  Gleichung,  wenn  wir  sie  zuvor  anf  folgende  Form 
bringen : 


cos  ß • 


0 ; 


unmittelbar  auf : 

a = — cos  ß. 

3o.  Soll  also  eine  gerade  Linie,  welche  senkrecht  auf  der  Abscissen-Axc  steht,  durch 
einen  bestimmten  Ponct  (y,  x")  gehen,  so  ist  ihre  Gleichung  folgende: 

(y— x")  = o.  («) 
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Liegt  der  gegebene  Pnnct  auf  der  ersten  Axe,  so  ist  y'  = o,  und 

y cos  ß + (*  — *')  = o (S) 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  senkrecht  anf  der  ersten  Axc  steht,  und  dieselbe 
in  einer  Entfernung  vom  Scheitel,  die  gleich  ist  x',  schneidet.  Setzen  wir  x'  = o,  so  kommt: 

(y — y)  cosß  ■+•  x = o (s) 

{Br  die  Gleichung  derjenigen  geraden  Linie,  die  vom  Pnnctc  (y, o)  der  zweiten  Axc  senk- 
recht auf  die  erste  Axc  gefällt  wird. 

Auf  ähnliche  Weise  ist 

y — y ■+•  (x — x’)  cos  ß — o (?J 

die  Glcichnng  einer  geraden  Linie,  welche  senkrecht  anf  der  zweiten  Axc  stellt,  und  dnreh 
den  Pnnct  (y',  x)  geht ; 

y ■+■  (x  — x')  cos  ß — o (s) 

die  Gleichung  des  vom  Pnnctc  (o,x‘)  der  ersten  Axc  auf  die  xweite  gefällten  Perpendi- 
kels, nnd 

y — y'  ■+>  x cos  ß — o (0 

die  Gleichung  des  im  Pnnctc  (y  o)  der  zweiten  Axc  errichteten  Perpendikels. 

21.  Fiir  den  Fall  rechtwinkliger  Coordinatcn  ist: 

lang  co  = (..) 

und  die  Bcdingongs -Gleichung,  dafs  die  in  Rede  stehenden  geraden  Linien  sich  rechtwinklig 
schneiden : 

l + ta‘  = o.  (n) 


Ci) 


22.  Wir  wollen  jetzt  gleich  schon  die  eben  entwickelten  Ausdrücke  zum  Beweise  geo- 
metrischer Sätze  anwenden,  und  branrhen  dieselben  zn  diesem  Behufc  blofs  für  die  Glei- 
chungen zweier  geraden  Linien  unter  den  folgenden  Formen: 

py  + qx  = pq, 
py  ■+•  qx  = pq, 

umzuhildcn.  Siud  die  letzten  Gleichungen  mit  denen  der  17.  Nummer  identisch,  so  ist: 

a=-3,  a'=-a;. 

P . P 

Nehmen  wir  nnn  zuvörderst  an,  der  Coordinatcn- Winkel  scy  ein  rechter,  so  gibt(ll): 


3.2  + , 
p P 


«» 


als  Bcdingungs- Glcichnng,  dafs  die  bezüglichen  geraden  Linien  QP  und  Q'P  auf  einan- 
der senkrecht  stehen.  Hierans  folgt  unmittelbar: 

qq=  — pp';  (,) 

d.  h.  geometrisch  ausgedrückt  mit  Beziehung  anf  die  7.  Figur:  das  nntcr  den  Segmenten 
OP  nnd  OP’  enthaltene  Rechteck  ist  dem  unter  den  Segmenten  OQ  und  OQ'  enthalte- 
nen gleich. 


28.  Wenn,  umgekehrt,  die  letzte  Gleichung  (2)  Statt  Gndet,  so  stehen  die  beiden 
durch  (t)  bczcichnctcn  geraden  Linien  auf  einander  senkrecht,  p,  p',  q,  q’  bezeichnen 
die  Segmente,  wodurch  diese  geraden  Linien  bestimmt  werden.  Wir  können  aber  auf 
zwiefache  Art  diese  Segmente  v.nr  Bestimmung  von  zweien  geraden  Linien  paarweise  so 
komhiniren,  dafs  jedesmal  die  Gleichung  (2)  befriedigt  wird,  indem  wir  einmal  p mit  q 
und  p mit  q’ , zur  Bestimmung  von  jenen  beiden  geraden  Linien  PQ  undP'Q’,  die  wir  eben 
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betrachtet  haben,  zusammen:  teilen,  das  andere  Mal  aber  p mit  q'  and  p'  mit  q.  Die  im 
letztem  Fall  bezeichnten  geraden  Linien  sind  PQ'  und  P'Q,  und  ihre  Gleichungen: 

py  + q'i  = pq', 
p'y  H-  qx  = p'q. 

Pnd  auch  diese  geraden  Linien  stehen  anf  einander  senkrecht,  weil  die  Gleichung  (2) 
hier,  wie  für  die  vorigen  beiden  Geraden,  die  Bedingung  der  Pcrpcndicularität  enthält. 
Die  durch  den  Durchschnitt  Q'  von  OQ  und  P K und  durch  den  Pnnct  P gehende  ge- 
rade Linie,  steht  mithin  auf  der  in  dem  Dreieck  P'QP  dem  PunctcP  gegenüberliegenden 
Seite  senkrecht.  Wir  erkennen  also  bei  diesen  Betrachtungen,  die  sich  unmittelbar  dar- 
bieten,  in  der  Gleichung  (2)  sogleich  folgenden  Satz: 

Wenn  man  in  einem  beliebigen  Dreieck  von  den  Winkel  -Spillen  auf  die  gegenüber- 
liegenden Seiten  Perpendikel  fallt,  so  schneiden  sich  diese  Perpendikel  in  demselben 
Puncte. 


2 ti.  Wir  hätten  mit  gleicher  Leichtigkeit  geradezu  beweisen  können,  dafs  das  von 
P auf  P Q gefällte  Perpendikel  durch  den  Pnnct  Q'  geht.  Denn  die  Gleichung  jeder  ge- 
raden Linie,  die  durch  P gebt,  hat  folgende  Form: 

py-f-g*«.pg; 

wo  wir  OP  gleich  p setzen,  g aber  irgend  ein  Segment  der  Ordinaten-Axe  bezeichnet, 
das  von  einer  Geraden  zur  andern  wächst  oder  abnimmt.  Soll  diese  gerade  Linie  senk- 
recht stehen  auf  PQ,  deren  Gleichung  folgende  ist: 

p'y  4-  qz  « p’q, 

so  haben  wir  die  Bedingnngs- Gleichung: 

p p'  -f-  q g = o. 


Da  aber  auch  der  ^o-an*wutin|»  grmats ! 

pp  + qq'  — O, 

so  ergiebt  sich  g = q',  das  Perpendikel  PK'  geht  also  durch  den  Punct  Q',  den  Durch- 
schnitt der  beiden  andern  Perpendikel  OQ  und  P'R. 

25.  Ich  füge  hier  zum  Vergleich  der  Methoden  noch  einen  andern  Beweis  hinzu.  Das 
gegebene  Dreieck  scy  PP'Q.  Als  erste  Axe  nehmen  wir  die  Basis  des  Dreiecks,  PP',  als 
zweite  Axe  das  vom  gegenüberliegenden  Winkcl-Poncte  auf  dieselbe  gefällte  Perpendikel 
QO.  (Anf  diese  Wahl  der  Coordinaten  hat  uns  die  23.  Nummer  aufmerksam  gemacht) 
Wir  bezeichnen  ferner  die  mit  gehörigen  Zeichen  genommenen  Segmente  OP,  OP’,  OQ 
durch  p,  p',  und  q. 

Bei  diesen  Voraussetzungen  sind: 

y = — 5 I+{], 

P 

y * — 2.  z + q, 

die  Gleichungen  von  PQ  und  P'Q,  und  die  Gleichungen  derjenigen  beiden  geraden  Li- 
men, welche  senkrecht  auf  dieselben  von  den  gegenüberliegenden  Winkel-Puncten  P’  und 
P gefällt  werden: 

y « ^ (X  - p ), 
y=L(x-p). 
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Ziehen  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  so  kommt: 

o = x, 

q 

oder: 

X ss  OJ  • 

und  diefs  ist  die  Abscissc  des  Dnrchschnitts-Pnnctes  der  beiden  lctztgcfälltcn  Perpendi- 
kel, oder,  analytischer  gesprochen,  die  Gleichung  der  zweiten  Axe,  für  welche  wir  das 
erste  Perpendikel  genommen  haben.  Dieses  Perpendikel  geht  also  dnreh  den  Dun  i- 
schnitt  der  beiden  andern. 

26.  Wenn  wir  diesen  Beweis  mit  demjenigen  der  23.  Nummer  ztisammenstellen , so 
begegnet  nns  die  Bemerkung,  dafs  wir  zuletzt  einen  zum  Beweise  vorgclegteu  Satz  (mit 
möglichster  Kürze  vielleicht)  bewiesen,  früher  hingegen  den  Satz  gefunden  haben,  so  s 
die  Constrnction  desselben  erst  ans  einer  rein  algebraischen  Betrachtung  entstanden  ist. 
Dieser  Unterschied , den  ich  einstweilen  nur  andente,  scheint  mir  ein  wesentlicher  xn  seyn. 


27.  Der  Beweis  des  in  Bede  stehenden  Satzes  erfordert  einige  leichte  Entwickelungen 
mehr,  wenn  wir  zwei  Seiten  des  Dreiecks  als  Coordinatcn- Axcn  nehmen  und  nns  alsdann 
der  Formeln  der  13.  — 2o.  Nummer  bedienen. 

28.  Wir  gehen  weiter.  Es  scy  bei  einer  beliebigen  Annahme  der  Coordinatcn: 

y = a x -1-  b O) 

die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie  und  (y',  x')  irgend  ein  gegebener  Punct:  wir 
suchen  den  kürzesten  Abstand  des  Punctcs  von  der  geraden  Linie. 

Für  das  vom  Puncte  (y,  x')  auf  die  gerade  Linie  gefällte  Perpendikel,  auf  welchem 
jener  Abstand  zu  nehmen  ist,  erhalten  wir  »nnSrW  folgende  Gleichung: 

y — y'  = a (x  — x'l, 

wo  die  constantc  GrÜlse  a nach  der  1(1.  Nummer  durch  folgende  Gleichung: 
aa'  -H  (a  •+•  a)  cos.  (1  + 1 =0, 

wenn  wir  hier,  wir  dorten,  den  Coordinatcn- Winkel  durch  ß bezeichnen,  gegeben  ist. 
Hieraach  kommt: 

, 1 + a cos  ß 

* ~ a ■+•  cos  ß » 


mithin  ist  ehe  Gleichung  des  Perpendikels: 

1 • 

y — y = — 


a cos  ß , ,, 

(*-*)■ 


a + cos  ß 


(») 


Bezeichnen  wir  ferner  die  Coordinatcn  des  Fufs-Punctes  dieses  Perpendikels  durch 
y"  und  x",  und  die  Länge  desselben  durch  P,  so  ist  nach  (15): 

P*  = (y"  — y )*  -h  2 (y"  — y ) (x"  — x‘)  COS  ß ■+■  (x"  — *')*• 

Da  der  Punct  (y”,  x“)  zugleich  auf  den  beiden  Geraden  (l)  und  (2)  liegt,  so  haben 
wir  die  beiden  Gleichungen: 


y - y = - 


1 -4-  a cos  ß _ S.J 
a •+•  cos  ß 
y"  = az"  + b 

Zum  Behuf  der  Elimination  können  wir  der 


zur  Bestimmung  der  Coordinaten  desselben, 
letztem  Gleichung  folgende  Form  geben: 

y"  — y = a (x" — x‘)  — y -+•  a x'-t-  h, 
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and  erhalten  alsdann  sogleich  folgende  Ausdrücke: 
x — x'  = ( y — a x'  — b) 

y"_y=_(y'_ax— h) 


a 4-  ros  ß 


a!+2a  cos  ß 4-  l 
l 4-  a cos  ß 


a*+2a  cos ß 4-  1 

Substituiren  wir  ferner  diese  Werthc  von  x"  — x‘  und  y"  — y'  in  obigem  Ausdruck 
für  P1,  so  kommen  wir  nach  einigen  leichten  trigonometrischen  Umformungen  und  nach 
Ausiiehung  der  Quadrat- Wurzel  zu  folgender  Gleichung: 

1 — a x — b 

smß.  (O 


P=  ■+■ 


)• 


4*2  a cos  ß -t~  1) 


Wenn  wir  statt  des  Perpendikels  eine  andere  gerade  Linie  nehmen , die  mit  der  ge- 
gebenen irgend  einen  Winkel  y bildet,  und  das  Stück  derselben  zwischen  dem  gege- 
benen Punctc  und  der  gegebenen  geraden  Linie  durch  p bezeichnen,  so  ist  offenbar 

p sin  y = P; 

folglich  erhalten  wir: 


4-  y'  - a x*  — h _ sinß 
P — l/(aa  4- 2 a cos  ft  4- 1)  siny 


(♦) 


29-  Für  den  Fall  rechtwinkliger  Coordinatcn  reduciren  sich  die  Ausdrücke  für  P und 
p auf  folgende : 

p_  4-  y ax  —k  = 4;  (y — a:1  — b)  COIa,  (S) 

— V'(a=*4-1)  , 

P = + y ax  . —4 — «=■+(/ — — 1>) Cns fl. , (s) 

V(a*4~x> — Mm  siny 

wenn  wir  den  Winkel,  welchen  die  gegebene  Gerade  mit  der  Ave  der  « bildet,  wie  ge- 
wöhnlich durch  a bezeichnen. 


30.  Es  ist  in  der  analytischen  Geometrie  niemals  zu  vernachläfsigen , sich  von  der 
Form  der  Ausdrücke,  zu  welchen  längere  Entwicklungen  uns  geführt  haben,  Rechen- 
schaft zn  geben.  Zuvörderst,  was  das  doppelte  Zeichen  der  in  den  letzten  beiden  Num- 
mern entwickelten  Ausdrücke  betrifft,  so  finden  wir  den  Grund  desselben  darin,  dafs  wir 
P und  p als  den  Abstand  zweier  Pnncte  von  einander  bestimmt  haben  (16).  Uebcr  das 
Zeichen,  welches  wir  in  besondern,  durch  die  Natur  der  jedesmaligen  Aufgabe  bestimm- 
ten, Fällen  gebrauchen  müssen,  wird  uns  die  folgende  Nummer  belehren. 

Es  mufs  uns  ferner  noch  die  Form  der  Zähler  in  den  verschiedenen  Ausdrücken  für 
P und  p,  verglichen  mit  der  Gleichung  (l)  der  gegebenen  geraden  Linie,  anfTallcn.  W’ir 
könnpn  diese  Form  leicht  von  vorne  hinein  rechtfertigen,  wenn  wir  erwägen,  dafs  offen- 
bar P und  p gleich  Null  werden , wenn  der  gegebene  Punct  (y‘,  x)  auf  der  gegebenen  ge- 
raden Linie  liegt.  In  diesem  Falle  aber  ist: 

y — a x'  — b =»  o; 

deshalb  mufs  der  erste  Theil  dieser  Gleichung  als  Factor  jener  Ausdrücke  erscheinen. 

31.  Wenn  die  gerade  Linie  (1)  und  der  Punct  (y',  x’)  gegeben  sind,  so  bleibt  nichts 
mehr  als  das  Zeichen,  mit  dem  die  in  Rede  stehenden  Ausdrücke  für  fernere  Rechnungen 
behaftet  werden  müssen,  noch  zu  bestimmen  übrig.  Wenn  aber,  (immer  hei  der  Annahme, 
dafs  die  gerade  Linie  gegeben  ist,)  irgend  eine  Bestimmung  über  die  Gröfse  jener  Ab- 
stände gemacht  wird,  so  ist  der  Punct  (y’,  x')  nicht  mehr  durchaus  beliebig;  wir  erhalten 

2 * 


X 
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zwischen  den  Coordinalen  desselben  eine  Bedingungs  - Gleichung , d.h.  einen  geometrischen 
Ort  für  den  Pnnct  seihst. 


Der  Einfachheit  wegen  bedienen  wir  nnS  in  dem  Folgenden  rechtwinkliger  Coordina- 
ten  und  sprechen  zunächst  nur  von  dem  kürzesten  Abstande , den  wir  durch  P bezeich- 
net haben.  Bei  diesen  Voraussetzungen  wollen  wir  vorerst  annehmen,  P scy  eine  gege- 
bene Grüfse,  alsdann  finden  wir  für  den  Ort  aller  Puncte,  die  nm  dieses  Stück  von  der, 
durch  die  Gleichung: 


gegebenen,  geraden  Linie , abstchen 

P - 


y = a x -f*  b 

mit  Hinweglassnng  der  Accente,  folgende  Gleichung : 

■4*  U^ax---b., 

— VI  -f  a * 


und  hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  

y •»  a i + (b  + P Vi  *+-  a a ) ; 

mithin,  wenn  wir  das  doppelte  Zeichen  berücksichtigen,  erhalten  wir  für  den  gesuchten 
Ort  zwei,  der  gegebenen  parallele  und  zu  beiden  Seiten  derselben  liegende  gerade  Linien. 

Das  Zeichen  *f-  in  der  letzten  Gleichung  entspricht  der  Einführung  des  Werthes  für 
P mit  positivem  Zeichen,  woraus  wir  dann  rückwärts  schlicfscn,  dafs  der  Ausdruck  für 
den  Abstand  jedes  Punctes  der  bezüglichen  geraden  Linie: 
y = ai  + (b  + P VI  -h  a») 

von  der  gegebenen  positiv  genommen  werden  mufs.  Jeder  Pnnct  aber,  der  auf  dieser 
Geraden  sich  befindet , liegt , rücksichtlich  der  gegebenen  geraden  Linie,  nach  der  positi- 
ven Seite  der  y hin.  Für  Pnnctc,  welche  auf  der  Geraden: 
y mt  a * -f-  ( b — P \s  t •+•  a * ) 

liegen,  findet  gerade  die  umgekehrte  Beziehung  Statt.  — 

Wir  können  nicht,  was  die  Zeichen  betrifft,  die  Gleichnng: 

P ■=  f y — a x — b)  COS  a , 

woraus  folgende  sich  ergibt: 

p 

y « > i + (b  -4-  — - ), 

J cos  a 

ganz  auf  dieselbe  Weise  behandeln.  Der  Grand  davon  liegt  offenbar  darin,  dafs'  das 

p , - 

Vorzeichen  von  , in  welchem  Ausdruck  wir  cos  a für  V 1 4- a*  gesetzt  haben,  in 

cos  « 

eine  neue  Beziehung  zu  der  Richtung  der  gegebenen  geraden  Linie  tritt.  Machen  wir  in- 
defs  die  Beschränkung,  dafs  der  Winkel  u nur  bis  n genommen  werde,  so  entspricht  der 
vorherigen  Zeichen -Bestimmung  nun  für  unsere  neuen  Gleichungen  folgende  Annahme, 
dafs  ncmlich  für  solche  Puncte,  die  in  Beziehung  auf  die  gegebene  Gerade  nach  der  po- 
sitiven Seite  der  y hin  liegen,  je  nachdem  a kleiner  oder  gröfser  ist  als  ^ , einmal  der  al- 
gebraische Ausdruck  für  P mit  positivem , das  andere  Mal  mit  negativem  Zeichen  genom- 
men werden  mufs. 


» 


Wir  können  hier  noch  eine  Bemerkung  machen  Uber  das  Zeichen,  mit  welchem  der 
Zahlen-Wcrth  des  in  Rede  stehenden  Abstandes  behaftet  werden  mufs.  Wir  haben 
gesehen,  dafs  wir  in  obigem  algebraischen  Ausdrucke  für  diesen  Abstand  P das  positive 
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Zeichen  nehmen  mtlssen,  wenn  der  gegebene  Pnnct  (y',x),  in  Beziehung  auf  die  gege- 
bene Linie,  nach  der  positiven  Seite  der  y hin  fallt;  in  diesem  Falle  ist  aber  (19) 

y'>  az  4-  b, 

and  mithin  auch  der  Zähler  in  dem  YVerthc  von  P,  mithin  P selbst  positiv.  Im  andern 
Falle  ist  der  Zahlen -Werth  von  P mit  entgegengesetztem  Zeichen  zu  nehmen. 

32.  Seyen  ferner  die  Gleichungen  zweier  geraden  Linien  gegeben: 

y = ai  + b, 

y = a’i  + b’i 

alsdann  finden  wir  für  den  Abstand  eines  beliebigen  Punctes  (/,!’)  Ton  jeder  der  beiden 
geraden  Linien: 

P = 4;  (y'  — a x’  — h)  cos  a, 

(®) 

P'  * dt  (y  — • a'x'  — b)  cos  a’j 

wenn  wir  jene  Abstände  durch  P und  P’  bezeichnen.  Soll  der  Pnnct  (y,  x)  von  beiden 
Geraden  gleich  weit  abstchen,  so  erhalten  wir  eine  Bedingnngs- Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  desselben,  und,  indem  wir  diese  als  veränderliche  Gröfsen  betrachten,  die 
Gleichung  für  den  geometrischen  Ort  aller  Puncte,  die  jene  Bedingung  erfüllen.  Berück- 
sichtigen wir  die  verschiedenen  Zeichen  von  P und  P,  so  bekommen  wir  bei  Hinweglas- 
sung der  Accente  folgende  doppelte  Gleichung: 

(y  — a x — b)  cos  a = dt  (y  — a'  x — b’)  cos  d,  (s) 
wodurch  also  eine  zwiefache  gerade  Linie  angezeigt  wird.  Da  a = lang  a nnd  a = lang  o, 
so  rcducirt  sich  die  letzte  Gleichung  auf  folgende: 

y (cos  a tjt  cos  d)  = x ( sin  a tjt  sin  d ) 4-  b cos  a tft  b'  COS  t», 
nnd  dies*  wiederum,  da 
sin  a 


sin  u 


t = — c°‘g-  t (“  + »)» 

COS  a — COS  a 

zerfällt  in  folgende  beide  Gleichungen: 


cos  a 4-  cos  n 


tan ff  { (• 


y = — x eotg.  i (a  4-  d)  4- 


b cos  a — b’  cos  d 
cos  a — cos  d 


- , . . b cos  » + f cos  d 

X fang  f « + « + ] — - — I— 

v cos  n 4-  cOs  a 


<*) 


Aus  der  Form  der  Coeflicicnten  von  x ist  ersichtlich,  dafs  beide  gerade  Linien  aufein- 
ander senkrecht  stehen,  und  die  Winkel,  welche  am  Durchschnitte  der  beiden  gegebe- 
nen geraden  Linien  entstehen,  halbiren. 

83.  Die  erste  der  letztem  Gleichungen  (4)  scheint  sich  auf  den  ersten  Blick  nach 
der  Anlage  der  Rechnung  auf  die  Einführung  der  Wertbe  von  P und  P'  mit  gleichem 
Zeichen  zu  beziehen,  während  die  letzte  dieser  Gleichungen  einem  entgegengesetzten  Zei- 
chen entspricht.  Jedoch  ist  leicht  ersichtlich,  dafs,  wenn  wir  keine  Beschränkung  machen, 
diese  Beziehung  nur  illusorisch  ist.  Den  Winkel  nämlich,  den  die  erste  der  gegebenen 
geraden  Linien  (t)  mit  der  Axe  der  x bildet,  haben  wir  durch  a bezeichnet,  statt  dieses 
Winkels  können  Wir  aber  mit  gleichem  Rechte  auch  (a  4-  n)  nehmen.  Alsdann  aber,  weil: 

cos  (o  4*  7i ) =•  — cos  a, 

ftsng  { («  4*  « + n)  — — cotg.  f (a  4*  «*)» 
gebt  die  eine  der  Gleichungen  (4)  in  die  andere  über,  und  früher  schon  in  der  Glei- 
chung (3)  verwechseln  sieb  die  Zeichen.  Wir  sind  also  zu  dem  Schlüsse  berechtigt. 
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dafs  wir  nicht  ohne  Weiteres  bestimmen  können,  für  welche  der  beiden  Winkel -halbi- 
renden  Linien  wir  P nnd  P'  mit  gleichem  oder  entgcgcngcsctitcm  Zeichen  nehmen  müs- 
sen, so  lange  wir  nicht  für  die  Winkel,  welche  die  gegebenen  geraden  Linien  mit  der 
ersten  Axe  bilden,  also  fiir  o,  a n.  s.  w.  stets  solche  Winkel  nnr  nehmen,  die  kleiner 
sind  als  n.  In  dieser  Voraussetzung  aber  bildet  die  gerade  Linie,  welche  durch  die  erste 
der  Gleichungen  (4)  dargcstcllt  wird,  und  welche  sich  auf  gleichnamige  Zeichen  der  Aus- 
drücke für  P und  P'  bezieht,  mit  der  Axe  der  x einen  Winkel,  der  nicht  zwischen  u 
and  a fallt,  wobei  sich  von  selbst  versteht,  dafs  wir  diese  Winkel  von  der  positiven 
Seite  der  x an  rechnen.  Die  durch  die  zweite  der  Gleichungen  (4)  bezeichnete  Gerade 
halbirt  denjenigen  Winkel  am  Durchschnitte  der  gegebenen  geraden  Linien,  der  durch 
den  Unterschied  der  Winkel  a und  a gegeben  ist. 

Diese  Bestimmungen  sind  mit  denjenigen  der  vorigen  Nummer  in  Uebercinstimmnng 
and  erscheinen  als  eine  Folge  derselben.  Die  Conslrnction  der  folgenden  Sätze  wird  hier 
leine  Ungewißheit  mehr  übrig  lassen. 

34.  Nachdem  wir  über  diesen  Pnnct  in  ein  ausführlicheres  Detail  cingcgangcn  sind, 
können  wir  nun  ohne  alle  Rechnung  eine  Reihe  von  Sätzen  fast  unmittelbar  aus  der 
Form  der  oben  entwickelten  Ausdrücke  lesen.  Wir  wollen  zn  diesem  Behufe  mit  den 
4 beiden  geraden  Linien  (l),  die  wir  in  der  32.  Nummer  betrachtet  haben,  noch  eine  dritte 
gerade  Linie  zusammenstellen , nnd  als  deren  Gleichung  folgende  nehmen: 

y = a"x  4*  b". 

Den  Winkel,  welchen  dieselbe  mit  der  ersten  Axe  bildet,  wollen  wir  dnreh  a"  bezeich- 
nen; alsdann  ist  der  Abstand  eines  Punctcs  (y,  x')  von  dieser  Linie,  den  wir  entspre- 
chend P"  nennen,  durch  folgende  Gleichung  gegeben: 

P — ~Wy' — a"  x — b ) cat  «" , — 

Bezeichnen  vra  ferner,  der  Kürze  halber 

dl(y'— ax — b)cosa  durch  rt A, 
db  (y  — a'x — b')cosa  „ dT  A', 

rir(y_a"x-b”)coza  „ _±A\ 

so  erhalten  wir  nach  der  32.  Nammer: 

A = ± A','  A‘  = ± A"  A = ± A",  (s) 

für  die  Gleichungen  derjenigen  sechs  gcradcmLinien , die  die  Winkel  halbircn , welche  an  den 
Durchschnitten  der  ersten  nnd  zweiten,  zweiten  nnd  dritten,  ersten  nnd  dritten  der  gege- 
benen geraden  Linien  entstehen.  Es  ist  aber  ersichtlich,  dafs,  welches  Zeichen  wir  in 
den  ersten  Gleichungen  auch  wählen  mögen,  wir  durch  Abziehen  dieser  beiden  Glei- 
chungen von  einander,  immer  zu  einer  Gleichung  kommen,  die  in  der  dritten  begriffen 


ist.  Dieß  führt  zn  folgendem 
A - A’, 

Schema : 

A'  = 

A", 

A = 

A-; 

A = - A', 

,A  - 

- A*. 

A = 

A” 

A =»  A-, 

A’  =» 

-A", 

A = — 

A” 

A = - A, 

A = 

A", 

A = — 

A' 

wo  wir  in  jeder  Reihe  die  dritte  Gleichung  durch  Subtraction  der  beiden  ersten  erhalten. 
Da  aus  diesem  Grunde  nun  die  Elimination  von  y und  x zwischen  den  beiden  ersten 
Gleichungen,  dasselbe  Resultat  geben  muß,  aß  die  Elimination  von  y und  x zwischen 
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der  geraden  Linie. 

einer  derselben  nnd  der  dritten  Gleichung,  so  schneiden  sich  alle  drei  geraden  Linien, 
deren  Gleichungen  wir  in  dieselbe  Reihe  zusammen  gestellt  haben,  in  einem  nnd  dem- 
selben Puncte.  Solcher  Ptmctc  gibt  cs  mithin,  wenn  drei  gerade  Linien  gegeben  sind; 
vier ; unter  welchen  sich  ancb  derjenige  Punct  befindet,  in  welchem  die  drei  geraden  Li- 
nien, welche  die  Winkel  des  durch  die  gegebenen  Geraden  gebildeten  Dreiecks  balbircn, 
sich  kreuzen.  Den  am  Ende  der  vorigen  Nummer  wegen  der  Zeichen  gemachten  Bemer- 
kungen gcmäfs,  sind,  für  den  Fall  der  8.  Figur,  diese  vier  Puncte  nach  der  Ordnung  Fig.  8. 
unseres  Schemas  folgende:  O,  O’,  O",  und  O'". 

35.  Aus  dem  Schema  der  letzten  Gleichungen  (6)  ist  sogleich  ersichtlich,  dafs  anf  je- 
der der  halbircndeu  geraden  Linien  zwei  der  obigen  vier  Durchschnitts -Puncte  liegen. 

So  liegt  z.  B.  der  erste  und  letzte  Punct  auf  der  durch : 

A’  = A" 

dargcstcllten  geraden  Linie,  weil  diese  Gleichung  sowol  in  der  ersten  als  in  der  vierten 
Reihe  jenes  Schemas  vorkommt,  der  zweite  und  dritte  Punct  aber  liegen  beide  anf  der 
Geraden : 

A = — A". 

Diese  beiden  geraden  Linien  aber,  von  denen  die  erste  die  Pnncte  O nnd  O",  die  zweite 
die  Puncte  O'  nnd  O"  enthalt,  sind  in  der  8.  Figur  diejenigen,  welche  die  am  Durch- 
schnitte C der  beiden  Geraden  ATI'  und  A’B''  entstehenden  Winkel  halbiren  nnd  also 
auch  durch  C gehen.  Den  hierin  enthaltenen  Satz  können  wir  in  folgende  Aussage 
cinkicidcn : 

Wenn  wir  die  Basis-  Winkel  eines  beliebigen  Dreiecks  und  die  Neben-  Winkel  der. 
selben  durch  gerade  Linien  halbiren,  so  schneiden  sich  diese  vier  Linien  noch  in  vier 
Parteien , von.  denen  uv  ei  und  zwei  mit  der  Spitze  des  Dreiecks  in  gerader  Linie  liegen • 

36.  Die  letzten  Entwicklungen  sind  noch  einer  Erweiterungsfähig.  Aehnlich "\JhT  wir 
oben  den  geometrischen  Ort  aller  Pnncte  bestimmt  haben,  die  von  zweien  gegebenen  ge- 
raden Linien  gleicbwoit  abstchen,  erhalten  wir  auch  mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Be- 
zeichnung, die  Gleichung: 

(y  — a x — b)  cos  a = n (y  — a'x  — b')  cos  d (7) 
für  den  Ort  aller  Pnncte , deren  Abstand  von  der  ersten  znm  Abstand  von  der  zweiten  ge- 
raden Linie  sich  wie  t : — verhält. 

h 

Die  durch  die  letzte  Gleichung  (7)  dargestellte  gerade  Linie  ist  leicht  zn  conslruiren; 
denn  da  sic  durch  den  Durchschnitts -Punct  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  geht, 
so  bedürfen  wir  aufserdem  nur  noch  eines  Punctcs  zur  Constrnction  derselben.  Einen 
solchen  Punct  bestimmt  aber  der  Durchschnitt  irgend  zweier  der  gegebenen  parallelen,  ge- 
raden Linien,  deren  Abstände  von  diesen  das  verlangte  Verhältnifs  haben;  oder  was  hier- 
mit übcrcinkommt , die  auf  den  gegebenen  Geraden  Segmente  bestimmen,  die  in  jenem 

Verhältnisse  t : i stehen.  Diese  Constrnction  gibt  die  beiden  Linien,  welche  dem  dop- 
. I* 

peilen  Zeichen  der  letzten  Gleichung  entsprechen.  Ist  eine  dieser  Linien  gegeben,  so  be- 
stimmt sich  die  andere  sogleich.  Seyen  AB  und  AB'  die  beiden  gegebenen  Geraden,  und  Fig.  9. 
AC,  welche  ebenfalls  gegeben  ist,  entspreche  der  Gleichung: 

(y  — a x — b)  cos  « = /t  (y  — a'  x — b')  cos  d;  (») 
alsdann  braucht  man  nur  irgend  eine  gerade  Linie  einer  der  gegebenen,  etwa  der  AB, 
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parallel  zu  ziehen,  auf  dieser  Linie  S so  zn  bestimmen,  dafs  Q<l  ■>  QD,  und  endlich  durch 
i die  gerade  Linie  Ay  zu  legen.  Diese  Linie  ist  die  gesuchte,  deren  Gleichung  ist: 

(y  — ax  — t)  eos  a = — /»  ( y — . a’x  — b')  cos  a.  (9) 

Es  waltet  hier  dieselbe  Zweideutigkeit  darüber  ob,  welche  von  den  beiden  Gleichun- 
gen (8)  und  (9)  wir  für  die  eine  oder  andere  der  fraglichen  Linien  nehmen  sollen.  Ohne 
hier  in  Entwicklungen,  die  denen  der  32.  Nummer  ähnlich  sind,  cinzugehen,  ist  klar,  dafs 
wir  überhaupt  dieselbe  Annahme  machen  können,  als  in  dem  Falle  wo  fi  gleich  Eins  ist; 
dafs  wir  also  die  Winkel  a,  d n.  s.  w.  nur  bis  n wachsen  lassen  und  alsdann  für  die 
Gleichung  (9)  diejenige  Linie  nehmen , welche  mit  der  ersten  Axe  einen  Winkel  bildet, 
der  zwischen  o und  u fallt;  für  die  Gleichung  (8)  hingegen  die  andere  Linie. 

Wenn  wir  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  AB  und  AB'  zn  Coordinatcn-Axen 
nehmen,  so  ergeben  sich  aus  der  ConsUnction  für  die  beiden  Gleichungen  (8)  und  (9) 
Ausdrücke  von  folgender  Form: 

y • Xx,  y = X'x  w — Xx, 

so  dafs 

A tir  A’  = o. 


Eine  leichte  analytische  Betrachtung  hätte  zu  demselben  Resultate  geführt 


37.  Wir  wollen  nun  wieder  drei  gerade  Linien  zusammenstellen,  und  uns  dabei  der 
Abkürzungen  der  34.  Nummer  bedienen.  Die  beiden  Gleichungen: 

A ™ dt  f*  A'  A = H;  v A" 

bedingen  folgende  dritte  Gleichung: 

t*  A'  = ■+  vA”. 

Die,  durch  diese  Gleichungen  dargestcllten , leicht  zu  constitnirenden  geraden  Linien 
schneiden  sieh  also  in  demselben  Puncte.  Wir  heknmmyfl  Verbindung  zweier 

beliebiger  jener  Gleichungen  die  Coordinatcn  solcher  Puncte,  deren  Abstände  von  den 
gegebenen  Geraden  sich  verhalten,  wie 


Dieser  Puncte  erhalten  wir  vier,  nach  einem  Schema,  das  dem  der  34.  Nummer 
durchaus  ähnlich  ist,  indem  wir  blofs  A'  mit  ftX  und  A1’  mit  v A"  vertauschen. 

Fig  10.  Wrir  wollen  diese  vier  Puncte,  in  derselben  Ordnung  als  früher  genommen,  wieder- 
um durch  O,  O',  O"  und  O’”  bezeichnen;  alsdann  gibt  die  10.  Figur,  die  der  8.  ganz 
analog  ist,  die  bezügliche  Conslruction.  Wir  können  bemerken,  dafs  durch  die  Annahme 
irgend  eines  der  vier  Puncte  die  CoefGcientcn  fi  und  v bestimmt  sind,  und  mithin  die 
drei  übrigen  Puncte  sich  durch  eine  leichte  Construction  ergeben.  Auf  ähnliche  Weise 
wie  in  der  35.  Nummer  ergibt  sich,  dafs  diese  vier  Puncte,  paarweise  genommen  (was 
auf  dreifache  Art  geschehen  kann)  jedesmal  mit  einem  der  Winkel -Puncte  des  durch  den 
Durchschnitt  der  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  Dreiecks  CG'C  in  gerader  Linie 
liegen.  Nehmen  wir  nun  einen  der  Puncte,  etwa  den  innerhalb  liegenden  beliebig  an» 
bestimmen  also  zwei  Gerade,  deren  Gleichungen  von  der  Form  der  Gleichung  (7)  sind, 
so  gibt  die  Construction  der  vorigen  Nummer  folgenden  Satz: 

}Venn  man  auf  einer  von  zweien  Parallelen  zwei  Puncte  (C',  C)  beliebig  annimmt, 
und  durch  jeden  derselben  drei  gerade  Linien  so  zieht,  daß  die  mittlere  derselben  das 
bcidesmalige  Segment,  welches  die  beiden  äußern  auf  der  andern  Parallelen  bestimmen, 
halbirt  ( sp  = sp  , rq  = rq),  so  schneiden  sich  die  vier  äußern  Linien  in  vier  Punc- 


t 
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len  (0‘  und  O',  O und  CT)  die , paarweise  genommen,  mit  dem  Durchschnitte  (C)  der 
beiden  innern  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Durch  Umkehrung  erhalten  wir  einen  Satz,  dem  wir  folgende  Aussage  geben  können: 
Wenn  man  in  einem  vollständigen  Vierecke  durch  den  Durchschnitt  zweier  Diago- 
nalen (OO",  O CX  ) nach  den  Punclen  (C' , C"),  welche  die  dritte  Diagonale  verbindet, 
gerade  Linien  zieht,  so  halbircn  diese  die  beiden  Segmente  (pp  , qqj  jeder  beliebigen 
der  letztgenannten  Diagonale  parallelen  geraden  Linie,  welche  zwischen  den  Seiten 
des  Vierecks  liegen,  die  in  jenen  Puncten  (C‘  C")  sich  vereinigen.  *) 


38.  Wir  haben  bis  jetzt  nur  den  geometrischen  Ort  fUr  solche  Punclc  bestimmt,  zwi- 
schen deren  Abständen  von  zweien  gegebenen  geraden  Linien  ein  gegebenes  Verhält- 
nifs  Statt  findet.  Wir  können  aber  auch  statt  zweier  gegebenen  geraden  Linien  mehre- 
re betrachten,  und  nach  dem  Orte  für  solche  Punctc  fragen,  zwischen  deren  Abständen 
von  diesen  Linien  irgend  eine  Beziehung  Statt  findet.  Wir  wollen  zunächst  drei  gerade 
Linien  betrachten,  und  wiederum  für  dieselben  folgende  Gleichungen  nehmen: 

y = a x 4-  b, 
y = ii  + l'| 
y = a'x  4-  b". 

Bezeichnen  wir  die  bezüglichen  Perpendikel  durch  P,  P'  und  P",  so  gibt  es  nnzählige 
Punctc,  für  welche: 

p + F = r 


(0 


d.  h.  für  welche  die  Summe  der  Abstände  von  den  beiden  ersten  geraden  Linien  dem  Ab- 
stande von  der  dritten  gleich  ist.  Bei  den  früher  gebrauchten  Abkürzungen  erhalten  wir 
für  den  Ort  aller  jener  Pnncte : 

4-  A 4-  A'  = 4-  A“. 

welche  Gleichung  in  folgend*  vier  verschiedene  sich  __  . . . 

A A'  4*  A*r  = o , 

A 4»  A — A sss  Oy 
A — Ar  + A”  = o, 

— A -f*  A 4 A"  a Oj 

und  jede  dieser  Gleichungen  drückt  eine  besondere  gerade  Linie  aus. 

Wir  wären  gerade  zu  demselben  Schema  der  letzten  Gleichungen  gekommen,  wenn 
wir  die  Bestimmung  gemacht  hätten,  dafs  nicht  der  Abstand  der  Puncte  von  der  dritten 
gegebenen  geraden  Linie,  sondern  von  der  ersten  oder  zweiten  gleich  scyn  sollte  der 
Summe  der  Abstände  von  den  jedesmal  übrig  bleibenden  beiden  Geraden.  Die  Folge 
davon  ist,  dais  keine  jener  Gleichungen  sich  ausscblicfslich  auf  einen  der  drei  besondern 
Fälle  bezieht,  sondern  dafs  diese  vielmehr  sich  in  den  analytischen  Formen  nicht  trennen 
lassen.  Diefs  geometrisch  gedeutet  heilst : wenn  man  filr  verschiedene  Punctc  des  geo- 
metrischen Ortes  die  drei  Perpendikel  construirt,  so  ist,  nach  der  Bestimmung  des  Punc- 
tes  bald  das  eine,  bald  das  andere  Perpendikel  gleich  der  Summe  der  beiden  übrigen. 


*)  Französische  Mathematiker  nennen  quadrdatire  camptet  (nicht  ganz  schicklich  durch  „voll- 
ständiges Viereck“  übersetzt)  diejenige  Figur,  welche  entsteht,  wenn  man  die  gegenüberlie- 
genden Seiten  eines  gewöhnlichen  Vierecks  {quudrdatbe  simpte)  bis  zu  ihrem  Durchschnitte 
verlängert.  Die  gerade  Linie,  welche  die  beiden  so  entstehenden  Winkel  - Puncte  verbindet, 
ist  eine  neue  Diagonale. 
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Wir  können  die  verschiedenen  Gleichungen  (l)  auf  eine  elegante  Weise  constrniren 
nnd  diese  Conslrnctions-Art  läfst  uns  sogleich  in  jenen  Gleichungen  selbst  geometrische 
Sätze  erkennen.  Wir  kommen  hierauf  zurück  nach  einigen  allgemeinen  Erörterungen. 


39.  Wenn  die  Gleichnngcn  zweier  geraden  Linien: 

y = a‘x  4-  b, 

y = a'x  -t-  b',  ^ ♦ 

zugleich  Statt  finden  sollen,  so  bezeichnen  sie  einen  Punct,  der  beulen  Linien  gemein- 
schaftlich ist , mithin  den  Durchschnitt  derselben.  Wir  finden  also  die  Coordinaten  die- 
ses Punctes,  wenn  wir  zwischen  den  beiden  Gleichungen  die  Wcrthe  von  y und  x climi- 
niren.  Soll  eine  dritte  gerade  Linie  durch  denselben  Punct  gehen,  so  mnfs  offenbar  ihre 
Qfeichung  zusammengcstcllt  mit  jeder  der  beiden  erstem  Gleichungen  dieselben  Werthe 
für  y und  x geben,  oder  mit  andern  Worten,  die  dritte  Gleichung  mufs  eine  Folge  der 
beiden  erstem  seyn : wir  müssen  dieselbe  erhalten  können , wenn  wir  auf  irgend  eine  ^ eise 
die  obigen  Gleichungen  durch  algebraische  Operationen  verbinden,  nnd  die  Art  der  Ver- 
bindung ist  genauer  dadurch  bezeichnet,  dafs  wir  wieder  zu  der  Gleichung  einer  geraden 
Linie,  zu  einer  Gleichung  vom  ersten  Grade  kommen  müssen.  Wir  erhalten  die  allge- 
meine Form  der  Gleichungen  vom  ersten  Grade,  die  durch  Verbindung  der  beiden  gege- 
benen Gleichungen  entstehen,  wenn  wir  jede  derselben  mit  einem  unbestimmten  Coeffi- 
cicntcn  multipliciren , nnd  dann  die  Summe  derselben  nehmen.  Diese  Cocfficientcn , für 
welche  sowol  negative  als  positive  Grüfscn  zu  nehmen  sind,  seyen  m nnd  m ; alsdann 
kommt: 

(m  4-m')y  = (ina  -4-  m'a’) x 4-  (mb  4*  m'b’) 
für  die  allgemeine  Gleichung  aller  geraden  Linien,  welche  durch  den  Durchschnitt  der 
beiden  gegebenen  gehen , so  <Jaü>  sich  lür  eine  ImsnntWy  m und  m die 

Gleichung  einer  tiesttirrmten  dieser  geraden  Linien  ergibt.  Die  letzte  Gleichung  hilfst 
nichts  von  ihrer  Allgemeinheit  cm,  wenn  wir  alle  Glieder  durch  m dividiren,  alsdann 


kommt , wenn  wir  /i  statt  — schreiben : 
m 

(1  ■+•  n)  y ts  (j  + /ia')x  + (li  + /ib), 

woraus  dann  ersichtlich  ist,  dafs  wir  für  unsre  Absicht,  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 
dii  beiden  gegebenen  Gleichungen  (t)  addiren  können,  nachdem  wir  hlofs  eine  derselben 
(etwa  die  zweite)  mit  einem  unbestimmten  Coefficicntcn  /*  inultiplicirt  haben.  Wir  kön- 
nen der  letzten  Gleichung  endlich  noch  folgende  Form  gehen: 


y 


a + ^u1  b 4-  fi  b' 

■ " x 4-  ■ • 

t 4-  n l 4-  /* 


40.  Wenn  also  drei  gerade  Linien  durch  einen  und  denselben  Punct  gehen,  so  ist 
ans  den  letzten  Entwickelungen  offenbar,  dafs  cs  nur  von  ciuem  schicklichen  Factor  ft tab- 
hängt,  mit  dem  man  die  Gleichung  einer  jener  Linien  multipliciren  mnfs,  damit  dieselbe 
unmittelbar  ans  den  beiden  übrigen  Gleichungen  durch  Addition  oder  Subtraction  sich  er- 
gehe. Diefs  führt  uns  zu  folgendem  Schema.  Wir  wollen 

Ay  4*  Bx  4-  C = o (1) 

für  die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie  nehmen.  Wir  können  dieser  Gleichung 
eine  andere  Form  gehen,  ohne  sic  selbst  im  mindesten  zu  verändern,  wenn  wir  jedes 
Glied  derselben,  beliebig  wie,  in  zwei  Thcile  (heilen,  z.  B.  Ax  in  ax  nnd  ax  und  einen 
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dieser  Tlieile  auf  die  andere  Seile  hinüberbringen.  Auf  diese  Weise  erkalten  wir  stau 
der  gegebenen  Gleichung  die  ihr  identische: 

oy+jJ*  + y = - (ay  4-  bx  4-  c),  («) 

wo  denn  nach  der  Voraussetzung  folgende  Ucdingungs-  Gleichungen  Statt  finden: 

A = a + «,  B ■=  b 4-  C ■=  c 4-  y. 

Jeder  Theil  der  Gleichung  (2),  für  sich  allein  gleich  Null  gesetzt,  stellt  aber  eine  neue 
gerade  Linie  dar:  ay  4-  ßx  4-  y *=  o, 

ay  4-  hx  4*  c = o.  (*) 

Addircn  vir  diese  beiden  Gleichungen,  so  werden  wir  zurückgcfUhrt  auf  die  Glei- 
chungen (2)  oder  (l).  Es  schneiden  sich  also  die  Leiden  geraden  Linien  (3)  auf  der  durch 
die  Gleichung  (t)  gegebenen. 

w ir  erhalten  alle  möglichen  Paare  gerader  Linien,  welche  sich  auf  einer  gegebenen 
schneiden,  wenn  wir  verschiedentlich  die  Gleichung  derselben  auf  die  oben  angezeigte 
Weise  in  zwei  Gleichungen  zerlegen. 

Wir  .werden  fernerhin  sehen,  wie  dasselbe  Schema,  das  sich  so  natürlich  und  ein- 
fach darbietet,  auf  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  übertragen,  unmittelbar 
zu  einer  Reihe  von  Resultaten  führt.  Deshalb  machen  wir  hier  schon,  wo  cs  sich  am 
leichtesten  darstcllt,  darauf  aufmerksam. 

Aus  dem  Vorigen  folgt  ferner  unmittelbar,  dafs  wir  einen  Punct  der  durch  die 
Gleichung  (t)  dargestclltcn  geraden  Linie  finden,  wenn  wir  diese  Gleichung  irgendwie  auf 
die  Form  der  Gleichung  (2)  bringen,  jeden  Theil  derselben  gleich  Null  setzen,  und  den 
Durchschnitt  der  durch  diese  neuen  Gleichungen  dargestclltcn  geraden  Linien  constrniren 
Suchen  wir  auf  dieselbe  Weise  einen  zweiten  solchen  Punct,  so  ist  die  Gerade  (1)  be- 
stimmt. ln  gewissen  Fällen  wird  'lief*  f ""Slmrtinn  sehr  elegant. 

t, |.  Hiermit  kommt  die  Conslruction  der  linearen  Gleichungen,  die  H.  Gefgonne 
mehrere  Male  anwendet,  überein.  Oft  fuhrt  nchmlich  die  Elimination  zu  Gleichungen 
unter  der  Form  (2)  j setzt  man  alsdann  jeden  Theil  derselben  für  sich  einer  und  derselben 
beliebigen  Constantcn  gleich  ay  + fix  4-  y = M, 

— (ay  4-  h x 4*  c)  = M,  M * 

und  construirt  die  beiden  durch  diese  Gleichungen  dargestclltcn  Geraden,  so  gibt  der 
Durchschnitt  derselben  einen  Punct  der  zu  construircnden  geraden  Linie.  Ein  zweiter 
Punct  ergibt  sich,  wenn  statt  M irgend  eine  andere  Constanlc  gewählt  wird.  Man  siebt 
leicht  ein,  dafs  die  verschiedene  Bestimmnng  der  Constantcn  einer  verschiedenen  Zerle- 
gung der  Gleichung  (t)  entspricht,  dafs  aber  die  Verschiedenheit  der  Zerlegung  sich  blofs 
auf  die  Zerlegung  von  C erstreckt,  und  dafs  mithin  die  bezüglichen  Geraden  der  verschie- 
denen Linien -Paare  alle  unter  sich  parallel  sind. 

Wir  können  ncmlich  die  Gleichungen  (4)  folgcndermafsen  schreiben 
ay  4--0  x ■+■  (y  — M)  .=  o, 
ay4~bx4-(c4-  M)  = o, 

nnd  so  fällt  in  die  Augen,  dafs,  wie  wir  auch  M bestimmen  mögen,  die  Summe  der  Con- 
stantcn in  diesen  beiden  Gleichungen  der  Constanten  C gleich  ist,  dafs 
' (y  — M)  4*  (c  4-  M)  = y + c = C. 

42.  Wir  können  aber  auch  geradezu,  wie  H.  Gergonne  cs  thut,  die  angezeigte  Con- 
structions  - Art  der  linearen  Gleichung  (2)  rechtfertigen.  Denn  um  die  Coordinatcu  irgend 

• 3 * 
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eincsPnncteS,  der,  durch  dieselbe  dargcstellten,  geraden  Linie  zu  finden,  genügt  es.ynnd 
x so  zu  bestimmen,  dals  durch  diese  W’erthc  jene  Gleichung  befriedigt  wird.  Setzen  wir 
nun  joden  ihrer  Thcile  derselben  Constanten  gleich,  so  geschieht  dieser  Gleichung  Ge- 
nüge, und  wir  erhalten  zugleich  die  beiden  Gleichungen  (4)  zur  vollständigen  Bestimmung 
von  y und  y.  Statt  aber  die  Wcrthc  der  so  hezcichnetcn  Coordinaten  durch  Elimination 
in  bestimmen,  und  dann  zu  constrniren,  können  wir  die  beiden  durch  (4)  dargest eilten 
Geraden  constrniren;  der  Durchschnitt  dieser  beiden  Geraden  gibt  alsdann  den  gesuchten 
Punct.  Wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  Gelegenheit  haben , hierauf  zurück  zu  kommen. 


43.  Um  zuerst  an  einem  ganz  einfachen  Beispiele  die  Anwendung  des  Vorigen  zu 
zeigen,  eine  Anwendung,  auf  welche  wir  sehr  häufig  znrückkommen  werden,  nehmen  wir 
die  in  dem  Frühem  vorgekommene  Gleichung; 

(y  — ax  — b)  cos  a *=  + (y  — a'x  — b')  cos  u.  <ü 
Setzen  wir  beide  Thcile  dieser  Gleichung  für  sich  gleich  Null,  so  kommt,  wenn  wir  in 
dem  ersten  den  constanten  Cocfhcienten  rot  a,  in  dem  zweiten  cos  u forllasscn: 

y — ax  — b ■=  o, 

..  <»> 
y — ax  — h =0. 

Die  durch  (l)  dargestellte  gerade  Linie  geht  also  durch  den  Durchschnitt  der  beiden 
durch  (9)  dargestellten,  wie  diefs  sich  anch  a priori  ans  der  Art,  wie  die  erste  Gleichung 
gebildet  worden,  ergibt. 


44.  Nun  kehren  wir  zur  Construction  der  Gleichungen  (I)  der  38.  Nummer  zurück 
und  wollen  zunächst  die  erste  derselben  betrachten : 

A -f-  A’  -t-  A"  = 0.  - (i) 


Hat  man  zugleich  die  beiden  Gleichungen; 

A = o,  A'  *4-  A"  = o , , — (O 

so  wird  offenhar  die  Trleichnng  (1)  befriedigt;  jede  der  letztem  Gleichungen  aber  be- 
zeichnet eine  gerade  Linie,  die  erste  derselben,  oder 

y — ax  — b = o 

Fig.  tl.  ist  die  Gleichung  der  ersten  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  (C‘C);  die  zweite  der 
Gleichungen  (2)  oder 

(y  — a’x  — I»'}  cos  d •+•  (y  — a'x  — b")  cos  u"  = o 
ist  die  Gleichung  derjenigen  geraden  Linie  CS,  welche  den  gegenüberliegenden  Winkel  in 
dem,  durch  die  drei  gegebenen  Geraden  gebildeten,  Dreieck  CCC"  halbirt.  Der  Durch- 
schnitt (S)  der  ersten  gegebenen  Geraden  mit_diescr  Linie  ist  mithin  ein  Pnnct , welcher 
der  Gleichung  (t)  entspricht. 

Auf  ähnliche  W'cise  finden  wir  noch  zwei  solcher  Puncte  S'  und  S",  wenn  wir  den 
Durchschnitt  der  geraden  Linien: 

✓ A'  e o und  A -f-  A'  — o, 

A"  = o n A •+•  A*  =0, 

suchen.  Zwei  dieser  Puncte  reichen  zur  Construction  der  Gleichung  (l)  hin.  *) 

Behandeln  wir  die  Gleichung 

A 4*  A*  — A”  — o 


*)  Zur  besondern  Bestimmung  jeder  der  Leiden  geraden  Linien,  welche  die,  am  Durch- 
schnitte  ron  awei  der  gegebenen  Geraden  entstehenden,  Winkel  halbiren,  nehmen  wir  hier 
und  in  dem  Folgenden  an,  die  erste  Axe  sey  der  ersten  der  gegebenen  geraden  Linien 


Digitized  by  Google 


21 


der  geraden  Linie. 

auf  dieselbe  Weise  als  die  Gleichung  (t),  so  finden  wir  drei  Punctc  der  bezüglichen  Li- 
nie oo'S",  wenn  wir  die  Durchschnitte  der  durch  die  drei  Paare  von  Gleichungen: 

A = o A'  — A"  = o , 

A'=  o A — A"  — o, 

•A"=  o A -f-  A'  = o , 
dargcstellten  geraden  Linien  construircn. 

Der  dritten  Gleichung: 

A — A'  H-  A"  = o 

entsprechen  die  Punctc  a,S‘,  o";  und  der  vierten  Gleichung: 

■ — A *4*  A 4*  A = o 

die  Punctc  S , d,  o" . 

Wenn  wir  diese  einzelnen  Falle  zusammenfassen,  so  haben  wir  also  folgenden  Satz: 

Wenn  man  in  einem  beliebigen  Dreiecke  irgend  ztvei  Winkel  und  den  gegenüberlie- 
genden Aussen-  Winkel , oder  wenn  man  alte  Aussen- Winkel  desselben  durch  ge- 
rade Linien  halbirt,  so  liegen  die  Durchschnitts- Puncte  dieser  Halbirungs- Linien  mit 
den,  den  bezüglichen  halbirt en  Winkeln  gegenüberliegenden,  Seiten  des  Dreiecks  jedes- 
mal in  gerader  Linie.  Auf  diese  Weise  erhält  man  vier  gerade  Linien.  Fällt  man  von 
irgend  einem  Punctc  derselben  Perpendikel  auf  die  drei  Seiten  des  Dreiecks,  oder  ihre 
Verlängerungen,  so  ist  jedesmal  die  Summe  zweier  solcher  Perpendikel  dem  dritten 
gleich. 

Bei  unserer  Annahme  der  Coordinatcn  beziehen  sich  die  Gleichungen: 

A «+•  A*  “4*  A"  =5  o, 

A -f-  A'  — A"  = o, 

— A •+•  A'  -f*  A"  = o, 

auf  den  brsrn»-F»ll  des  ersten  Theilcs  dieses  Satzes,  nnd  die  Gleichung: 


A — A 4* 


auf  den  zweiten  Fall.  Dieser  letztere  Fall  ist  in  den  Annalen  von  Gergonnc*)  syn- 
thetisch bewiesen;  nur  werden  die,  die  Aussen- Winkel  halbircndcn,  geraden  Linien  in 
der  Anssagc  als  solche  bezeichnet,  die  auf  den  andern  geraden  Linien,  welche  die  Innen- 
winkel des  Dreiecks  halbircn,  senkrecht  stehen. 

v 

4 5.  W:ir  gehen  znr .Verallgemeinerung  des,  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen, 
Satzes  Uber,  und  behandeln,  wie  wir  dort  die  Gleichung  > 

+ A + f + A'  = o 

behandelt  haben,  nun  gerade  auf  dieselbe  Weise  folgende  Gleichung: 

+ A Hh  ^A’  + v A"  = o,  (i) 

wo  wir  durch  u und  v beliebige  constantc  Cocfficienten  bezeichnen.  Diese  Gleichung  stellt, 
wenn  wir,  wie  früher,  die  Vorzeichen  berücksichtigen,  vier  verschiedene  gerade  Linien 


parallel,  behalten  aber,  der  Sjrmmetrie  wegen,  die  allgemeine  Form  der  Gleichung  dieser 
Linie  bei.  Bebrigens  unterscheiden  wir  die  beiden  Halbirungs -Linien  nach  der  33,  Nummer. 
In  der  Figur  haben  wir  die  Puncte,  welche  auf  Halbirungs -Linien  liegen,  deren  Gleichung 
von  der  Form  A -+•  A’  = o ist,  durch  lateinische  Buchstaben  S,  S’,  S”  beieicbnet,  die 
Puncte  aber,  welche  auf  denjenigen  Halbirungs -Linien  liegen,  deren  Gleichung  die  Form 
A — K = o hat,  durch  griechische  Buchstaben  a,  d,  o". 

*)  Annales  de  mathdmatiques  pures  et  appliqules  par  Gergonne.  Tome  X.  p.  309. 
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dar.  Wenn  wir  von  irgend  einem  Pnncte,  der  anf  einer  derselben  liegt,  Perpendikel 
auf  die  drei  gegebenen  geraden  Linien  fällen,  und  aus  jedem  derselben  und  den  durch 
m,  fim  und  rm  (wo  wir  für  m,  wie  in  obiger  Glcicbung , die  Linien -Einheit  nehmen  kön- 
nen) dargcstelltcn  Linien  Kerhtccke  bilden,  so  ist  die  Summe  zweier  derselben  immer 
dem  dritten  gleich ; wo  auch  der  Punct  angenommen  werden  mag. 


Nehmen  wir  m — 
Uber  in  folgende: 


ftm  = 

A 

sin  y 


, und  >m  = i*  so  gebt  die  Gleichung  ft) 
sin  y sin  y ° 

A'  . A" 

•+  

sin  y sin  y" 


= o. 


in  eine  Gleichnng , die  wir  nach  der  38.  Nummer  zu  deuten  wissen. 

Alle  Pnncte  also,  von  denen  man  an  jede  von  drei  gegebenen  geraden  Linien  unter 
einem  beliebigen  aber  constanten  Winkel  (y,y  nnd  y" ) gerade  Linien  ziehen  kann,  so 
dafs  die  Summen  irgend  zweier  derselben  der  dritten  gleich  sind , liegen  auf  vier  neuen  ge- 
raden Linien  vertheilt. 


t 


Fig.  12. 


; 


Fig.  13. 


h6.  Wir  können  die  Gleichung 

A + fi  K'  -b  vK"  = o,  (*) 

die  wir,  um  ein  bestimmtes  Beispiel  zu  haben,  von  der  Gleichung  (t)  absoudern,  ähnlich 
wie  früher  constrnircn.  Wir  finden  sogleich  drei  Puncte  derselben  durch  den  Durch- 
schnitt folgender,  paarweise  zusammcngcstclltcr,  gerader  Linien: 

A = o , fi A'  -f«  v A"  = 0j 

A'  = o,  A •+■  v A”  = o; 

A"  = o , A •+>  fi  A'  o ; 

Die  ersten  Linien  jedes  Paares  sind  wieder  keine  andere  als  die  gegebenen  geraden 
Linien  selbst,  die  andern  drei  Linien  aber  sind,  wenn  fi  nnd  v gegeben  sind,  leicht  zn 
constrnircn,  und  tiberdiefs  bestimmen  zwei  derselben  «U.  JUm».  -jBnr-rtfc  erste  und  dritte 
derselben  z.  Hi, ' ifitfefe'  deren  beliebige  Annahme  fi  und  v als  gegeben  zn  betrachten  sind, 
wollen  wir,  den  frühem  Bemerkungen  rtlcksichtlich  der  Zeichen  gcmäfs,  in  unserer  Figur 
CO’  und  C"0’  nehmen;  alsdann  ist  C'O’  durch  die  Gleichung: 

A — *<A”  =«  o 

gegeben,  mithin  (36)  die,  durch  die  obige  Gleichung  des  zweiten  Paares: 

A + =s  o 

gegebene,  gerade  Linie  leicht  zu  bestimmen.  Hiermit  ist  also  die  Construction  dreier 
Puncte  S,  S"  und  S'  der  in  Hede  stehenden  geraden  Linien  (2)  gegeben. 

Achnlich  ergeben  sich  für  jede  der  drei  andern  in  der  Gleichung  (1)  begriffenen  Glei- 
chungen, drei  Puncte.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Pnncte,  die  wir  im  Ganzen  erhal- 
ten, beläuft  sich  auf  sechs,  und  diese  sechs  Pnncte  S,  S‘,  S’ , o,  o,o“  bilden  ein  voll- 
ständiges Yiercck. 

ti7-  Um  dem  eben  bewiesenen  Satze  eine  bequemere  Aussage  zu  geben,  wollen  wir 
dieselbe,  wie  wir  es  am  Ende  der  3~.  Nummer  gethan  haben,  auf  das  vollständige  Vier- 
eck C’00"0’”CO'  beziehen.  Wir  können  alsdann  die  beiden  Diagonalen  des  einfachen 
Vierecks  OO"  und  OO",  welche  sich  in  C schneiden,  nnd  die  beiden  Paare  gegenüberlie- 
gender Seiten  desselben,  als  die  durch  obige  Gleichungen: 

fi  A'ri^rA’’  = 0,  A + /:t'=  o,  K-bvK  — o , 

dargcsteUle  sechs  gerade  Linien  nehmen,  wobei  wir  C"C,  C’C  und  C’C  als  die  drei  gege- 
benen Geraden  betrachten.  Hieraus  ergibt  sieb  denn  folgender  Satz: 
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Wenn  man  in  einer  vollständigen  vierseiligen  Figur  durch  den  Durchschnitt  zweier 
.Diagonalen  und  die  beiden  Puucte,  welche  die  dritte  Diagonale  verbindet , zwei  gerade 
Linien  zieht , so  bestimmt  jede  von  diesen  Linien  noch  zwei  Durchschnitts -Puncte  auf 
den  Seiten  des  Vierecks,  welche  vier  Puncte  nebst  den  Durchschnitts- Puncten  der  bei- 
den ersten  Diagonalen  mit  der  dritten,  die  sechs  Winkel- Puncte  einer  neuen  vollstän- 
digen vierseitigen  Figur  sind:  so  dafs  man  also  viermal  drei  derselben  zusammenstellen 
kann,  die  in  gerader  Linie  liegen. 

Der  Anblick  der  Figur  zeigt,  dafs  die  Beziehung  der  beiden  vollständigen  Vierecke 
zu  einander  eine  durchaus  gegenseitige  ist. 

48.  Wenn  wir  die  drei,  das  Dreieck  CC'C"  bildenden,  geraden  Linien  wieder  als  ur- 
sprünglich gegeben  betrachten,  so  gehören  zur  Construclion  unseres  Satzes  (zur  Bestim- 
mung von  n nnd  r)  nur  zwei  obiger  sechs  Puncte  S,S',S ”,  <r,o'  und  o",  die  nicht  auf  der- 
selben Dreiecksseite  liegen.  Wenn  wir  von  jenen  Puncten  drei  nehmen  (u,o',o"j  S,o‘,S"5 
S,S‘,  o“  oder  a,  S',S"j)  , von  denen  einer  auf  jeder  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  oder  de- 
ren Verlängerung  liegt,  so  folgt  unmittelbar  ans  der  Construclion,  dafs,  wenn  man  von 
diesen  Puncten  nach  den  gegenüberliegenden  Spitzen  des  Dreiecks  (C,C, Cj  gerade  Li' 
nien  zieht,  diese  drei  Linien  sich  in  demselben  Puncte  ( O , O’,  O",  O", ) durchsetzen. 
Hiernach  haben  wir  denn  folgenden  Satz: 

l Venn  die  Winkel -Puncte  eines  Dreiecks  in  die  Seiten  (oder  deren  Verlängerungen ) 
eines  andern  Dreiecks  fallen,  und  überdiefs  diejenigen  drei  geraden  Linien,  welche  die 
gegenüberliegenden  Spitzen  der  beiden  Dreiecke  verbinden , sich  in  demselben  Puncte 
kreuzen,  so  schneiden  sich  die,  diesen  Spitzen  in  beiden  Dreiecken  gegenüberliegenden, 

Seiten  in  dreien  Puncten,  welche  in  gerader  IJnie  liegen. 

4 9.  Die  nächstfolgenden  Bcinoffioiügrn  gPStatTt'rr,  nie  iljcde  stehenden  Ljpnstnic- 
üonen  noch  auf  eine  andere  Weise  zn  bezeichnen.  Seyen  C’C  und  C"C  die  beiden  er- 
sten der  gegebenen  geraden  Linien,  nnd  C'S”  und  Co"  zwei  andere,  welche  durch  die 
beiden  Gleichungen: 

A = fihi,  A 

wo  wir  für  /<  irgend  eine  beliebige  Zahl  nehmen,  gegeben  sind.  Ans  der  Natur  der  Lei- 
den letzten  Linien  ergibt  sich,  wo  wir  anch  S"  nnd  a”  nehmen  mögen,  zwischen  den  von  Fig.  14. 
S"  nnd  a"  auf  die  beiden  ersten  Geraden  gefällten  Perpendikeln  folgende  Beziehung: 

S»K  = a » 

S L a X ’ 

also  haben  wir  folgende  Proportion: 

a”  X : S"L  «=  o"x:  $"K, 

woraus  sich  denn  ferner  ergibt,  wenn  wir  die  Figur  anschen: 

o’C:  CS"  = o"C:  S C. 

Die  als  beliebig  zn  betrachtende  gerade  Linie  o"C'  ist  also  durch  die  vier  geraden  Li- 
nien, welche  von  C aosgehen,  harmonisch  gethcilt;  d.  h.  der  eine  äufscrc  Abschnitt 
verhält  sich  zum  mitllern  Stücke,  wie  die  ganze  Linie  znm  andern  äufsern  Abschnitte. 

ln  Fig.  13  ist  hiernach  jede  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  harmonisch  gethcilt,  Fig.  13. 
n entlieh  C’C  in  S nnd  o;  C'C  in  S'  und  d,  endlich  CC‘  in  S"  und  o". 

50.  An  die  47.  Nummer  schliefst  sich  also  folgender  bekannte  Satz:  Fig.  >5. 

Zwei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierecks  ( 00"',  O'O")  t heilen  die  dritte  Diago- 
nale ( C'C)  harmonisch. 
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51.  In  der  Constrnction  der  13.  Figur  schneiden  sich  sowol  die  beiden  geraden  Li- 
nien a"S  und  a'S",  als  die  beiden  andern  <rV  und  S"S'  auf  der  geraden  Linie  C"C’. 
Dicfs  wird  dadurch  bedingt,  daß  C"C  und  C’C  harmonisch  gctheilt  sind,  und  in  einem 
entsprechenden  Theilungs-Ponctc  sich  schneiden. 

Wir  verweilen  nicht  länger  bei  diesem  Satze , noch  bei  andern  Sätzen , die  mit  den- 
selben verwandt  sind;  es  genllgt  uns  darauf  aufmerksam  gemacht  zu  haben,  wie  die  Theorie 
der  harmonischen  Theilung,  die  in  der  neuern  Behandlung  der  Geometrie  von  so  grofser 
Bedeutung  ist,  sich  an  die  analytischen  Formen,  mit  denen  wir  ans  in  den  letzten  Num- 
mern beschäftigt  haben,  unmittelbar  ansehlicßt.  Wir  können  dieselbe  als  eine  syntheti- 
sche Umschreibung  jener  Formen  betrachten  und  wir  durchblickcn  hierin  einigermaßen 
den  Grund,  warnm  sic  so  leichte  Beweise  liefert.  • 

52.  Wir  wollen  um  diese  Gruppe  von  Sätzen  — die  ganz  unmittelbare  Folgerungen  * 
aus  der  Form  des  Ausdruckes  für  den  Abstand  eines  gegebenen  fonctes  von  einer  gege- 
benen geraden  Linie  sind  — zu  schließen , noch  ein  letztes  Beispiel  nehmen ; wir  wollen 
nemlrch  zu  den  drei  gegebenen  geraden  Linien,  die  wir  bisher  genommen  haben,  noch 
eine  vierte  binzufdgen.  Es  sey 

y = a“z  4*  b“ 

die  Gleichung  derselben,  und  der  Kürze  wegen  setzen  wir  wiederum 

(y  — a"x  — b")  cos  d"  = A~, 

wo  a~  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Gerade  mit  der  ersten  Axe  bildet.  Alsdann  er- 
halten wir  für  den  Ort  solcher  Pnncte,  für  welche  die  Summe  der  Abstände  von  den  bei- 
den ersten  gegebenen  Geraden  gleich  ßt  der  Summe  der  Abstände  von  den  beiden  übri- 
gen, folgende  Gleichung: 

+ i±A'  = + A"^  A", 

welche  in  acht  einzelne  von  einander  verschiedene  Gletcinmgmr  zerfällt : 

A 4-  A'  4-  A"  4-  A”’  =»  o , 

A 4-  A 4-  A — A = o , , 

A4- A'  — A”  4*  A”  ■=  o , 

A — A'  4-  A”  4-  A”*  = o , 

— A + A +A"4*  A"'  = o , I 

A 4- A- A~- A"  = o, 

A — iA'  — A"  4-  A"  = o, 

A — A 4-  A”  * — A“  = o . 

Zu  denselben  acht  Gleichungen  wären  wir  gekommen,  wenn  wir  von  der  Bedingung 
ansgegangen  wären,  daß  z.  B.  die  Summen  des  zweiten  und  dritten  Abstandes  der  Summe 
des  ersten  und  vierten  Abstandes,  oder  auch,  daß  die  Summe  dreier  beliebiger  Abstände 
dem  übrigen  Abstande  gleich  scyn  -solle.  Auf  jeder  der  durch  die  letzten  Gleichungen  dar- 
grstelltcn  acht  geraden  Linien  liegen  also  diejenigen  Pnncte  verthcilt,  die  zu  den  vier 
gegebenen  Geraden  die  Beziehung  haben,  daß  entweder  die  Summe  zweier  Abstände 
gleich  ist  der  Summe  der  beiden  übrigen , wo  wir  auf  drei  verschiedene  Weisen  combini- 
ren  können,  oder  daß  die  Summe  von  dreien  Abständen  dem  vierten  gleich  ßt,  wo  wir 
wiederum  vier  verschiedene  Fälle  erhalten,  so  dafs  im  Ganzen  siebenerlei  Bestimmun- 
gen Statt  finden  können. 

Wir  können  diese  Gleichnngcn  nach  der  nun  schon  öfter  angewandten  Methode  con- 
slrnircn,  indem  wir  die  Glieder  jeder  Gleichung  in  zwei  Theile  absondern,  jeden  dersel- 
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bea  für  sich  gleich  Noll  setzen , und  die  neuen  so  erhaltenen  beiden  Gleichungen  con- 
stroiren.  Anf  diese  Weise  gibt  der  Durchschnitt  zweier  Linien  einen  Punct  derjenigen 
Linie,  die  wir  bestimmen  wollen.  Es  kommt  hierbei  Alles  darauf  an,  dafs  die  Zerlegung 
uns  zn  Formen  führe,  in  welchen  wir  bekannte  Constrnctionen  wiedererkennen.  Wir  er- 
reichen dieses  Ziel,  indem  wir  immer  zwei  und  zwei  Glieder  der  zu  constrnirenden  Glei- 
chung zusammennehmen.  Als  Beispiel  mag  die  zweite  obiger  Gleichungen  dienen : 

A + A -f.  A"  — A'"  o. 

Wir  erhalten  »drei  Punctc  der  bezüglichen  geraden  Linie  durch  den  Durchschnitt  der 
einzelnen  Linien,  der  durch  die  folgenden  Gleichungen  dargcstellten  drei  Linicn-Paare : 

- A-f«A'  = o,  A" — A'"=0; 

A-f-A"«=  o,  A"  — A"«=o} 

A — A ’a  o , A’  — t—  A"  s o. 

Auf  diese  Weise  sind  also  drei  Punctc  0,0’,  und  O”  gegeben,  welche  in  gerader  Li-  Fig.  16. 
nie  liegen.  Jede  der  letztem  Linien  halbirt  einen  der  durch  den  Durchschnitt  der  ge- 
gebenen Geraden  gebildeten  Winkel. 

Die  ähnliche  Construction  der  übrigen  sieben  Gleichungen  gibt  uns  noch  siebenmal 
drei  Puncte,  die  in  gerader  Linie  liegen.- 

Es  ist  jedoch  hierbei  zu  bemerken,  dafs  die  Zahl  der  verschiedenen  Punctc,  die  wir 
auf  diese  Weise  erhalten , nur  zwölf  beträgt,  was  sich  leicht  aus  der  Art,  wie  wir 
zur  Bestimmung  jener  Puncte  durch  Combination  der  verschieden  accentuirtcn  A gekom- 
men sind,  ergibt. 

Die  geraden  Linien,  deren  Construction  wir  eben  angezeigt  haben,  sind  also  die  ge- 
suchten geometrischen  Oerter  für  Pancte,  zwischen  deren  Abständen  von  den  vier  gege- 
benen geraAv«,  Linien  eine  der  angezeig-ten  sieben  Bestimmungen  Statt  findet  Wir  sehen 
leicht  a priori  ein , dafs  sieh  diese  sieben  einzelnen  FUJc  auf— die  Punctc  der  acht  .Seg- 
mente beziehen,  die  auf  jedem  jener  Oerter  durch  die  drei  Constructious -Punctc,  und  die 
Durchschnitts- Puncte  mit  den  gegebenen  vier  geraden  Linien  bestimmt  werden.  Es  würde 
uns  von  nnserni  Zwecke  sn  weit  abführen,  wenn  wir  hier  in  eine  detaillirte  Discussion 
cingchcn  wollten.  Die  in  Rede  stehenden  acht  Segmente  sind  ftir  den  Fall  des  in  der 
16.  Figur  construirten  Ortes:  AB,  BC,  C0”,0'D,  DE,  EO,  OO'  und  O’F.  Die  beiden 
äufsersten  Segmente  beziehen  sich  aul  denselben  Fall. 

53.  Diese  Erörterungen  sind  noch  einer  gröfsem  Ausdehnung  fähig,  besonders  wenn 
man,  wie  wir  es  an  frühem  Beispielen  gezeigt  haben,  die  Construction  ans  verschiedenen 
Gesichts  - Puncten  betrachtet.  \Vir  ziehen  aber  blofs  ans  den  bisherigen  Entwickelnngen 
die  nachstehenden  allgemeinen  Folgerungen: 

Wenn  n gerade  Linien  gegeben  sind , so  erhalten  wir  für  den  geometrischen  Ort  sol- 
cher Punctc,  für  welche  die  Summe  der  Abstände  von  (n— m)  geraden  Linien,  welche 
wir  beliebig  unter  deo  gegebenen  nehmen,  gleich  ist  der  Summe  der  Abstände  von  den 
Übrigen  m Geraden,  immer  gerade  Linien,  oder  bestimmter  ansgedrilckt,  Segmente  der 
selben.  (Wir  bezeichnen  hierbei  durch  m eine  beliebige  ganze  Zahl  unter  n.)  Die  Zahl 
dieser  geraden  Linien  ist  leicht  zu  bestimmen;  man  erhält  dieselbe,  indem  man  die  Zahl 
der  verschiedenen  Gleichungen -sucht,  die  in  derjenigen  enthalten  sind,  die  man  be- 
kommt, wenn  mau  das  Aggregat  aller  Ausdrücke  für  die  Abstände  von  den  einzelnen  ge- 
raden Linien,  Ansdrücke , die  wir  oben  dnreh  die  verschieden  accentnirtcn  A bezeichnet 
haben,  nimmt  und  dabei  jeden  derselben  mit  dem  doppelten  Vorzeichen  verbindet. 
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Bezeichnet  n eine  ungerade  Zahl , so  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Glcichnngen : 
n n(n— I)  n(n  — l)(n  — 2)  p(n— l)(n— 3)  ■ . ■ (n— (r—  1)) 

1 + I I.  2 "**1.2.  3 ’*"***  **■  1.  8.  3 ...  r 

wo  r gleich  zu  nehmen  ist  . bezeichnet  aber  n eine  gerade  Zahl , so  ist  r gleich 

alsdann  müssen  wir  aber  nur  die  Hälfte  des  letzten  Gliedes  der  vorstehenden  Reihe  neh- 
men. Für  die  Summe  dieser  Reihe  erhalten  wir,  n mag  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl 
seyn,  immer  2n_l.  Es  steigt  also  die  Zahl  der  in  Rede  stehenden  einzelnen  geometri- 
schen Ocrtcr  in  geometrischer  Progression. 

54.  Auch  wenn  n eine  grüfserc  Zahl  bedeutet,  können  wir  jeden  der  einzelnen  linea- 
ren Ocrtcr  nach  der  frühem  Methode  construircn.  Wir  theilen  ncmlich  die  Gleichung 
desselben  beliebig  in  zwei  Thcile  und  construircn  die  durch  die  beiden  einzelnen  Thcile 
dargcstclltcn  Linien ; der  Durchschnitt  derselben  ist  ein  Punct  der  gesuchten.  Um  die 
beiden  Theile  zu  construiren,  theilen  wir  jeden  derselben  von  Neuem  in  zwei  T heile,  und 
fahren  so  lange  damit  fort,  bis  wir  zu  zweiteiligen  oder  einteiligen  Gleichungen  kommen, 
von  welchen  wir  die  erstem  durch  Winkel  - Halbirung  constrnircn  können , und  von  wel- 
cher die  letztem  den  gegebenen  geraden  Linien  entsprechen. 

Es  ist  offenbar,  dafs  wir  jede  beliebige  der  oben  bestimmten  Gleichungen,  deren  Ge- 
sammt-Zahl  2“~'  beträgt,  z.  B.  diejenige,  in  welcher  alle  Glieder  mit  dem  Zeichen  -+• 
erscheinen,  auf 2n“ 1 — t verschiedene  Arten  in  zwei  Theile  zerlegen  können.  Wir  er- 
halten also  eben  so  viele  Constrnctions-Poucte,  unter  denen  sich  auch  die  Durchschnilts- 
Puncte  der  zu  construirenden  Ocrtcr  mit  der  gegebenen  geraden  Linie  befinden.  Diese 
Puncte  bestimmen  auf  der  bezüglichen  geraden  Linie  ä"- ' Segmente,  von  denen  die  bei- 
den äufsern  nach  einer  Seite  bin  unbegränzt  sind. 

Den  Segmenten  entsprechen  die  2n-' — 1 einzelnen  Bestimmungen,  welche 

die  oben  gemachte  Bestimmung,  dafs  ncmlich  die  Summe  der  Abstande  von  (n  — m)  ge- 
raden Linien  der  Summe  der  Abstande  von  den  übrigen  m Geraden  gleich  ist,  in  sich  begreift, 
wenn  wir  einmal  jene  (n  — m)  geraden  Linien  auf  verschiedene  Weise  unter  den  n gegebenen 
auswählen,  und  dann  für  m nach  einander  alle  Werthe  von  t bis  (n — 1)  nehmen.  Den 
beiden  äufsern  und  nnbegTänztcn  Segmenten  wird  immer  dieselbe  Bestimmung  entsprechen. 

Wir  verweilen  nicht  bei  den  Modificalioncn,  welche  die  letzten  allgemeinen  Erörte- 
rungen erleiden , wenn  wir  zuvor  jeden  der  verschiedenen  Abstände  mit  einem  beliebigen 
Cocfficicnten  mulliplieiren  und  dann  Bestimmungen  treffen,  die  den  vorigen  ähnlich  sind. 

55.  ln  den  folgenden  Nummern , die  noch  Pdr  die  Theorie  der  geraden  Linie  be- 
stimmt sind,  wollen  wir  die  analytische  Geometrie  besonders  zum  Beweise  solcher  Sätze 
anwenden , die  sich  auf  den  gemeinsamen  Durchschnitt  dreier  oder  mehrerer  gerader  Li- 
nien in  demselben  Pnncte  nnd  anf  das  Liegen  dreier  Pnncte  auf  derselben  ge- 
raden Linie,  beziehen.  In  diesen  Beweisen  ist  die  Cöordinaten -Methode  einer  grofsen 
Biegsamkeit  fähig  nnd  namentlich  ist  die  Wahl  der  Axcn  hier  von  Bedeutung.  So  sind 
wir  bereits  schon  auf  Beispiele  gestofsen,  wie  darin,  dafs  eine  Glcicbnng  dorch  Abziehen 
zweier  andern  von  einander  erhalten  wird,  der  Beweis  davon  liegt,  dafs  die  bezüglichen 
Geraden  sich  in  demselben  Pnncte  schneiden;  andere  Beispiele  zeigten,  wie  aus  der  Con- 
struction  einer  linearen  Gleichung,  die  unmittelbar  durch  die  Form  derselben  angedentet 
wurde,  der  Beweis,  sich  führt,  dafs  drei,  geometrisch  bestimmte,  Pnncte  in  gerader  Linie 
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liegen.  Wir  wollen  non  zunächst  allgemeine  Schemata  dieser  Beweise  entwickeln  nnd 
dann  Beispiele  folgen  lassen,  bei  deren  Auswahl  unser  Haupt- Augenmerk  auf  den  Ver- 
gleich der  Methode  gerichtet  ist. 

56.  Seyen : 

1 y = «*•+•(?, 

y «=  ax -f-b,  • (t) 

y =As+B, 

die  Gleichungen  dreier  gerader  Linien , die  durch  denselben  Punct  gehen.  Wir  haben  (39) 
gesehen , dafs  die  allgemeine  Form  aller  Gleichungen  für  solche  gerade  Linien , die  durch 
den  Durchschnitt  der  beiden  ersten  jener  Linien  gehen,  folgende  ist: 


b-+-u£ 


(•) 


B. 


t + S*  l-t-fS 

Da  nun  die  dritte  gegebene  Gerade,  der  Voraussetzung  gemäfs,  durch  den  Durch- 
schnitt der  beiden  erstem  gebt,  so  mufs  u in  der  letzten  Gleichung  so  gewählt  werden 
können,  dafs 

- A, 

b -hftß 
t*f*M 

Durch  jede  dieser  Gleichungen  können  wir  den  ursprünglich  als  beliebig  angenommenen 
Coelficicnten  ft  bestimmen;  sollen  beide  Gleichungen  zugleich  Statt  finden,  so  gibt  uns 
die  Elimination  von  pi 

Ba  — Ab  4-  /?  A — Bo— /(a  + bo  = o,  (3) 

oder  wenn  wir  in  Beziehung  aof  die  Constanten  der  dritten  gegebenen  Geraden  ordnen: 

A(,3 — b)  — a< äAU,  (4) 

Diefs  ist  mithin  die  gebuchte  Bcdingungs-  Gleichung  zwischen  den  Constanzen  der 
drei  Gleichungen  (1),  damit  die  bezüglichen  Geraden  sich  in  demselben  Punctc  schnei- 
den. Diese  Gleichung  ist,  wie  zu  erwarten  stand,  in  Beziehung  auf  die  entsprechenden 
Constanten  der  drei  Gleichungen  symmetrisch. 

57.  Wenn  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  unter  folgenden  Formen  er- 

jcheia€n:  •••'•  py+q-pq. 

p y4-q  x = p q', 

p'y+q-x  = p"q", 

so  formen  wir  dnreh  die  gehörigen  Sobstitutioncn  die  Bcdingnngs- Gleichung  (3)  leicht  in 
folgende  um : 

qq  p (p— p“)  + qq"p'(p“-p)*^qq'P  (p-p)  = <>•  .(«) 

50.  Esseyen  ferner:  , „ 

’ y 00  «x  + ß, 

y — ax  -h  b; 

y «=  yx  -fr  3, 

y = Ci  + d; 
y ^ xx  -f  l, 
y = kx  4-  1; 

die  Gleichungen  von  sechs  geraden  Linien:  wir  wollen  die  Bedingung  bestimmen,  dafs 
die  Durchschnitte  der  ersten  und  zweiten,  der  dritten  und  vierten,  der  fünften  ur\d  seebs- 


J» 
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ten  in  gerader  Linie  liegen.  Wir  können  die  Sache  anf  folgende  Weise  angreifen.  Be- 
zeichnen wir  durch  fi  wieder  einen  unbestimmten  Coefücienten , so  ist  die  allgemeine  Form 
der  Gleichung,  die  eine  gerade  Linie  bedeutet,  welche  durch  den  Durchschnitt  der  beiden 
ersten  Linien  geht: 

(t  -hfi)y  = (a-hfia)*  ■+■  h-bftß. 

Ebenso  ergibt  sich,  wenn  u und  fi'  zwei  neue  unbestimmte  Factoren  bedeuten: 

(t-hfi')y  — (c ~h fiy)  i -+-  d -t-  fi  3 , 

(l+/i')]T  = (i+/»)i+  l-b/i"!, 

für  die  allgemeine  Form  der  Gleichungen  solcher  gerader  Linien,  die  durch  den  Durch, 
schnitt  der  dritten  und  vierten  und  der  fünften  und  sechsten  obiger  Linien  gehen. 
Durch  gehörig  genommene  Wcrthe  für  ft,fi  und  fi,  positive  sowol  als  negative,  erhalten 
wir  jede  einzelne  gerade  Linie,  welche  obigen  Bedingungen  Genüge  thut.  Sollen  die  drei 
Durchschnitts -Puncte  in  gerader  Linie  liegen,  so  müssen  sich  jene  Cocflicienten  so  be- 
stimmen lassen,  dafs  die  drei  letzten  Gleichungen  identisch  werden  und  dieselbe  gerade 
Linie  bezeichnen.  Dicfs  erfordert  aber: 

a +|i«  c -t-  »V  k + M"« 

1 -t-/<  1+/«'  T+7T’ 

b-t-ftfl  d-t-u'd  __  1 -t-  u'A.  W 

1 -+-  /*  •+•  1 fi  1 -hfl’’ 

nnd  somit  haben  wir  vier  von  einander  unabhängige  Gleichungen  zwischen  ft,fi,fi  und 
den  Constantcn  der  sechs  Geraden.  Wenn  wir  ft,fi  und  ft"  eliminiren,  so  erhalten  wir 
die  gesuchte  Bedingungs- Gleichung.  Die  Elimination  hat  keine  Schwierigkeit.  In  ein- 
zelnen Fällen  lassen  jene  Gleichungen  sich  geradezu  vcrificiren,  alsdann  ist  jene  zur  Be- 
weisführung  nicht  mehr  nöthig. 

&9-  Wir  Iw—w  aber  noch  Schneller  und  zugleich  anf  eine  noch  elegantere  Weise 
zum  Ziele,  wenn  wir  die  Gleichung  der  geraden  Linie,  welche  die  drei  Durchschnitte 
enthält,  in  die  Rechnung  einführen.  Für  diese  Gleichung  wollen  wir  folgende  nehmen: 

7 - A*+B.  (7) 

Da  nun  die  beiden  geraden  Linien  jedes  der  drei  Paare  sich  auf  dieser  letzten  Linie,  den 
Voraussetzungen  gcm&ls,  schneiden,  so  gibt  uns  die  56.  Nummer  sogleich  folgende  drei 
Gleichungen: 

A(ß — b) — B(a — a)+  b<* — ßa  m o, 

, A(J — d)— B(j.  — c)  -+-  dy  — dc  = o,  (t) 

A(1 — 1) — B(*  — k)  •+■  1« — Akeso. 

Auf  diese  drei  Bedingungs  - Gleichnngcn  werden  wir  geführt,  wenn  wir  die  gerade 
Linie,  welche  die  Durchschnitts  - Puncte  enthält,  als  gegeben  betrachten,  mithin  A und  B 
als  bekannt.  Eliminiren  wir  eine  dieser  Gröfsen,  so  rcducirt  sich  die  Zahl  der  Bedingungs- 
Gleichungen  auf  zwei.  Durch  Elimination  von  B z.  B.  ergibt  sich: 

A [ (ß—b)(y — c) — (d — dX« — a)j  ■+•  (bo—ßa)(y — c)  — (dy — dc)(o — a)  m o, 

A!(» — b)(*— k) — (A — 1) (a — a) } + (ba—ßa)(x — k) — (1* — Ak)(o — a)  mt  o.  ^ 

Diesen  beiden  Gleichungen  muCs  Genüge  geschehen,  wenn  die  Durchjchnitts-Puncte 
auf  einer  geraden  Linie  liegen  sollen,  deren  Richtung  durch  A bestimmt  ist  Eliminiren 
wir  auch  A,  so  kommt; 

(bo — ßa)(y—c)  — (d y—dc)(a — a)  (ba—fla)(* — k)-~  (Ix— Ak)(« — a)  , , 

<ß—b)  O — cj. — (#— d)  “ 0?— b)  (*— k)  — (Wl)  (a— a)’ 
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und  diese  Bcdingungs - Gleichung,  welche  weder  A noch  B enthält,  ist  die  gesuchte.  Wir 
sehen  also,  dafs  es  bei  den  letzten  Kntwickclnngen  nur  auf  die  Form  der  cingcfithrten 
H'ülfs  - Gleichung  (7)  ankommt,  and  hierin  zeigt  sich  die  Methode  iu  ihrer  ganzen  Reinheit. 

60.  Die  Gleichang  (10)  erleidet  darch  FortschaiTung  der  Nenner  noch  eine  kleine 
Reduction.  Unser  Zweck  war  aber  mehr  zn  zeigen,  wie  man  leicht  zu  dieser  Gleichung 
gelangen  kann,  als  dieselbe  zu  entwickeln.  Denn  für  besondere  Fälle  würde  cs  mühsam 
scyn  zu  untersuchen,  ob  die  Coefficientcn  von  sechs  verschiedenen  Gleichungen  der  eben 
entwickelten  Genüge  thun,  nm  zu  beweisen,  dafs  die  geraden  Linien,  welche  sic  darstel- 
len, paarweise  genommen  sich  in  drei  Punctcn  schneiden,  die  in  gerader  Linie  liegen. 
Für  jeden  einzelnen  Fall  gibt  es  eine  leichteste  Art,  die  Sache  anzngreifen  und  selten 
nur  brauchen  wir  die  End -Gleichang  selbst  za  entwickeln.  Besonders  einfach  wird  der 
Beweis,  wenn  der  Anfangs  - Punct  der  Coordinaten  sich  füglich  in  einen  der  Durchschnitls- 
Puncte  legen  läfst.  Ucberhaupt  müssen  wir  jedesmal  eh  wir  zum  Beweise  selbst  überge- 
hen, uns  ein  Schema  desselben  entwerfen.  Wir  wollen  einige  Beispiele  geben. 


6t.  Scy  YOX  irgend  ein  beliebiger  Winkel,  dessen  Schenkel  wir  zu  Coordinaten-  Fig.  17. 
Azen  nehmen;  alsdann  sind 

py  + qz  = pq, 
py  + q'r  = pq, 

die  Gleichungen  zweier  gerader  Linien  PQ  und  P’Q’,  welche  von  der  ersten  Aze  die 
Segmente  p und  pJ,  von  der  zweiten  die  Segmente  q und  q’,  abschnciden.  W ir  wollen 
die  Gleichang  derjenigen  geraden  Linie  bestimmen,  welche  durch  den  Durchschnitt  der 
beiden  gegebenen  und  den  Anfangs -Punct  der  Coordinaten  geht.  Um  diese  zu  erhalten, 
mlüHBoii  die  beiden  Gleichungen  (1)  so  mit  einander  verbinden,  dafs  wir  zu  einer  Glci- 
chung  von  der  Form : y ^ Az 

kommen.  Mulliplicircn  wir  zu  diesem  Ende  die  erste  Gleichung  mit  p'q‘,  die  zweite  mit 
pq,  und  ziehen  ab,  so  kommt: 

pp'Ctf— <py  •+■  qq'(p— p)x  = °>  («) 

imthm:  _ qq(p'-p) 

- pp  (q — q) 

6l.  Wir  schalten  hier  einige  Entwicklungen  ein,  worauf  nns  die  Form  des  Ausdrucks  Fig.  iS. 
von  A führt  Nehmen  wir  ncmlich  für  einen  Augenblick  an,  der  Coordinaten- Winkel 
scy  ein  rechter,  nnd  machen  überdies  die  Voraussetzung,  dafs  die  beiden  durch  (I)  be- 
zeichnten Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen,  dafs  mithin: 

«c — *, 

pp 

so  redudrt  sich  die  letzte  Gleichang  auf: 

A = EPP  • 
q-q 

Das  Verhäjtnili  der  auf  den  beiden  Azen  bestimmten  Segmente  (p'— p)  and  (q — q)  ist 
also  gleich  der  trigonometrischen  Tangente  desjenigen  Winkels , welchen  die  Gerade  (2)  mit 
der  ersten  Aze  bildet.  So  lange  sich  also  die  beiden  aof  einander  senkrechten  Geraden  (l) 
in  demselben  Puncte,  oder  allgemeiner  in  einem  beliebigen  Puncte  einer  festen  durch  O 
gehenden  geraden  Linie  (3)  schneiden,  ist  jenes  Vcrhältnifs  constant  Es  ist 

PP'  »»'  , 

OQ-r  s “ s 
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Wir  haben  also  folgenden  Satt  bewiesen: 

Wenn  die  Schenkel  zweier  rechter  Winkel , von  denen  wir  einen  als  fest  und  unver- 
änderlich betrachten , bis  zum  gegenseitigen  Durchschnitt  verlängert  werden,  so  bleibt 
das  Verhältnis  der  Segmente , die  auf  den  Schenkeln  des  ersten  Winkels  bestimmt  wer- 
den, immer  dasselbe,  wie  man  auch  den  zweiten  rechten  Winkel  um  seinen  Scheitel  dre- 
hen, und  wie  man  auch  diesen  Scheitel  auf  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  Schei- 
tel der  beiden  ursprünglich  angenommenen  Winkel  verbindet , fortrücken  läfst. 

Wenn  die  oben  durch  (2)  bczcichnctc  Gerade  den  ersten  rechten  Winkel  halbirt, 
so  ist: 

A = I, 

mithin  sind  die  Segmente  (p'— p)  und  (<]’— q)  einander  gleich.  Es  ist  also : 

QQ'  = PF. 

Fig.  19.  Wenn  man  in  irgend  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  den  rechten  Winkel  durch 
eine  gerade  Linie  halbirt,  und  im  Durchschnitts- Puncte  dieser  Linie  mit  der  Hypotenuse 
des  Dreiecks  ein  Perpendikel  errichtet,  so  bestimmt  dasselbe  auf  den  Katheden,  (die  eint 
derselben  verlängert ),  gleiche  Segmente. 


Fig.  !7.  63.  Nach  diesen  Abschweifungen  nehmen  wir  den  abgebrochenen  Faden  wieder  auf 

und  wollen  non  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  suchen,  welche  durch  den  Anfangs - 
Punct  der  Coordinatcn  und  den  Durchschnitt  der  beiden  geraden  Linien  PQ'  nnd  P'Q 
gebt.  Die  Gleichungen  der  letztgenannten  Linien  sind,  den  Bezeichnungen  der  61.  Num- 
mer getnäfs,  folgende: 

py  4*q  x = pq', 

- . tfc,  p'y-f-q*  = p'q- 

Wenn  wir  diese  beiden  Gleichnngen  zu  einer  Glcichnng  von  der  Form: 

y = A*, 

verbinden,  «o  «Ui«  vir  die  verlangte.  Multipliciren  wir  in  diesem  Ende  die  erste  der 
Gleichungen  (3)  mit  p*q,  die  zweite  mit  pq',  und  ziehen  ab , so  kommt : 


Gleichungen 
mithin 


♦ 


pp(q— q)y  — qq(p'— p)x  = o, 


(♦) 


a-  = saf£=3? 
pp(q'-q) 

und  da  wir  in  der  6t.  Nummer  für  A folgenden  Werth  gefunden  haben: 

a wv-py 

pp  (q'-q) 

*°  M«*1  A + A’  = o. 


64.  Aus  diesen  Entwicklungen  können  wir  mehrere  Resultate  ziehen.  Wird  nemlich 
eine  der  geraden  Linien  _ y m A’t  “ ' 

willkürlich  angenommen,  so  bestimmt  sich  die  andere  vermittelst  der  Gleichung  (5). 
Rückt  also  der  Pnnct  S auf  der  ersten  dieser  Geraden  fort,  so  bleibt  der  Constrnctions- 
Punct  a immer  auf  der  zweiten,  die  Richtung  der  durch  S gezogenen  beiden  Linien  SP 
und  SP'  ist  hierbei  durchaus  beliebig.  Die  Beziehung  der  Linien  OS  und  O a zn  einander 
ist  reciprok.  *} 


I 

I.  n 


l 


*)  Min  siebt  leicht  eiu,  dafs  dieser  uotl  der  folgende  Sitz  sich  gleich  schon  an  die  Construc- 
tionen  nnd  das  einfache  Schema  der  37.  Nummer  hätten  anknüpfen  lassen.  Diefs  zeigt  die 
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Nehmen  wir  irgend  zwei  der  vier  Durchschnitts  -Puncte,  die  (lieht  auf  derselben  Axe  Fig.  20. 
liegen,  z.  ß.  P und  Q als  fest,  so  können  wir  noch  anf  unendlich  viele  Arl  P’  und  Q'so 
bestimmen,  dafs  PQ'  und  P'Q  sich  auf  ein  nnd  derselben  geraden  Linie  Otr  schneiden,  die 
durch  den  Anfangs-Punct  der  Coordinaten  geht;  alsdann  aber  laufen  alle  gerade  Linien 
P'Q"  in  demselben  Punctc  S zusammen. 

65.  Die  letzten  Sätze  bestehen  auch  dann  noch,  wenn  S unendlich  weit  liegt,  wenn 
PQ  und  P'Q'  parallel  sind,  ln  diesem  Falle  ist: 

3 = 1=  ±Z3, 

p p p— p 

wodurch  die  Wertlie  von  A nnd  A’  sich  folgendermaßen  bestimmen: 

A = -i  = -i  k = 3 _ i . 

p p'  * pp’ 

die  Gleichungen  von  0$  nnd  Oer  werden  hiernach  folgende: 
p y •+•  q x = o oder  p'x  -+■  q'x  = o , 
py  — qx  = 0 „ p'y  — q*  = 0. 

Die  erstcrc  der  bezüglichen  Geraden  ist  also  parallel  mit  PQ  und  P’Q';  die  letztere  . 
halbirt  diese  beiden  Linien,  weil  die  Coordinaten  der  Mitten  derselben,  ncmlicb3,  Eund 


/ 3.  > E für  y nnd  x snbstituirt,  die  letzten  Gleichungen  verificiren. 


2 2 


Setzen  wir 

q’  = 2q,  p = 2p, 

so  ist  der  bekannte  Salz  bewiesen,  dafs  die  drei  geraden  Linien,  welche  in  einem  Drei- 
eck i’on  den  tVinkel - Puncten  nach  -Mia»«.  gegenüberliegenden  Seiten  gelogen 
werden  können,  sich  in  demselben  Puncte  schneiden. 

66.  Die  drei  in  den  Mitten  der  Seiten  eines  Dreiecks  erricjitcten  Perpendikel  schnei- 
den sich  in  ein  and  demselben  Puncte.  Um  Abwechselung  in  die  Beweise  zu  bringen, 
wollen  wir  hier  zwei  Seiten  des  Dreiecks  zu  Coordinaten- Axen  nehmen;  die  dritte  Seite 
ist  alsdann  durch  die  Gleichung: 

py  *t*  qx  a»  2pq 

gegeben,  wenn  wir  die  Stücke,  welche  dieselbe  anf  den  Axen  bestimmt,  durch  2q  nnd 
2 p bezeichnen.  Die  Coordinaten  der  Mitte  dieser  dritten  Seite  sind  alsdann  q und  p, 
nnd  die  Gleichung  des  in  diesem  Pnnctc  errichteten  Perpendikels  ist: 

y_„  = 3 C0*?~P  (x  — p)  «\ 

s.  “ p cos  ft — q ' 

wo  wir,  wie  gewöhnlich,  den  Coordinaten- Winkel  durch  ^bezeichnen.  Wenn  wir  entwi- 
ckeln, so  kommt: 

q(y— q-(*x  - p(*— p+yw/S)  =•  °.  {:) 


Cebereimtimmnng  der  Gleichung  (•)  mit  der  leisten  Gleichung  der  30.  Nummer.  Hiernach  ergibt 
sich  dann  auch  ferner,  nach  Nummer  51,  dafs  jede  gerade  Linie  von  OX,Oit,  OY  nnd  OS 
harmonisch  geschnitten  wird. 

*)  Setit  man  nemlich  in  die  Gleichung  (2)  der  17.  Nummer  1'  3,  so  kommt: 

a «.  3C0^~P.  . P 

p cosp  — q 
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Wir  haben  ferner  für  die  beiden  in  den  Mitten  der  beiden  ersten  Seiten  errichteten 
Perpendikel : 

y— q-t-xeoJ/S  = o,  20  (?) 

x-q  + ycosß  = °.  20  Cs) 

Nehmen  wir  den  Unterschied  dieser  beiden  letzten  Gleichungen,  nachdem  wir  die  erste  der- 
selben mit  q,  die  zweite  mit  p mnltiplicirt  haben,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung,  die  iden. 
tisch  ist  mit  (1).  Es  schneiden  sich  also  die  bezüglichen  Geraden  in  demselben  Puncte. 

Einen  bemerkenswerthen  Beweis  desselben  Satzes  werden  wir  in  dem  folgenden  Ab- 
schnitte, welcher  der  Theorie  des  Kreises  bestimmt  ist,  finden. 

Fig.  21,  Seyen  OY  nnd  OX  zwei  sich  unter  einem  beliebigen  Winkel  schneidende  ge- 

rade Linien,  die  wir  als  Coordinatcn-Axen  nehmen,  und  PQ  und  P„  Q„  irgend  zwei 
Parallele,  alsdann  ist,  wenn  wir  OQ  = q,  OP  = p setzen: 

OQn  = nq,  OP»  = np, 

wo  n irgend  einen  beliebigen  Coelücienten  bezeichnet,  für  den  wir  eine  negative  Griifsc 
nehmen  müssen,  wenn,  wie  in  dem  Falle  der  Figur,  die  zwei  Parallelen  zu  beiden  Seiten 
■ des  Anfangs -Pnnctes  liegen.  Ferner  sind  die  Gleichungen  zweier  beliebiger  Geraden, 
von  denen  die  eine  durch  Q»,  die  andere  durch  P»  geht,  folgende: 

y-nq-f- **  *=  o, 

y-»-a'(x — np)  = 0.  • 1 ' 

Multipiiciren  wir  die  erste  dieser  Glcichangcn  mit  a'p,  die  zweite  mit  q,  und  ziehen  ab, 
so  kommt  , 

(ap — q) y -H  a'(ap — q)x  = 0:  («) 

die  Gleichung  derjenigen  geraden  Linie,  die  durch  den  Dnrchschnilt  der  beiden  ersten 
und  durch  den  Anfangs -Puncl  der  Coordinaten  geht.  Diese  Gleichung  ist  unabhängig 
von  n,  nnd  wir  kommen  also  immer  zu  derselben  Gleichung,  wie  wir  auch  die  Gerade 
Pa  Qn  parallel  mit  sich  selbst  verrücken  mögen,  wenn  wir  nnr  a und  a'  auf  dieselbe 
Weise  bestimmen,  d.  b.  die  bezüglichen  Geraden  parallel  nehmen.  Wir  können  also 
auch  durch  Q und  P zwei  gerade  Linien  ziehen,  die  erste  parallel  mit  Q„  S„,  die  zweite 
mit  Pn  Sni  alsdann  wird  der  Durchschnitt  S dieser  Linien  in  die  gerade  Linie  (2)  fallen. 
Es  liegen  also  S ond  Sn  in  gerader  Linie  mit  dem  Anfangs  - Puncte  der  Coordinaten. 
Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

Wenn  man  um  ein  Parallel -Trapez  irgend  ein  Parallelogramm  beschreibt,  so  ge- 
hen die  beiden  Diagonalen  des  erstem  und  eine  leicht  zu  bezeichnende  Diagonale  des 
letzlern  durch  ein  und  denselben  Puncl. 

Es  ist  zu  bemerken,  dafs  wir  den  Begriff  des  Umschreibens  ganz  allgemein  nehmen, 
und  von  einem  Parallelogramm  sagen,  es  sey  um  ein  Trapez  beschrieben,  wenn  die  Win- 
Fig.  21.  kel -Puncte  des  letztem  auf  den  Seiten  des  erstem  (Fig.  21.)  oder  auf  den  Yerlangemn- 
Fig-  22.  gen  derselben  liegen  (Fig.  22). 

Es  folgt  unmittelbar  aus  dem  Nächst -Vorhergehenden,  dafs  die  vier  Diagonalen  zweier 
Parallelogramme,  von  denen  das  eine  dem  andern  umschrieben  ist,  sich  in  einem  und 
demselben  Puncte  kreuzen. 

68.  Eliminircn  wir  die  Werthe  der  Coordinaten  zwischen  den  beiden  Gleichungen 
(1),  $0  kommt: 

x „ "(a'P-q)  - _ _ na(ap-q) 

a— a ’ 3 a'— a 
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Der  Quotient  dieser  Ausdrücke  ist  unabhängig  von  n,  worin  ein  anderer  Beweis  für 
die  letzten  Sätze  liegt.  Jeder  dieser  Ausdrücke  ferner  ändert  sich  in  demselben  Verhält 
nissc  als  n »ich  ändert,  die  Entfernungen  verschiedener  Durchschnitts-Puncte  S„  vom 
Anfangs -Pnncle  der  Coordinatcn  verhalten  sich  also  wie  die  bezüglichen  n. 

Die  Segmente  der  beiden  Diagonalen  obigen  Parallel- Trapezes  und  der  Diagonale 
des  umschriebenen  Parallelogrammcs , welche  durch  den  Durchschnitt  derselben  geht, 
stehen  in  demselben  Verhältnis»  . 

69.  Um  die  Coordinaten  des  Punctes  C zu  bekommen,  müssen  wir  die  beiden  Glci-  Fig.  21. 
ehnngen  von  PQ„  und  PB  Q : 

py  nqx  = npq, 
npy  + qs  = npq, 
mit  einander  verbinden  nnd  erhalten  auf  diese  Weise: 

nq  np 

y = *-  , x = — t— . 

n-t*l  n+t 

Aas  diesen  Ausdrücken  folgt: 

y:  nq  st  x:  np  es  I:  n + l, 

woraus  ferner  sich  ergibt: 

y:nq— •yetxtnp  — x = l:n, 

nnd  endlich  mit  Beziehung  auf  die  Figur  (wo  die  Werthe  von  y nnd  x negativ  sind): 

CP  : CQn  =■  CQ  : CP„  =.  1 : n. 

Wir  können  nun  das  eben  Bewiesene  auch  in  Beziehung  auf  das  Dreieck  CQ„  P„ 
anssagen.  Setzen  wir  n =»  — 2,  und  nehmen  überdiefs  an,  QnSn  und  mithin  auch  QS 
stehen  senkrecht  auf  QQ„,  so  wie  P„  S„  ond  PS  auf  PP«,  so  haben  wir  folgenden  zu- 
erst von  Enter  in  den  Petersburger  jCoiwai*rJaiißaJ)  synthetisch  bewiesenen  Satz: 

Die  DurchscAni/tt . Thmrtr  erstem  der  von  den  fVirdiel-  f>raictm  irgend  eines  Drei- 
ecks auf  die  gegenüberliegenden  Seilen  gefällten  Perpendikel,  zweitem  der  von  jenen 
nach  den  Mitten  von  diesen  gezogenen  geraden  Linien,  und  drittens  der  in  diesen 
Mitten  errichteten  Perpendikel  liegen  in  gerader  Linie,  und  zwar  liegt  der  zweite  Punct 
zwischen  den  beiden  andern,  so  dafs  er  vom  ersten  doppelt  so  weit  absteht  als  vom 
dritten.  ’ 


70.  Um  eine  andere  Art  der  Beweis-Führung  noch  anmwenden,  wollen  wir  folgen- 
den Satz  nehmen: 

Wenn  Zwei  Puncte  Q und  P gegeben  sind,  nnd  wir  legen  durch  jeden  dieser  Puncte  Fig.  23. 
drei  beliebige,  unbestimmt  verlängerte,  gerade  Linien,  die  wir  durch  I,  II,  Ul  und 
1,  2,  3 bezeichnen  wollen,  so  schneiden  sich  1 und  2,  II  und  1 in  zweien  Punctcn  M" 
nnd  M ; ferner  schneiden  sich  I nnd  3,  III  und  1 in  M'  nnd  M , und  endlich  II  und  3, 

III  und  2 in  M°  und  M„.  Ziehen  wir  nun  die  geraden  Linien  M”M„,  M'M,,  und  M0M#: 
so  vereinigen  alle  drei  sich  in  demselben  Pnnctc,  in  R. 

Um  diesen  Satx  zu  beweisen,  legen  wir  diebeidcnAxen  durch  die  beiden  gegebenen  Pnnc- 
te  Q und  P,  machen  aber  noch  keine  Bestimm nng  über  den  Anfangs  - Punct , den  wir  also 
einstweilen  beliebig  annchmen.  Legen  wir  nnn  die  zweite  Axe  durch  Q,  so  haben  wir 


*)  Novi  Comto.  Pctrop.  T.  XI. 
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für  die  Gleichungen  der  drei  geraden  Linien,  die  durch  diesen  Punct  gehen,  Gleichungen 


von  folgender  Form: 


y — y’-+-ax  = o für  I, 

y — y-t-  a'x  — o „ II, 


X"- 

u — a 


y — y'-t-a’x  = o „ in; 
und  ebenso  haben  wir  fllr  die  drei  übrigen  geraden  Linien,  welche  durch  den,  auf  der 
ersten  Axc  liegenden,  PunctP  gehen,  Gleichungen,  die  unter  folgender  Gestalt  erscheinen: 

y -4-  « (x  — i)  — o für  1 , 
y-f-«(x  — *)  =o  „3, 

y-f-a"(x— x’)  = 0 „3. 

Wenn  wir  die  Glcichnngen  für  I und  3 verbinden,  so  gibt  nns  die  Elimination  von 
y und  x die  Coordinaten  des  Durchsclmitts-Punctcs  M".  Für  diese  Coordinatcn,  die 
wir  durch  Y"  und  X"  bezeichnen  wollen,  ergibt  sich  sogleich: 

y _ _ a'(ax— y)  _ 

« — a 

Auf  dieselbe  YVcise  erhalten  wir  die  Coordinaten  des  Ponctcs  M,  die  wir  durch  Y„ 
nnd  X„  unterscheiden  wollen , durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  für  II  und  t. 
Wir  kommen  aber  anf  der  Stelle  zum  gewünschten  Resultate,  wenn  wir  in  den  Wcrthcn 
für  X"  und  Y”  blofs  a mit  a und  a mit  a'  vertauschen,  nnd  finden  anf  diese  Weise: 

X = , Y m — a(3'x'-lJ . 

**  u — a " a— a 

War  haben  ferner  ftir  die  gerade  Linie,  welche  durch  M"  und  ÄL  geht,  folgende 
Gleichung: 

(X-—  -X.)y— (Y~ — K.)x+  YX„~Y.X*^  o. 
nnd  wenn  wir  die  oben  für  X",  Y",  X,  und  Y gefundenen  Werthe  in  das  von  y und  r 
unabhängige  Glied  der  letzten  Gleichung  snhstituicen,  und  dzexas  GU~A  durch  C”  bezeich- 
nen, SO  findcnrwürnaär  elhcr  einfachen  Reduction: 

__  («’— a)  y’ * — (a'a — aa') y Y -f-  aa‘(a— a’) x'  * 

(o— a)(a — a) 

Setzen  wir  endlich,  ohne  weiter  zu  entwickeln: 

X"— X„  = A“,  — (Y* — Y_)  _ B", 

so  erhalten  wir  für  die  Gleichung  der  geraden  Linie  M"M_ : 

A ’y+  B'x  -f-  C"  ==  o 

Bilden  wir  anf  dieselbe  Weise  die  Gleichungen  der  beiden  andern  Linien,  von  denen  die 

eine  durch  M’  und  M , die  andere  durch  M°  und  M0geht,  so  bekommen  wir  Gleichungen 

von  derselben  Form:  . , 

Ay-f-Bx-J-C  = o, 

A y -f-  R x -t-  C = o, 

deren  Constante  wir  dnreh  hlofsc  Accent- Vertauschung  erhalten.  Für  unsem  Zweck  brau- 
chen wir  blofs  die  Ausdrücke  für  C und  C zn  kennen.  Wir  erhalten  den  erstem  der- 
selben C,  wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  für  C" die  einmal  accentuirtcn Buchstaben  zwei- 
mal acccntuiren;  wir  erhalten  C,  wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  für  C die  nicht  acccn- 
tuirten  Buchstaben  einmal  accentuircn.  Wir  bekommen  auf  diese  Weise: 

(a"— a)y'* — (a"a— «a")y'x'-S-aaa"(a— a‘‘)x'* 

(“  — a}(a — a') 

C (a"— O )y' * — (a“a' — a'a’')y'x’-f-a'a'l(a' — a")x', 

= la"—a~)(a—a') 
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Da  wir  Uber  den  Anfangs -Pimct  der  Coordinatcn  durchaas  keine  Bestimmung  ge- 
macht haben,  so  können  wir  nnn  annchmcn,  wir  hätten  ursprünglich  unsere  Rechnung  in 
der  Voraussetzung  angelegt,  dafs  jener  Punct  sich  iin  Durchschnitte  der  beiden  geraden 
Linien  M"M„  und  MM,  befinde,  dafs  mithin  C’  = C = o.  Diefs  gibt  nns  aber  zwischen 
den  Constanten  der  gegebenen  sechs  Geraden  folgende  beiden  Bedingungs- Gleichungen: 
(«'  — “)/*—•  (a  a— oa”  )yY  •+•  au  (a — a’  )x' 1 = o , 

(a"—  a)y*~  («" a — ua~)y'x'-f-  au"  (a— -a  }x‘  5 = o . 

Maltiplicircn  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  u , die  zweite  mit  a,  nnd  ziehen 
alsdann  jene  von  dieser  ab , so  kommt : 

“ j («’ — n)y'*— -(a"a'-— «'a")y'x'-+-o,«"(a' — a")x'*J  = o. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  auch  C gleich  Null  ist;  dafs  also  auch  die  dritte  gerade 
Linie  M°M0  durch  den  Anfangs  - Punct  der  Coordinatcn , d.  h.  durch  den  Durchschnitt 
der  beiden  ersten  Geraden  M'M,  und  M'M  geht ; — and  eben  diefs  wollten  wir  beweisen. 

71.  Da  wir  nun  aber  die  drei  geraden  Linien,  welche  durch  jeden  der  beiden Puncte 
Q nnd  P gehen,  in  beliebiger  Ordnung  nehmen  können,  so  finden  wir  durch  entspre- 
chende Constructionen  sechs  verschiedene  solcher  Puncte,  in  welchen  drei  gerade  Linien 
sich  schneiden,  von  denen  jede  durch  zwei  der  neun  Puncte  geht,  die  durch  den  Durch- 
schnitt der  drei  erstem  Geraden  mit  den  drei  letztem  entstehen.  Zur  bequemem  Bezeich- 
nung stellen  wir,  wie  oben  schon  geschehen,  die  drei  Geraden,  welche  dorch  Q gehen, 
durch  I,  11,  III;  diejenigen,  welche  durch  P gehen,  durch  1,  2,  3 dar;  den  Durchschnitt 
von  1 utul  l bezeichnen  wir  durch  (I,  I)  den  Durchschnitt  von  II  und  2 durch  (II,  2), 
nnd  so  fort;  endlich  die  gerade  Turne,  Weltllc  UIIKU  1 1 ;*  > und  (II,  2)  sieb  legen  läfsb 
durch  (1,  l)(II,2),  und  dem  entsprechend  die  Übrigen  in  Rede  stehenden  Lünen.  Diefs 
vorausgesetzt,  haben  wir  folgendes  Schema:  Es  schneiden  sich 


(i.2Xn.O. 

(1, 3)(ra, 

*)■» 

(n,  s)(ni,  2) 

in 

R, 

(i,  2)(n,3), 

(1,  tXm, 

3). 

(n,  tXm,  2) 

» 

s. 

(i,t)(n,2), 

(i,3)(m, 

*), 

(h,  3Xra<  1) 

*> 

T, 

(i.i)(n,3), 

(i,2)(ni, 

3), 

(11,  2);m,  ‘) 

ü. 

(l,3)(II,  l)s 

(t,2)(ni, 

(B,  2)  (in,  3) 

r> 

V, 

(L»)(n,2), 

(1,1)  an, 

2), 

(n,7)an,  3) 

n 

W. 

Es  ist  zugleich  ersichtlich,  dafs,  anstatt  die  beiden  Puncte  Q nnd  P und  die  durch 
jeden  dieser  Puncte  gezogenen  drei  geraden  Linien  als  ursprünglich  gegeben  anznnchmen, 
wir  ebenfalls  von  zweien  beliebigen  der  sechs  Constructions -Puncte  R,  S,  T,  U,  V und 
W,  und  den  in  jedem  derselben  zusammen  laufenden  drei  geraden  Linien  hätten  ausgc- 
Len  können,  und  dafs  alsdann  die  bisher  als  gegeben  betrachteten  Puncte  Q nnd  P sich 
in  die  Reihe  der  Construclions-Puncte  gestellt  hätten. 

72.  Wir  können  als  in  dem  Vorigen  bewiesen  anschcn,  dafs,  wenn  irgend  zwei  Fig.  2 4. 
der  in  dem  letzten  Schema  zusammcngestellten  Linien  parallel  sind,  auch  die  dritte 
zu  ihnen  gehörige,  mit  ihnen  parallel  ist.  Wollen  wir  aber  diesen  besondem  Fall  gera- 
dezu beweisen,  so  müssen  wir  den  oben  gegebenen  Beweis,  der  hier  nicht  Statt  finden 
kann,  einigermalsen  moilükiren.  Wir  müssen  nemlich  beweisen,  dafs  wenn  zwei  der 

5 " 
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drei  geraden  Linien,  M"M„ , M’M,  und  M°M0,  für  welche  wir  oben  folgende  Gleichungen 
gefunden  haben: 

A"x  ■+•  B'y  ■+•  C"  = o , 

A'  x B'  y -t-  C1  — o, 

Ai+By+C  =o,  , 

parallel  sind,  alle  drei  Linien  parallel  laufen;  dafs  also  wenn  die  Gleichung: 

jV'  a; 

- B"  “ B' 

Statt  findet,  daraus  folgt: 

A"  A’  _ A 

' . B”  “ B'  B * 

Da  wir  Uber  die  Coordinatcn-Axcn  weiter  keine  Annahme  gemacht  haben,  als  dafs 
jede  derselben  durch  einen  gegebenen  Punct  gehe,  so  künnen  wir  hier  wieder  die  Rech- 
nung abkürzen,  indem  wir  voraussetzen,  eine  der  Axcn  sey  mit  M"M„  und  MM  parallel. 
Wenn  wir  die  zweite  Axe,  unbekümmert  um  die  Richtung  der  ersten,  mit  jenen  Linien 
parallel  nehmen,  so  ist: 

A”  s=  o,  A'  = o; 

und  diese  Gleichungen  müssen  nach  dem  zu  beweisenden  Satze  eine  dritte  Gleichung : 

A = o, 

bedingen.  Hiervon  Überzeugen  wir  uns  leicht,  denn  wir  haben, 

A"«x_x  = “j-f  _ fi=£. 

“ a — a a — a 

((“' — n)-f-(a' — a))  y'— (a'a'— aa)x' 

(a — aX« — a)  ’ 

und  da  dieser  Ansdrnch  verschwindet,  ist: 

((«’— *))?— («’»'—  aa)x’  = o.  ^ r 

Die  Voraussetzung,  dafs  A'  gleich  Null  ist,  gibt  folgende  Dedtngungs  - Gleichung : 
((<*"— a) -Ha" — a))y' — (a'V — ua)x  « o, 

die  wir  sogleich  aus  der  letzten  Glcichnng  erhalten,  indem  wir  zweimal  statt  einmal  ac- 
centniren.  Ziehen  wir  von  der  letzten  Gleichung  die  vorhergehende  ab,  so  kommt: 

C(a  — «y-Ka"— a"»7'— <«'■"— «'a')x'  = o, 

und  diese  Gleichung  zeigt,  dafs  der  Werth  von  A: 

((a"—a~)  -Ha" — a'))  y— (a’a" — q'a'jx 

“ («"— a')C«'— a")  * 

den  wir  durch  Accent-Vcrtaoschung  aus  dem  Wertbe  von  A"  hcrleiten,  bei  obiger  Vor- 
aussetzungen ebenfalls1  verschwindet. 

73.  Eis  ist  leicht  zu  Uhersefacn,  dafs  der  allgemeine  Satz  auch  dann  noch  Statt  fin- 
den mufs,  wenn  anstatt  dafs  drei  gegebene  gerade  Linien  in  P znsammenlaufen , diese 
Geraden  parallel  sind  und  von  dreien  andern  geraden  Linien  geschnitten  werden,  die 
entweder  von  demselben  Puncte,  von  Q ausgeben,  oder  auch  wiederum  parallel 
sind.  Dieser  letzte  besondere  Fall  (und  nur  in  Beziehung  auf  einen  Durchschnitts -Punct) 
wurde  in  einem  der  ersten  Bände  der  Annalen  von  Gergonoe  zdiu  Beweise  vorge* 
Fig.  äS.  legt-  Der  erfolgte  Beweis  schliefst  sieb  an  die  oben  gebrauchte  Beweis -Art  an.  Neh- 
men wir  nemlich  den  Anfangs  - Punct  der  Coordinaten  beliebig,  die  Richtungen  der 
Axen  aber  parallel  mit  den  gegebenen  parallelen  Geraden,  so  erhalten  wir  für  die 
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Linien,  welche  wir  oben  dnreh  I,  U,  III  and  l,  2,  3 bezeichnet  haben,  folgende  Glei- 
chungen: 

z = c,  x at  c',  x ~ c"j 
y ■=  h,  y = b',  y = b'  i 

mithin  entspricht  die  Bezeichnung  (b',c)  und  (b,  c')  den  Puncten  M“  und  M„.  Die  Glei- 
chung der  geraden  Linie,  welche  durch  diese  beiden  Punctc  geht,  ist: 

(c— c’)y  -t-(b— b')x -f- (b’e' — bc)  = o. 

Durch  Accent-Yertauschung  ergeben  sich  sogleich  die  Gleichungen  für  MM,  und  M°M„: 

(c  — c')y  -t-(b— b")z-t-  (b"c"—  bc)  = o, 

(c— c")y-t»(b’— b")i+(b"c" — b'c)  ■=  o. 

Zwei  der  letzten  drei  Gleichungen  bedingen  die  dritte,  denn  wir  erhalten  jede  beliebige 
derselben,  indem  wir  die  beiden  Übrigen  von  einander  abziehen.  Es  schneiden  sich  also 
die  drei  bezüglichen  Geraden  in  demselben  Puncle,  in  R. 

Der  Beweis  ist  so  einfach,  dafs  wir  nicht  niilhig  haben,  wie  am  angeführten  Orte  ge- 
schieht, irgend  eine  Supposition  Uber  den  Anfangs -Punct  der  Coordinaten  zu  machen. 

Hier  gibt  cs,  wie  im  allgemciucn  Satze,  aufscr  R noch  fünf  Punctc,  in  denen  drei 
gerade  Linien  sich  vereinigen. 

~4.  Wir  können  die  in  den  letzten  Nummern  bewiesenen  Sätze  in  folgender  Aussage 
zusammenfassen: 

Wenn  drei  gerade  Limen,  die  entweder  unter  einander  parallel  sind,  oder  von  dem- 
selben Punct e ausgehen , drei  ander rf  geraden  Linien , die  dieselbe  Bedingung  erfüllen, 
begegnen,  so  entstehen  neun  Durchschnitts-Puncte ; verbinden  wir  je  zwei  derselben,  die 
nicht  auf  einer  der  sechs  gegebenen  Geraden  licstfS.»  durch  gerade  Linien,  so  erhalten  wir 
achtzehn  solcher  Linien,  die  sieh  zu  drei  in  sechs  verschiedenen  Puncten  vereinigen. 
Mehrere  dieser  Punct e können  unendlich  weit  liegen , d,  h.  die  bezüglichen  Geraden 
können  parallel  sejrn. 

75.  Wenn  wir  nnr  einen  der  sechs  in  Rede  stehenden  Puncte,  in  denen  drei  gerade 
Linien  sich  vereinigen,  betrachten,  so  können  wir  den  Salz  in  Beziehung  auf  ein  Sechseck 
aassprechen,  wo  denn  die  Aussage  desselben  unter  verschiedenen  Modificationen  erschei- 
nen kann.  So  haben  wir,  tun  nur  ein  Beispiel  zu  geben,  folgenden  Satz: 

Wenn,  bei  gehörigen  Verlängerungen , eine  Diagonale  eines  Sechsecks  mit  zweien 
Seiten  desselben  durch  denselben  Punct  geht,  oder  mit  ihnen  parallel  ist;  und  eine  an- 
dere Diagonale  mit  zweien  andern  Seiten  in  gleicher  Beziehung  steht:  so  durchsetzen 
sich  auch  die  dritte  Diagonale  und  die  beiden  übrigen  Seiten  des  Sechsecks  in  ein  und 
demselben  Puncte,  oder  sind  alle  drei  parallel. 

76.  Der  allgemeine  Salz  der  74.  Nummer  enthält  noch  die  besondern Fälle,  dafs  die 
geraden  Linien,  welche  durch  Q gehen,  denjenigen,  welche  durch  P geben,  alle  oder  zum 
Thoil  parallel  sind:  Fälle  auf  die  wir  leicht  in  den  frlihern  Entwicklungen  hätten  Rück- 
sicht nehmen  können.  Wir  kommen  auf  diese  YVcise  za  einer  Reihe  von  einzelnen  Sä- 
tzen, hei  denen  zu  verweilen  unsere  Absicht  nicht  ist.  Nur  ein  Beispiel  wollen  wir  an- 
führen.  Seyen  QA,  QB , QE  die  oben  durch  I,  II,  III  bezeichneten  geraden  Linien,  Fig.  2b- 
und  PA,  PB,  PD  die  Linien  1,  2,  3,  und  scy  QA  mit  PB  und  QB  mit  PA  parallel; 
alsdann  liegt  von  den  drei  in  der  ersten  Reibe  des  Schemas  der  7t.  Nummer  zusammen- 
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gestellten  geraden  Linien,  die  erste  unendlich  weit  entfernt  nnd  die  beiden  andern, 
M 3)(IU,  l)  und  (II,  3)(III,  2),  oder  DC  und  TE,  sind  daher  parallel.  Also: 

Wenn  man  durch  jeden  zweier  gegenüberliegenden  Winkel-Puncte  eines  Paralle- 
logramme! eine  gerade  Linie  in  beliebiger  Richtung  zieht,  so  bestimmen  die  Durchschnitte 
dieser  geraden  Linien  mit  den  Seiten  des  Parallclogrammes  die  Winkelpuncte  eines 
Parallel -Trapezes.  . , 

77.  Wir  wollen  als  letztes  Beispiel  eine  nene  Gruppe  von  Sätzen  betrachten.  Wenn 
drei  parallele  gerade  Linien  AB,  AB  und  A"B'  gegeben  sind  ond  auf  jeder  derselben 
zwei  Punctc  A und  B,  A'  nnd  B , A"  nnd  B beliebig  angenommen  werden,  so  schneiden 
sich  die  geraden  Linien  AA'  nnd  BB',  AA"  ond  BB',  AA"  und  BB  in  dreien  Pnnclen, 
welche  in  gerader  Linie  liegen.  Dieser  Satz  ist  in  einem  der  ersten  Bünde  der  Annalen 
von  Gergonne  analytisch  bewiesen.  In  der  Anlage  des  Beweises  wollen  wir  auf  dieselbe 
Weise  verfahren,  wie  dort  geschehen  ist.  Wir  legen  nemlich  die  erste  Aic  parallel  den 
gegebenen  Linien , während  wir  über  die  zweite  Axc  keine  Bestimmung  machen.  Dieser 
Annahme  gemäfs  ist  die  Coordinatcn- Bezeichnung  fiir  die  verschiedenen  Punctc  folgende: 


y = b; 


a> 

b'i 


X *= 

K"  y = 


a 

b"i 


B 


r, 


B" 


a 1 
b" 


r 


_ b = 


(*— a-4). 


a + 1,  B jx  - a’ 

(y  = b 5 |y  = b s 
Wir  erhallen  also  für  AA  und  BB'  folgende  Gleichungen: 

. b— b f \ 

b — b' 

(a— a)  -Kl— fi  _ 

Hieraus  ccgebewwfeh  ferner  folgende  Werthe  flir  die  Coordinatcn  des  Punctes  S”,  des 
Durchschnittes  von  AA’  und  BB' , die  wir  durch  y"  und  x"  bezeichnen  wollen: 

al'-al  . bl—  hl 

1 = ~vzr  > y - -jzr  • 

Für  die  beiden  andern  in  Rede  stehenden  Puncte  S'  nnd  S gibt  eine  blofse  Accent- Ver- 
tauschung sogleich:  al“— a’l  ..  hl"-b”l 

y = 


t =r* 

a'l* — a'T 


* - T=r’  7 Ä ~r=r 

Wir  können  nun  auf  verschiedene  Art  beweisen,  dafis  die  drei  Pnnctc  S",  S'  und  S 
in  gerader  Linie  liegen.  Entwickeln  wir  z.  B.  den  Werth  für  so  finden  wir  für 

denselben : 

• ' bT  - bT-  b'  l 4-  bl''  -t-  b l — bl' 

a'  T — aT— a l -t-  al"  -I-  a'l— al'  ’ 

und  da  dieser  Ausdruck  in  Beziehung  auf  die  gleichnamigen,  verschieden  accentoirten 
Buchstaben  symmetrisch  ist  (d.  h.  derselbe  bleibt,  wenn  wir  z.  B.  alle  einmal  accentuirten 
Buchstaben  mit  den  nicht  accentuirten;  nnd,  umgekehrt,  diese  mit  jenen  vertauschen),  so 
folgt  unmittelbar:  ...  , 

y -y  . y_ri  = y-y . 

x"— x'  x'' — x x’— x ’ 

mithin  liegen  die  obigen  drei  Pnncle  in  gerader  Linie. 


t 

bT-  bT 
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78.  Dasselbe  Resolut  können  wir  aber  ancli  nnmittelbar  in  der  Form  der  Aasdrücke 
für  die  Coordinatcn  dieser  Puncte  lesen.  Wenn  wir  nemlich  die  zweite  Axc,  über 
welche  durchaus  keine  Bestimmung  getroffen  ist,  parallel  nehmen  derjenigen  geraden 
Linie,  welche  durch  die  beiden  Puncte  (y",  x")  und  (y , x')  gehl,  so  ist 

x'  = x'.  (1) 

In  dem  besondem  Falle,  wo  die  zuletzt  bczcichnete  Gerade  der  gegebenen  parallel 
ist,  kann  jene  Bestimmung  über  die  zweite  A?c  nicht  Statt  finden,  alsdann  ist  aber,  welche 
Richtung  diese  Axc  auch  haben  mag,  immer: 

f = i-  co 

Nun  bedingt  aber  die  Gleichung  (I): 

x"  = x'  = x; 

und  die  Gleichung  (3)  bringt  mit  sich: 

f * Y = Y’% 

so  dafs  also  immer  die  drei  Puncte  S",  S',  nnd  S in  gerader  Linie  liegen.  Um  das  eben 
Ausgesprochene  auf  der  Stelle  cinzuschen,  dienen  folgende  Bemerkungen.  Da  die  Form 
der  W erlhc  für  die  Ordinalen  und  Abscisscn  durchaus  dieselbe  ist,  so  liegt  in  der  Be- 
weis-Führung  des  einen  Theilcs  zugleich  diejenige  des  andern.  Wir  wollen  den  letzten 
Fall  nehmen.  Betrachten  wir  nur  für  einen  Angcnblick  (b  ,1) , (b‘,  1) , (b" , 1’)  als  die  Coor- 
dinatcn dreier  Puncte,  so  bemerken  wir  sogleich,  dafs 

„ hl' — hl 

y *■  r_i 

die  Ordinate  des  Durchschnittes  der  zweiten  Axe  mit  einer  geraden  Linie,  die  durch  den 
ersten  und  zweiten  obiger  drei  Puncte  geht,  bezeichnet.  Ebenso  bezeichnen  y'  nnd  y die 
Ordinate«  dos  Durchschnittes  der  zweiten  Axq  und  zweier  gerader  Linien,  von  denen  die 
eine  durch  den  ersten  nnd  dritten,  die  andern  durch  den  zweiten  und  dritten  obigar  Puncte 
gebt.  Setzen  wir  nur  y"  y’,  so  ergibt  sieb  unmittelbar,  dafs  alle  drei  Puncte  auf  einer 
geraden  Linie  liegen,  die  von  der  zweiten  Aze  ein  Segment: 

y”  = y-  = y 

abschneidet.  Auf  diese  Weise  haben  wir  alle  Elimination  erspart. 

79.  Abstrahiren  wir  davon,  (wie  a.  a.  O.  geschieht)  dafs  die  gerade  Linie,  welche 
durch  die  Puncte  S"  und  S'  gebt,  den  gegebenen  parallel  scyn  kann,  so  können  wir  die 
Elimination  abkllrzen,  indem  wir  die  zweite  Axe  selbst  durch  jene  Ponctc  legen.  Alsdann 
ist  x"  = x’  = o nnd  cs  kommt: 

• a a a"  a 

...  . . r “ r r “ v 

mithin  ist  anch : . , 

TT* 

woraus  denn  folgt,  dafs  aach  x verschwindet. 

80.  Indem  wir  nach  einander  die  beiden  Puncte  aof  jeder  der  drei  gegebenen  gcra-  Fig.  87. 
den  Linien,  AB,  A'B-  und  A'B"  unter  einander  vertauschen,  gibt  uns  eine  ähnliche  Con- 
straction  wie  frtther  noch  dreimal  drei  Ponctc,  die  in  gerader  Linie  liegen  nemlich  S”,cr 

und  a-,  S ja  und  u";  S,a'  nnd  a". 

81.  Der  in  der  77.  Nummer  Für  y"  gefundene  Werth  ist  unabhängig  von  a nnd  a', 
so  wie  der  Werth  für  x"  unabhängig  ist  von  b nnd  b'.  Diese  Resultate  sind  leicht  geo* 
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metrisch  zu  deuten.  Das  letzte  derselben  ist  als  besonderer  Fall  eines  Satzes  anzusehen, 
den  wir  nun  zunächst  entwickeln  wollen.  , 

82.  Es  scycn  OAB  ond  OA'B’  zwei  beliebige  sich  in  O schneidende  gerade  Linien, 
deren  Durchschnitt  wir  zum  Anfangs -Punctc  der  Coordinalcn  nehmen;  den  Axen  geben 
wir  eine  beliebige  Richtung.  Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  sind  bei  diesen  Vor- 
aussetzungen von  folgender  Form: 

y = tz,  y = tx. 

Nehmen  wir  daher  auf  jeder  derselben  zwei  Puncte  beliebig  an,  auf  der  einen  A und  B, 
auf  der  andern  A'  und  B',  so  können  wir  die  Coordinalcn  dieser  vier  Punctc  auf  folgende 
Weise  bezeichnen: 


— a 

= ta, 


)y  = ta, 


B 


= » „x  = u 

fy  = ta,  ly  ■=  »V 

28.  Die  Gleichungen  zweier  gerader  Linien,  von  welchen  die  eine  durch  A und  A',  die  an- 
dern durch  B und  B',  gebt,  sind  hiernach  folgende: 

t'a  — ta  . 

Tnr(x-a)’ 


y — ta  ss 


ta— ta 


(x-o). 


Ziehen  wir,  um  y zu  climiniren,  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  so  kommt 
nach  einigen  Redactionen: 

aa'fa’— u)  — — ««'(a’ — a) 


aa  — a a 


Dieser  Ausdruck  fiSr'die’Abscisse  des  Durchschnittes  der  beiden  geraden  Linien  AA'  und  BB' 
ist  unabhängig  von  t und  t'.  Wenn  wir  daher  jede  der  beiden  gegeben  Geraden  nm  den 
gemeinsamen  Durchscbuitt  beliebig  drehen , nnd  dabei  die  Puncte  A , B , A’  und  B‘ 
auf  den  bezüglichen  Linien  sich  so  verrücken  lassen,  dafs  ihre  Abscissen  sich  nicht  än- 
dern, so  bleibt  auch  der  Werth  von  x derselbe.  W ir  bestimmen  aber  gleiche  Abscissen 
durch  gerade  Linien,  die  der  zweiten  Axe  parallel  sind,  die  also  für  nnsera  Fall,  da  wir 
keine  Bestimmung  Uber  die  Richtung  der  Axen  gemacht  haben,  eine  durchaus  beliebige 
Richtung  haben.  Abo: 

Wenn  vier  Parallel -Linien  gegehen  sind,  und  man  zieht  durch  irgend  einen  festen 
PuncL  in  beliebiger  Richtung  vcrechicdene  Paare  gerader  Linien,  und  verbindet  die 
Puncte,  in  welchen  eine  Linie  jedes  Paares  zwei  jener  Parallelen  schneidet,  mit  den 
' Puncten,  welche  die  andere  auf  den  beiden  übrigen  bestimmt,  durch  zwei  gerade  Li- 
nien (.was  auf  doppelte  Weise  geschehen  kann):  so  ist  der  geometrische  Ort  für  die 
Durchschnitte  derselben  eine  fiiifte  und  sechste  Parallele.  - 

Io  der  28  Figur  ist  blofs  anf  die  Drehung  der  zweiten  Geraden  um  den  festen  Panct 
O Rücksicht  genommen,  die  beiden  Lagen  dieser  Linie  sind  OT  nnd  Ot'.  SS  und  aa 
sind  die  beideu  Parallelen,  welche  alle  die  in  Bede  stehenden  Durchschnitte  enthalten. 


83.  Bei  den  eben  gemachten  Beschränkungen  erhalten  wir  durch  Umkehrung  fol- 
genden Satz: 
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Wenn  irgend  drei  parallele  gerade  Linien  gegeben  sind  (Ad , Bb'  und  SS)  und 
man  zieht  von  einem  Bunde  (S)  der  letztern  zwei  gerade  Linien  nach  zweien  festen 
Puncten  (A  und  B ),  so  schneidet  eine  dieser  Linien  die  erste , die  andere  die  zweite 
Parallele  so,  dafs  die  gerade  Linie,  welche  die  beiden  Durchschnitte  (A  und  B,  oder 
d und  b’)  verbindet,  immer,  wie  wir  auch  S auf  der  Parallelen  SS  fortriieken  lassen, 
durch  einen  constanten  Punct  O geht,  der  mit  den  beiden  angenommenen,  festen,  Punk- 
ten (A,  B)  in  gerader  Linie  liegt. 

84.  Wir  wollen  zu  den  beiden  geraden  Linien  OAB  und  OA'B',  die  wir  in  der  82.  Fig. 
Nummer  betrachtet  haben,  noch  eine  dritte  O.V'B  ' hinzufilgen , die  durch  den  Durchschnitt 
der  beiden  ersten  geht.  Ihre  Gleichung  sey : 

y “ *“*• 

Auf  dieser  Linie  bestimmen  wir  irgendwo  zwei  Punclc  A"  und  B",  die  wir,  dem  Frühem 
analog,  folgendermaafsen  bezeichnen: 

... 

(y=  ta,  (y  = !«■ 

Ziehen  wir  nun,  ähnlich  wie  wir  es  in  der  77*  Nummer  gethan  haben,  AA’  und  BB',  AA" 
und  BB“,  A’A"  und  BB“,  welche  sich  in  S",  S'  nnd  S schneiden,  so  liegen  diese  drei 
Durchschnitte  in  gerader  Linie. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  können  wir  folgendermaafsen  angreifen.  Wir  haben  oben 
ftlr  die  Abscissc  des  Pnnctes  S“,  die  wir  nun  durch  x"  unterscheiden  wollen,  folgenden 
Aasdruck  gefunden: 

. aa'(a'—- a)  — oa(ä — a) 


29. 


nnd  durch  Accent- Vertauschung  erhalten  wir: 

. aa''(a“ — o) — no"(a”- 


a) 


aa  ■ — a a 

aa ”(«' — d) — a'a“(a"— a') 
x — ' ' ■ ■ — . ...■■■■  1 

aa  - — a u • 

für  die  Abscissetl  der  Puncto  S’  nnd  S.  Wenn  wir  nnn  die  Richtung  der  zweiten  Axc 
mit  derjenigen  geraden  Linie,  die  durch  die  beiden  Punctc  S"  und  S’  geht,  parallel  neh- 
men, so  ist 

x'  - x, 

nnd  wir  brauchen  blofs  zu  zeigen,  dafs  bei  dieser  Voraussetzung: 

x'  x'  = X. 

Zu  diesem  Ende  wollen  wir  die  Bedingungs- Gleichung  suchen,  dafs  x"  gleich  werde  x. 
Bringen  wir  den  Werth  von  xr — x'  auf  gemeinschaftlichen  Nenner,  setzen  den  Zähler 
des  so  erhaltenen  Ausdrucks  gleich  Null,  reduciren  und  dividiren  alsdann  durch  (a— «), 
'so  kommt: 

aa \d'a—d‘d)  — aa'(a'a — a u“)  -f-  a a "(ad — ad')  = o (1) 

Da  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  die  verschieden  accentuirtco  Buchstaben  symmetrisch 
ist:  so  folgt  unmittelbar: 

x"  — x — x , 

d.  h.  die  entsprechenden  Puncte:  S",  S'  und  S liegen  in  gerader  Linie. 


tion 


85.  An  die  Stelle  des  eben  gegebenen  Beweises,  können  wir  eine  leichte  Constmc- 
setzen,  worauf  uns  die  vorhergehenden  Nummern  binftihren.  Wir  nehmen  die  zweite 
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Axe,  wie  vorher,  der  geraden  Linie,  die  durch  S"  und  S‘  geht,  parallel,  bestimmen  ferner 
auf  AA'  einen  Punct  a , der  mit  A",  und  auf  BB”  einen  Punct  f , der  mit  B"  dieselbe 
Abscissc  hat.  Alsdann  geht  (33)  uf  durch  O.  Ferner  schneiden  sich  (82)  die  Linien 
A'A"  und  BB”  in  einem  Puncto  S,  der  mit  dem  Durchschnitte  von  Aa"  und  BfT,  der 
kein  anderer  ist  als  der  Punct  S",  dieselbe  Abscissc  hat.  Es  liegen  also  S S'  und  S in 
gerader  Linie. 

86.  Filr  dieselben  sechs  Puncto  können  wir,  indem  wir  nach  einander  die  beiden  Puncte 
auf  jeder  der  in  O sich  schneidenden  geraden  Linien  in  umgekehrter  Ordnung  nehmen, 
noch  dreimal  drei  Puncte  construiren,  die  in  gerader  Linie  liegen  (80).  Der  allgemeine 
Satz  ist  demnach  folgender: 

Wenn  sechs  Puncte  gegeben  sind,  die,  paarweise  genommen,  auf  drei  geraden  Li- 
nien liegen,  welche  entweder  in  demselben  Puncte  sich  durchsetzen  oder  parallel  sind, 
und  wir  verbinden  die  Puncte,  welche  auf  je  zwei  dieser  Geraden  liegen,  durch  zwei 
neue  gerade  Linien  mit  einander  ( was  auf  doppelte  Weise  geschehen  kann) : so  erhalten 
wir  sechs  Durchschnitte,  von  denen  wir  viermal  drei  zusammennehmen  können,  die  in 
gerader  Linie  liegen. 

87.  Denselben  Salz  können  wir  auch  in  folgende  Aussage  einklciden: 

3o.  Wenn  sich  die  drei  Diagonalen  eines  Sechsecks  in  demselben  Puncte  schneiden,  so 
liegen  die  beiden  Durchschnitte  zweier  an  einander  stofsender  Seiten  mit  den  bezüglich 
gegenüberliegenden  Seiten  und  der  Durchschnitt  derjenigen  Geraden,  welche  die  äufser- 
st en  Puncte  jedes  der  beiden  Paare  an  einander  stofsender  Seiten  verbindet , in  ein  und 
derselben  geraden  Linie.  ( Fig . so.)  Wenn  wir  ferner  je  zwei  Winkel- Puncte  des  Sechs- 
ecks, zwischen  welchen  jedesmal  noch  ein  Winket-Punet  Umgt-t-Jm 1 yft- gerade  Linien  ver- 
binden, so  schneiden  sich  die  gegenüberstehenden  dieser  sechs  Linien  in  drei  Puncten, 
die  ebenfalls  in  gerader  IJnie  liegen. 

Es  ist  offenbar,  dafs  dieser  Satz  auch  in  der  Umkehmng  wahr  bleibt. 

88.  Wir  hätten  aus  den  letzten  Entwicklungen  noch  andere  Resultate  ziehen  kön- 
nen. Wenn  wir  z.  B.  die  Gleichnng  (1)  der  84.  Nummer  nehmen  und  in.  derselben  die 
Buchstaben  o,  ci,  a mit  p,  p',  p“  und  a,  a',  a"  mit  q,  q',  q"  vertauschen,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung  (5)  der  57-  Nummer,  welche  anzeigt,  dafs  diejenigen  drei  geraden  Li- 
nien, die  auf  einer  der  Coordmatcn- Axen  die  Segmente  p,  p’,  p”,  auf  der  andern  die  Seg- 
mente q,  q',  q”  abschncidcn,  durch  ein  und  denselben  Punct  gehen.  Hierdurch  sind  also 
Constructioncn  von  drei,  in  demselben  Puncte  sich  schneidenden,  geraden  Linien  gegeben: 
Constructioncn,  die  sich  durch  eine  bequeme  Axen -Annahme  nnd  durch  soustige  Bestim- 
mungen noch  vereinfachen  lassen. 

Fast  jede  symmetrisch  angelegte  analytische  Rechnung  wird  uns,  wenn  wir  auf  die 
Form  der  verschiedenen  Gleichungen,  durch  welche  wir  schrittweise  vorwärts  gehen,  auf- 
merksam sind,  zu  neuen  Folgerungen  fuhren.  Was  diejenigen  Sätze  insbesondere  be- 
trifft, die  sich  auf  den  Durchschnitt  dreier  gerader  Linien  in  demselben 
Puncte  beziehen,  so  erscheinen  dieselben  meistens  erst  in  ihrer  natürlichen  Verbindung, 
wenn  wir  sie  auf  solche  zorUckftthrcn,  welche  darauf  sich  beziehen,  dafs  beliebig  viele 
gewissen  geometrischen  Bedingungen  Genüge  leistende,  gerade  Linien  durch  ein  und  den- 
selben Punct  gehen.  Eben  so  lassen  sich  Sätze  über  drei,  in  gerader  Linie  liegen- 
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de  Pnncte  auf  Satze  Uber  lineare  Ocrter  zcnrilckfuhren , und  nur  indem  wir  diese  disen- 
tiren,  scheinen  wir  eine  gewisse  Vollständigkeit,  mit  der  immer  die  grufstc  Leichtigkeit 
verbunden  ist,  erreichen  za  können.  Hier  mag  die  Construction  der  Gleichnng: 

A + A*  + A = o 

in  einer  der  frUhcrn  Nummer  als  Beleg  dienen. 

89.  Die  vorstehenden  Entwicklungen  kntlpfen  sich  alle  an  Gleichungen  an,  die  rUck- 
sichtlich  der  veränderlichen  Gröfscn  nur  vom  ersten  Grade  sind.  Wenn  wir  Verbindun- 
gen von  geraden  Linien  za  betrachten  bähen,  so  ist  es  jedoch  öfters  von  Vortheil,  ein 
System  mehrerer  gerader  Linien  durch  eine  einzige  Gleichnng  von  hö- 
heren Grade  darznstellen,  statt  jede  besondere  gerade  Linie  durch  eine  beson- 
dere Gleichnng  vom  ersten  Grade  zu  bezeichnen. 

Um  zwei  gerade  Linien  durch  eine  einzige  Gleichung  auszudriieken , brauchen  wir 
blofs  die  lineare  Gleichung  jeder  derselben  auf  Null  za  bringen  and  dann  die  beiden  Glei- 
chungen mit  einander  za  multipliciren.  Die  Gleichung: 

(y-f-az-t-b)(y-Hax+^)  = o (1) 

bezeichnet  das  System  zweier  gerader  Linien,  die,  einzeln  genommen,  durch  die  beiden 
Gleichungen ; 

y-f-ax  + b = 0, 
y-t-ax-t-j»  = 0, 

gegeben  sind,  denn  jede  dieser  letztem  Gleichungen  gibt  eine  Beziehung  zwischen  yundx, 
welche  aach  der  Gleichung  (1)  GenUge  that,  and  dieser  Gleichung  geschieht  anch  nur 
in  dem  Falle  Genüge,  wenn  einer  der  beiden  Factorcn  ihres  ersten  Theiles  verschwindet 
d.  h.  wenn  eine  der  beiden  Gleichungen  (2)  besteht.  Die  Gleichung  (l)  bestimmt  also, 
wenn  wir  y und  x alle  möglichen  Wajtfao  üniUesa.  solche  Puncte  und  nur  solche  Puncte, 
die  auf  einer  der  beiden  durch  (2)  dargcstclltcn  geraden  Linien  Kegen,  sie  ist  d*c  Glei- 
chung des  Systems  dieser  Linien.  Die  Gleichnng  (1)  dürfen  wir  also  durchaus 
nicht  mit  einer  der  beiden  Gleichungen  (2)  als  identisch  nehmen.  Dieselbe  Bemerkung 
gilt  auch  dann  noch,  wenn  die  Gleichung  einer  dieser  Linien  sich  auf 

y = 0 oder  x = t> 
reducirt.  Es  bezeichnet  folgende  Gleichnng  z.  B.: 

yfy-f-ux-f./S)  = o, 

ein  System  xweicr  gerader  Linien,  von  denen  die  eine  mit  der  ersten  Axc  zusammcnfällt, 
and  wenn  wir  den  Factor  y fortlassen  wollten,  würden  wir  keine  Rücksicht  nehmen  auf 
alle  Puncte  dieser  letzten  Linie.  Auf  entsprechende  Weise  ist: 

xy  = o (J) 

die  Gleichnng  des  Systems  der  beiden  Coordinalcn- Axen.  Dafs  hierin  mehr  als  eine 
blofse  Bezeichnung  liegt,  werden  wir  an  manigfachen  Beispielen  des  dritten  Abschnittes 
sehen , denn  so  wie  wir  die  Gleichung  (t)  mit  andern  Gleichungen  verbinden  können, 
eben  SO  gut  können  wir  auch  die  letzte  Gleichung  (3)  in  die  Rechnung  cinführen. 

Die  Gleichungen  zweier  gerader  Linien,  die  beide  durch  einen  festen  Punct  (y',  'x') 
gehen,  haben  folgende  Formen: 

(y— y)+a(x— «■)  = o, 

(y— y'l-f-ofx— x)  = oj 
und  hiernach  stellt  folgende  Gleichung: 

^ " (y— y’/*-f-(a-f-«)(y'— yX*— x')-f-a«(x— x)*=  0,  («) 

ein  System  zweier,  sich  im  Puncte  (y,  x-)  schneidender,  gerader  Linien  dar. 

1 6 * 
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Aus  den  letzten  Erörterungen  ist  klar,  dafs  wir  im  Allgemeinen  ein  System  ton  n 
geraden  Linien  durch  eine  einzige  Gleichung  vom  n.  Grade  darstellen  können. 


90.  Verwandlung  der  Coordinaten. 


Wenn  wir  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes  Ftlr  ein  beliebiges  geradliniges  Coor- 
dinaten • System  kennen,  so  können  wir  die,  auf  ein  anderes  System  sich  beziehenden, 
Coordinaten  desselben  Punctes  vermittelst  der  ursprünglichen  Coordinaten  nnd  derjenigen 
ennstanten  Gröfsen  ansdrtlcken,  durch  welche  die  Lage  des  zweiten  Systems,  rücksichtlich 
des  erstem,  bestimmt  wird.  Wenn  wir  daher  in  der  Gleichung  eines  geometrischen  Or- 
tes auf  die  veränderlichen  Gröfsen  die  eben  bezcichncten  Verwandlungs-Formeln  anwen- 
den, so  erhalten  wir  die  Gleichung  desselben  Ortes  für  das  andere  System.  Da  non  die 
gerade  Linie  immer  durch  eine  lineare  Gleichung  dargestellt  wird,  so  ist  olfenbar,  dafs 
auch  die  gegenseitige  Beziehung  der  Coordinaten  desselben  Punctes  in  zwei  verschiede- 
nen Systemen  nothwendig  eine  lineare  ist.  Bezeichnen  wir  daher  durch  y,  x die  Coordi- 
naten des  ersten,  durch  y,  x die  Coordinaten  des  zweiten  Systems,  so  ist  die  allgemeine 
Form  der  Ausdrücke,  durch  welche  y und  x in  y und  X gegeben  sind,  folgende: 

y = y-  -t-  my  -t-  nJT, 
x = x -+-  py  •+.  qx •, 

wo  y',  x'  nnd  m,  n,  p,  q noch  zu  bestimmende  Constanten  sind,  die  sich  auf  die  gegen- 
seitige Lage  der  beiden  Coordinaten  - Systeme  beziehen. 

Zuerst  ist  leicht  ersichtlich,  dafs  die  beiden  Gleichungen  (l) in  folgende  tibergehen: 

y = y' 

y «* 

wenn  wir  die  Axen  parallel,  mit  sich  selbst  verrücken,  nnd  durch  y'  nnd  x d*e,  auf  das 
erste  System  sich  beziehenden,  Coordinaten  des  neuen  Anfangs-Ponctcs  bezeichnen.  Denn 
da  offenbar  für  das  zweite  System  (—  y')  und  (— x')  die  Coordinaten  des  ursprünglichen  An- 
fangs - Punctes  sind,  so  müssen  die  Gleichungen  (t),  indem  wir  yundx  verschwinden  lassen: 

o ■»  y *f-  m_y  •+■  nr, 
o = x -f-  py  qx, 
identisch  scyn  mit  den  Gleichungen: 

o = y + y, 

o » i'  + r; 

und  hiernach  erhalten  wir: 

m = 1 , n — o , p = o , q b 0. 

Wenn  wir  den  Anfangs-Punct  der  Coordinaten  bcibebaltcu,  so  redneiren  sieb  die 
Glcicbnngcn  (t)  auf  folgende: 

y = my  +nr, 

* = pyH-qx; 

was  auch  schon  sogleich  daraus  folgt,  dafs  y sowol  als  x verschwinden  mofs,  wenn  wir 
zar  Bestimmung  des  Anfangs -Punctes  zogleich  y *=  o nnd  x = o setzen.  Die  Con- 
stanten m,  n,  p and  q beziehen  sich  aaf  die  Veränderang  der  Axen -Richtung.  Um 
die  Richtung  der  neuen  Axen  za  bezeichnen,  wollen  wir  diejenigen  Winkel,  welche  die 
erste  nnd  zweite  neue  Axe  mit  der  ersten  ursprünglichen  Axe  bilden  <p  nnd  V,  diejenigen 
Winkel,  welche  dieselben  Axen  mit  der  zweiten  ursprünglichen  bilden,  4 nnd  4"'  nennen. 
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wobei  wir  alle  Winkel  von  den  ursprünglichen  Aren  an  nach  der,  ein  für  alle  Mal  ange- 
nommenen, Richtung  bestimmen.  Hiernach  ist  dcT  Coordinaten  - Winkel  des  ersten  Sy- 
stems , den  wir  durch  3 bezeichnen : 

and  der  Coordinaten -Winkel  des  zweiton  Systems,  den  wir  durch  £ bezeichnen: 

<P'~  9 — 'l'  — 4'  — 5- 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (2)  x = o setzen,  so  erhalten  wir  für  Puncte,  die  auf 
der  zweiten  neuen  Azc  liegen: 

y " nyr, 
x «=  p y; 

und  wenn  wir  y — 0 setzen  für  Pnncte,  die  auf  der  ersten  neuen  Azc  liegen: 

y — nx, 

* <=  qx. 

Nehmen  wir  non  anf  jeder  dieser  beiden  Azcn  irgend  einen  beliebigen  Punct , so  gibt  eine 
leichte  Constrnction : 

f sin  9 j sin  9 

m = z-  = _ , — _ n = — = 1 . , 

y sin  3 x Sin  $ 


x sin  41' 

p »_  » _ 


sin  4- 


sin  A 


(J) 


und  hiernach  gehen  die  Gleichungen  (2)  in  folgende  Uber: 

ysinp  + xsin  9 
<1)1^  ’ 

, ä.  __ 

stn$  — 

Wenn  das  Coordinaten-Systcm,  za  dem  wir  Übergehen,  ein  recht- 
winkliges  ist,  so  haben  wir  9‘  es  (ip  ■+•  f ) und  <ji  m (4<  -f-  ^),  mithin: 

sin  9 *s  cos  9,  sin  4*'  = cos  4>, 

wonach  die  Gleichungen  (3)  folgende  Formen  annehmen : 

y ros  9 •+•  x sin  9 

- y = C.  ■ 11  , 

sin  A 

x =3  — ycos<l>  •+•  x sin  4- 
sin  3- 

Wenn  das  ursprüngliche  Coordinatcn-Sys  tem  ein  rechtwinkliges  ist, 
so  haben  wir  3 =:  9 =»(<{<  + j) tP'=(d/'f*UD(] ^),  mithin: 

sin  3 = 1,  sinl  cos Q , sin  4»'  =»  — cos?', 

wonach  wir  ans  {3}  folgende  Gleichungen  erhalten: 

y es  y sin  9 -b  x sin  <f , 
y = ycostf  ■+■  x cos  9. 

Wenn  wir  endlich  von  einem  rechtwinkligen  System  za  einem  neuen 
rechtwinkligen  System  übergehen,  so  verwandeln  sich  die  letzten  Gleichungen 
(5),  weil  alsdann: 

sin  9 = cot 9,  cos  9'  = — 


(55 
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(6) 


in  folgende : 

y as  ycosQ  -h  xsin<p, 
x = — ysinQ  -f-reosf- 
Bei  der  vorstehenden,  bekannten,  Entwicklung«- Weise  der  Verwandlung« -Formeln, 
kommt  alles  aaf  die  Form  der  beiden  Gleichungen  (1)  an.  Wollen  wir  diese  Form  nicht 
geradezu  annehmen , «o  können  wir  auch  anf  folgende  Art  verfahren.  Wir  nehmen  nem. 
lieh  für  das  ursprüngliche  System  zunächst  ein  rechtwinkliges  und  gehen,  mit  Beibehaltung 
des  Anfangs -Punctcs,  zu  einem,  außerdem  beliebigen,  zweiten  Systeme  über.  Alsdann 
erhalten  wir,  der  obigen  Winkel -Bezeichnung  gcmäfs,  für  die  Gleichung  einer  geraden 
Linie,  die  mit  der  ersten  ursprünglichen  Axe  irgend  einen  Winkel  t,  also  mit  der  ersten 
Axc  des  zweiten  Systems,  dessen  Co  ordinalen -Winkel  ($'—$)  ist,  einen  Winkel  (t — <p) 
bildet,  folgende  beiden  Gleichungen: 

i «=  tang  t 


y _ sin  (« — 9) 
x sin{<$—\) 

von  denen  die  erste  sich  auf  das  ursprüngliche,  'die  zweite  sich  anf  dasjenige  System  be- 
zieht, zu  dem  wir  übergehen  wollen.  Entwickeln  wir  ans  der  zweiten  Gleichung  den  Werth 
von  tang  t und  suhstituiren  ihn  in  die  erste,  so  kommt: 

y _ y singt -t-x sin  <? 
x ~ ycos<p-i-xsin<V ' 

Wir  haben  also:  * 

y = fi(ysinty+xsinQ),  . 

y ■=  (•(ycosV -hx cos $),  w 

indem  wir  in  beiden  Gleichungen  durch  fi  denselben,  noch  zu  bestimmenden  Factor,  be- 
zeichnen, wgjpher,  der  linearen  Beziehung  der  Coordinaten  beider  Systeme  zu  einander 
wegen , unabhängig  von  diesen  Coordinatcn  scyn  mufs.  Dieser  Factor  ist  also  leicht  zu 
bestimmen,  und  wir  sehen  sogleich,  dafs  er  gleich  Eins  ist,  denn  filr  Puncto  der  ersten 
neuen  Axc  haben  wir  y — y sin  <p , und  wir  müssen  offenbar  zu  derselben  Gleichung 
kommen,  wenn  wir  in  der  ersten  der  Gleichungen  (y):  y «=■  o setzen.  Hiernach  werden 
die  Gleichungen  (7)  identisch  mit  den  Gleichungen  (5),  und  aus  diesen  können  wir  leicht 
die  übrigen  Verwandlung« -Formeln  hcrleitcn: 


i 

i 
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91.  ’ ' cnn  wir  durch  R den  Abstand  irgend  xweier  Puncte  (y",  x“)  nnd  (y  ,x')  von 

einander  bezeichnen,  so  haben  wir: 

(y”— y’)*+a(y'— y’X*'— x)cosß  •Kx"— x")ä=  R* , 
wo  ß jedes  beliebige  scyn  kann  und  den  Coordinaten- Winkel  bedeutet.  Betrachten  wir 
einen  dieser  beiden  Puncte , «tw«  (yV'OV'al»  ftm  w><t  Lüsen  um  diesen  festen  Pnnct 
sich  den  andern  Pnnct  (y",  x ")  so  bewegen,  dafs  der  Abstand  beider  Puncte  von  einan- 
der immer  derselbe  bleibt,  so  beschreibt  der  zweite  Punct  einen  Kreis.  Dicfs  heifst,  buch- 
stäblich in  die  Sprache  der  analytischen  Geometrie  übertragen:  wenn  wir  die  Coordina- 
ten y"  und  x"  als  veränderliche  GrCfsen  betrachten  (und  deshalb  die  Accente  fortlassen) 
so  ist  obige  Gleichung: 

(y-y')a+  2(y— y)(x — *1  cos  ß -Hx—x) 2 = R a,  (.) 

die  allgemeinste  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Radius  gleich  R ist,  und  dessen  Mittel- 
punct  durch  die  Coordinaten  y'  nnd  x'  bestimmt  wird.  Nehmen  wir  den  Mittclpunct  des 
Kreises  zum  Anfangs -Puncte  der  Coordinaten,  so  ist: 

/ = 0,  x <=  o, 

nnd  die  Gleichung  des  Kreises  wird  folgende: 

2y  x cos  ß -hx*  w R»  (*) 

Ist  ß = ^ mithin  cos  ß w>  o,  so  gehen  die  beiden  Gleichungen  (t)  und  (2)in  folgende  über: 

(y— yY-b(x—xY  = R», 
y*  +t*=  R*. 

In  diesem  Abschnitte  werden  wir  uns  vorzugsweise  rechtwinkliger  Coordinaten,  mit- 
hin der  beiden  letzten  Gleichungen  bedienen ; in  dem  folgenden  Abschnitte  aber  umfassen 
wir  die  allgemeinste  Gleichung  des  Kreises  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades. 

92.  Seyen : 

(y-Äs*Kx— «)*  « e*.  CO 

(y-b)*-Kx-a)ä  = r»,  (2) 
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die  Gleichungen  zweier  sich  schneidender  Kreise.  Verbinden  wir  diese  Gleichungen  anf 
irgend  eine  beliebige  Weise,  so  kommen  wir  za  der  Gleichung  eines  geometrischen  Or- 
tes, der  durch  die  Durchschnitts -Puncte  der  beiden  Kreise  geht  Wenn  wir  z.  B.  ah- 
zichcn,  kommt: 

2(b— p)y+<2(»— «)*  = Pa— (aa+ßz)  — rs-Ka*-f-b»).  (J) 

Weil  diese  Gleichung  nun  eine.  Folge  der  beiden  erstem  Gleichungen  ist,  so  bekommen 
wir  dieselben  Wcrthc  für  y und  x,  gleichviel  ob  wir  diese  Wert  he  zwischen  den  beiden 
Gleichungen  (t)  und  (2),  oder  zwischen  einer  beliebigen  derselben  und  der  dritten  Glei- 
chung climinircn.  Zwischen  zweien  Gleichungen  die  veränderlichen  Grüben  eliminiren 
heilst  aber  die  Coordinaten  der  Durchschnitts -Puncte  der  beiden  durch  jene  Gleichungen 
dargcstellten  Oerter  suchen.  Wir  müssen  indcfs_ hierbei  aufmerksam  seyn  auf  den  Grad 
der  verschiedenen  Gleichungen ; *)  hier  haben  wir  den  Fall,  dafs  dieser  sich  reducirt,  wir 
kommen  zu  einer  Gleichung  vom  ersten  Grade,  mithin  zu  der  Gleichung  einer  geraden 
Linie.  Diese  gerade  Linie  geht  also  durch  die  Durchschnitte  der  beiden  Kreise,  sic  ist 
die  gemeinschaftliche  Chordc  derselben.  Hierin  liegt  zugleich  der  Beweis,  dafs  zwei 
Kreise  sich  in  nicht  mehr  als  zwei  Pnnctcrt  schneiden  können-  • 

Wenn  die  beiden  gegebenen  Kreise  (1)  und  (2)  einander  berühren,  so  bezeichnet  die  dritte 
Gleichung  die  gemeinschaftliche  Tangente  derselben.  Die  Durchschnitte  der  Kreise  ver- 
einigen sich  ncmlich  in  einem  einzigen  Punct:  wir  finden  durch  Verbindung  ihrer  Glei- 


*) 


Wenn  wir  zwei  Gleichungen  so  verbinden,  dafj  der  Grad  der  rcsultirenden  Gleichung  den 
Grad  der  gegebenen  Gleichungen  übersteigt,  so  erhalten  wir  zwar  noch  immer  die  Durch- 
schnitts - Puncte  der  beiden  gegebenen  Oerter  durch  den  Durchschnitt  de*  dritten  Ortes  mit 
einem  derselben,  aber  im  Allgemeinen  gibt  diese  Construction  auglcich  noch  fremde 
Puncte.  Nehmen  wir  z.  E.  die  Gleichungen  zweier  gerader  Linien: 

quadriren  beide  Thcilc  ihrer  Gleichungen,  so  ergibt  sich: 
y»  (a*H-  b)». 


und  wenn  wir  addiren,  so  kommt: 


M 


2j2  = (ax-HOM-Cai-f-j?)®*  (c) 

Oie  Curve,  welche  durch  diese  Gleichung  dargcstellt  wird,  geht  durch  den  Durchschnitt  der 
geraden  Linien,  denn  die  Gleichung  (c)  wird  befriedigt,  wenn  die  beiden  Gleichungen  (a^ 
zugleich  Statt  finden;  sie  schneidet  aber  im  Allgemeinen  jede  der  beiden  geraden  Linien 
noch  in  einem  zweiten  Puncte.  Hiervon  können  wir  uns  sogleich  durch  Elimination  der 
verändert icheu  Grüften  zwischen  den  bezüglichen  Gleichungen  überzeugen.  Um  die  zweiten 
Durchschnitts -Puncte  auf  der  Stelle  naher  zu  bezeichnen,  bemerken  wir,  dafs  die  Gleichnn- 
gen  (b)  unter  folgende  Formen: 

(j— (a*H-b))(r-Kax-f-b))  — 0, 

(j — («x-f-i?))(y-4-(ax4-}9))  = o, 

gebracht  werden  können,  und  also  jede  das  System  zweier  geraden  Linien  bezeichnet.  Da 
nun  die  Gleichung  (c)  eine  unmittelbare  Folge  der  beiden  letzten  Gleichungen  ist,  so  ist 
offenbar,  dafs  der  durch  (c)  dargestcllte  geometrische  Ort  durch  die  Durchschnitts  - Puncte 
des  ersten  Systems  gerader  Linien  mit  dem  zweiten  Systeme,  also  durch  vier  schon  bestimmte 
Pnnctc  geht. 
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chungen  im  Allgemeinen  zwei  gleiche  Werthc  für  jede  der  gleichnamigen  Coordinaten; 
nnd  also  finden  wir  dieselben  gleichen  Werthc,  wenn  wir  die  Gleichung  (3)  mit  einer 
der  Kreis -Gleichungen  zusammcnstcllcn.  Daher  berührt  die  durch  (3)  (largestellte  gerade 
Linie  beide  Kreise,  und  zwar  in  dem  gemeinschaftlichen  BerUhrungs  - Puncte. 

Wenn  die  beiden  gegebenen  Kreise  keinen  Punct  gemeinschaftlich  haben,  so  kön- 
nen ihre  Gleichungen , analytisch -geometrisch  genommen,  nicht  zugleich  Statt  finden ; durch' 
Elimination  kommen  wir  tu  imaginären  Werlhcn  fUr  y und  i.  Jede  der  beiden  Glei- 
chungen (i)  und  (9)  für  sich  bezeichnet  aber  einen  bestimmten  Kreis  nud  wenn  wir  die- 
selben algebraisch  verbinden,  so  kommen  wir  zu  neuen  Gleichungen,  die  im  Allgemeinen 
wieder  reelle  Linien  bezeichnen.  Wenn  die  Gleichungen  dieser  Linien  wiederum  vom 
zweiten  Grade  seyn  sollen,  so  können  wir  nur  zu  neuen  Kreis  - Gleichungen  kommen. 
Keiner  dieser  Kreise  schneidet  einen  der  Leiden  gegebenen,  und  ihre  Gleichung  kann, 
analytisch  genommen,  nicht  zugleich  mit  einer  der  beiden  Kreis-Gleichungen  bestehen, 
d.h.  durch  Verbindung  derselben  würden  wir  zu  imaginären  Wcrthcn  von  y nnd  x kommen. 
Verbinden  wir  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Kreise,  wie  wir  es  oben  gethan  ha- 
ben, indem  wir  ihre  Gleichungen  von  einander  abziehen,  so  finden  wir  die  Gleichung  (3) 
einer  immer  construirbaren  geraden  Linie,  nnd  diese  Gleichung  steht  in  derselben  alge- 
braischen Beziehung  za  den  Gleichungen  der  sich  nicht  schneidenden  Kreise,  wie  die 
Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Chorde  oder  Tangente  zu  den  Gleichungen  zweier  sich 
schneidenden  oder  sich  berührenden  Kreise.  Die  in  Rede  stehende  gerade  Linie  schnei- 
det keinen  der  beiden  gegebenen  Kreise. 

93.  Wir  werden  in  dem  Folgenden  die  dnreh  die  Gleichung  (3)  dargestclltc  gerade 
Linie,  die  beiden  Kreise  (1)  and  (2)  mögen  sich  schneiden,  berühren  oder  keinen  Pnnct 
gemein  haben,  (was  von  der  Bestimmung  der  Gonstanten  abhängt),  allgemein  mit  dem 
Namen:  „Chordale  der  beiden  Kreise“  bezeichnen.  De»  Durchschnitt  dieser  gera- 
den Linie  mit  derjenigen,  welche  die  Mittelpuncte  der  Kreise  verbindet,  wollen  wir  den 
„Chordal-Punct  der  beiden  Kreise“  nennen.  *) 

%.  Wir  wollen  nnn  gleich  schon  die  Gleichungen  dreier  gegebenen  Kreise  ziisam- 
mens  teilen: 

(j—ß)*  -4*(x— a)J  = p», 

(y — b)ä-f*(s — a)’  = r3, 

(y-}B3+(i— A)3~R3, 

und  diese  der  Kürze  halber  dnreh : 

A = o , B — o , C = 0 , (4) 

bezeichnen.  Ziehen  wir  diese  Gleichungen,  paarweise  genommen,  von  einander  ah,  so 
kommt : 

A — B = o,  A — C = o,  It  — C = o,  (j) 

für  die  Gleichungen  der  Chordalcn  je  zweier  dieser  Kreise.  Zwei  dieser  Gleichungen  be- 
dingen die  dritte,  was  nna  eine  hlofsc  Snbtraction  zeigt.  Es  schneiden  sich  also  die 
drei  Chordalcn  in  d c ms  eiben  Puncte. 


*)  Herr  Ponoetit  hat  die  Linie,  welche  wir  Chordale  nennen,  im  Falle,  dafs  die  bettigli- 
eben  Kreise  sieh  nicht  schneiden,  „cords  ideale*  genannt;  gebräuchlicher  ist  der  von  H. 
Gaultier  finge  führte  Ausdruck:  naxe  radical *.  Unser  Cbordal- Punct  zweier  Kreise 
heilst : ^point  radical  de  deux  cerclet* 
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Es  gibt  für  je  drei  beliebige  Kreise  einen  solchen  Pnnct , wir  nennen  ihn  kurz : 
„Chordal-Pnnct  der  drei  Kreise.“*)  Wir  werden  im  Laufe  dieses  Abschnittes  die- 
sem Pnnctc  eine  besondere  Aufmerksamkeit  schenken. 


Je  nachdem  wir  drei  Kreise  zusammrnstcllcn,  die  sich  schneiden , berühren  (gleichviel 


ob  innerhalb  oder  aufscrbalb)  oder  keinen  Punct  gemein  haben,  erhalten  wir 


3.4.5 

1.2.3 


10 


vcrcliiodcne  Fälle,  bei  deren  Anfzählnng  wir  hier  nicht  verweilen.  Wenn  — um  einige 
Beispiele  anzofuhren  — die  drei  gegebenen  Kreise  sich  alle  drei  schneiden,  so  gehen  die 
gemeinschaftlichen  Chorden  je  zweier  derselben  durch  ein  und  denselben  Punct 

1.  (Fig.  l);  berühren  sich  dicKrcise  zu  je  zwei,  so  laufen  die  gemeinschaftlichen  Tan- 

2.  genten  in  demselben  Puncte  zusammen  (Fig.  2)  j wenn  zwei  sich  nicht  schneidende  Kreise 
und  ein  dritter  Kreis,  der  einen  derselben  berührt  und  den  andern  schneidet,  gegeben  sind, 
so  vereinigen  sich  die  Chordalc  der  beiden  ersten  Kreise,  (die  keinen  derselben  schnei- 
det) und  die  dem  dritten  Kreise  mit  diesen  gemeinsame  Tangente  und  Cbordc  in 

3.  demselben  Puncte.  (Fig.  3) 


95.  In  der  Gleichung  jeder  der  drei  Chordalcn  kommen  nur  die  Constanten  ans  den 
Gleichungen  derjenigen  beiden  Kreise  vor,  zu  denen  sie  gehört.  Nehmen  wir  z.  B.  die 
dritte  der  Gleichungen  (5),  so  kommen  in  derselben  weder  der  Radius  noch  die  Mittcl- 
puncts-Coordinatcn  des  ersten  der  durch  (4)  bezeichnctcn  Kreise  vor,  und  diese  Gleichung 
bleibt  daher  dieselbe,  mit  welchem  Radius  wir  diesen  Kreis  beschreiben,  und  wo  wir  auch 
den  Mitlclpnnct  desselben  annchmen  mögen.  Die  Gleichungen  der  beiden  andern  Chor- 
dalcn aber  verändern  sich,  jedoch  so  dafs  sic  immer  die  dritte : 

It— C = o (s) 

bedingen.  Sind  also  zwei  Kreise  gegeben,  für  deren  Gleichungen  wir  beende  nehmen: 
. B =2  o,  C = o, 

und  stellen  wir  mit  diesen  beiden  Kreisen  irgend  einen  dritten  Kreis  znsammen,  dessen 
Gleichung 

ist,  so  schneiden  sich  die  Chordalcn  des  letztem  und  jedes  der  erstem  Kreise  in  einem 
Pnncte,  der,  wie  wir  auch  den  dritten  Kreis  bestimmen  mögen,  immer  auf  der 
Chordalcn  (6)  der  beiden  festen  und  unveränderlichen  Kreise  liegt. 


4-  96.  Dieser  Satz  dient  dazu , um  auf  die  leichteste  Art  die  Chordalc  zweier  gegebener, 

sich  nicht  schneidender,  Kreise  zu  bestimmen.  Denn,  beschreibt  man  irgend  einen  Kreis, 
der  die  beiden  gegebenen  Kreise  (c  und  C)  schneidet,  so  bestimmt  der  Durchschnitt  der 
beiden  gemeinschaftliche  Chorden  (mn  und  MN)  einen  Pnnct  (S)  der  gesuchten  Linie. 
Durch  Wiederholung  derselben  Construction  bestimmen  wir  einen  zweiten  Punct  dieser  Linie. 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmt  sich  der  Chordal-Pnnct  dreier  gegebener  Kreise  im 
Falle,  dafs  sich  dieselben  nicht  schneiden.  Die  Construction  wird  am  einfachsten,  wenn 
man  den  beliebigen  schneidenden  Kreis  bcidcsmal  so  wählt,  dafs  er  alle  drei  gegebene 
Kreise  schneidet,  ln  der  4-  Fignr  haben  wir  den  Chordal-Pnnct  der  drei  Kreise  c 
und  C,  wie  dnrehgehends  geschehen  soll,  durch  P bezeichnet. 


*)  lm  Französischem  .jfxr.t  radtcal  dts  trois  ctrcle»u  oder  biofs  jjpoint  radical\ 
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97.  Wenn  wir  die  allgemeine  Gleichung  der  Chordalen: 

2(b — ß)y  -+■  2(a— «)*  = pJ — (a’-f-,?3)  — r3+(a,+b1) , 
mit  der  Gleichung  der  Central  - Linie  der  bezüglichen  beiden  Kreise,  für  welche  wir  auf 
der  Stelle  folgende  Gleichung  finden: 

(a-«)y—  (b-£)x  = m, 

wo  m eine  Constante  bezeichnet,  vergleichen,  so  ergibt  sich,  dafs  die  beiden  in  Rede  ste- 
henden geraden  Linien  auf  einander  senkrecht  sind.  Anch  diesen  Umstand  können  wir 
bei  der  Construction  der  Chordalen  zweier  sich  nicht  schneidender  Kreise  benutzen. 


98.  Seyen  wie  vorher : 

(y-l»)M-(z-a)’=rS  . 

wo  wir  jeden  beliebigen  Punct  zum  Anfangs -Piinctc  der  Coordinalcn  nehmen  können, 
die  Gleichungen  irgend  zweier  Kreise  (j-  und  c);  wie  früher  erhalten  wir  alsdann:  ~ 

2(b— fS',y-J-2(a— «)i  = (>’— r’-Ka’+b’),  (*) 

für  die  Gleichung  der  Chordalen.  Wenn  wir  nun  irgend  einen  Punct  derselben,  O,  als 
Anfangs -Punct  der  Coordinalcn  betrachten,  so  mufs  die  Form  der  letzten  Gleichung  fol- 
gende seyn: 


(y-ßY-h  (x-uy  = p% 


Fig- 


2(b — ß)y  ■+■  2(a— o)x  = o, 

und  diefs  führt  zn  folgender  Bedingnngs- Gleichung: 

~ r*  — {a>+b>).  (») 

l m diese  Gleichung  geometrisch  zu  deuten,  müssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden ; es  kann 
erstens  der  Punct  der  Chordalen,  den  wir  zum  Anfangs -Puncte  genommen  haben,  an- 
fscrhalb  beider  Kreise  liegen,  nnd  zweitens,  wenn  nemlich  die  beiden  Kreise  sich  schnei- 
den, innerhalb.  Zuvörderst  wollen  wir  den  ersten  Fall  betrachten.  Da  die  Tangente 
auf  dem  Radius,  der  durch  den  Bertlhrungs- Punct  geht,  Senkrecht  steht,  und  (a7-hß2) 
und  (a’-f-b5)  die  Quadrate  der  Abstande  der  Mittelpuncte  der  beiden  gegebenen  Kreise  vom 
Anfangs -Puncte  der  Coordinalcn  •bedeuten,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (2)  mit  Beziehung 
auf  die  5.  Figur: 

<V  = Om'.  v 

Ziehen  wir  also  von  einem  Puncte,  den  wir  beliebig  auf  der  Chordalen  zweier 
Kreise  annehmen , Tangenten  an  diese  Kreise,  so  sind' diese  Tangenten,  bis  zum  Be- 
rührung*-Puncte  genommen,  einander  gleich. 

Im  zweiten  Falle,  der  dadurch  angczcigt  wird,  dafs  p’  nnd  r*  grüfscr  sind  als  Fig.  6. 
(o’-HS’)  und  (a’-t-b2)  gibt  die  Construction  der  beiden  Theilc  der  Gleichung  (3)  die  Qua. 
drate  derjenigen  halben  Chorden  der  beiden  Kreise,  welche  in  dem  Puncte  O senkrecht 
stehen,  auf  den  durch  eben  diesen  Punct  gehenden  Radien;  oder  mit  andern  Worten  die 
Quadrate  derjenigen  halben  Chorden  beider  Kreise,  die  in  O lialbirl  werden.  Und  hier- 
aus folgt  denn  mit  Beziehung  auf  die  6.  Figur: 

juii  =3  mm'. 

If'enn  also  zwei  Chorden  zweier  Kreise  sich  gegenseitig  in  einem  Puncte  der  ge- 
meinschaftlichen  Chorde  der  beiden  Kreise  haibiren,  so  sind  dieselben  einander  gleich. 


99.  An  den  ersten  Fall  der  vorigen  Nummer  schliefst  sich  unmittelbar  folgender 
Satz  an : 

Die  Chordale  zweier  Kreise  halbirt  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  derselben, 
wenn  überhaupt  gemeinschaftliche  Tangenten  möglich  sind. 
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100.  Wenn  wir  zn  obigen  beiden  Kreise  noch  einen  dritten  Kreis  hinzufügen,  für 
dessen  Gleichung  wir  folgende  nehmen: 

(y — B)M-(x — A)*  - R*. 

so  kommt  für  die  Chordalc  dieses  und  des  ersten  der  Kreise  (1): 

2(B— ,S)y*+2(A--a)x  = f—  («M-.IV- rM-CaMdi3).  («) 

Nehmen  wir  nnn  den  Anfangs-Pnnct  der  Coordinaten  in  dem  Durchschnitte  von  (2)  nnd 
(ft),  also  im  Chordal-Panctc  der  drei  gegebenen  Kreise,  so  erhalten  wir,  ähnlich  wie  oben: 
p»_(a5-f#1)  = r3— (aM-b*)  - R»-_/A*-W53); 

Fig.  5.  d.  h.,  wenn  wir  den  Fall  der  5.  FiguT  nehmen: 

P fi  = Pm  *=  PM. 

Ziehen  wir  also  vom  Chordal- Punet e,  im  Falle  daß  derselbe  außerhalb  liegt , Tan- 
genten an  die  drei  Kreise,  so  sind  diese  Tangenten  einander  gleich. 

W äs  den  andern  Fall  betrifft,  so  hat  man  folgenden  Satz: 

flenn  man  durch  den  Durchschnitt  der  gemeinschajllichen  Chorden  dreier  sich 
schneidenden  Kreise,  in  jeden  dieser  Kreise  eine  neue  Chorde  legt,  die  auf  dem,  durch 
denselben  Punet  gehenden  Radius  desselben  senkrecht  steht,  so  sind  die  so  bestimmten 
drei  Chorden  einander  gleich. 

101.  Ans  den  vorigen  beiden  Nummern  ergeben  sich  noch  folgende  Sätze: 

Beschreibt  man  aus  einem  beliebigen  Puncle  der  Chordalen  zweier  Kreise  mit  ei- 
nem Radius,  der  gleich  den,  von  diesem  Punet e an  die  gegeberttn  Kreise  gezogenen 
Tangenten  ist,  einen  neuen  Kreis,  so  schneidet  derselbe  die  gegebenen  unter  rechten 
Winkeln;  oder,  der  Ort  der  Mittelpuncte  aller  Kreise,  die  zwei  gegebene  unter  rechten 
Winkeln  schneiden,  ist  die  Chordalc  derselben. 

Sind  drei  Kreise  gegeben,  so  existirt  ein  einziger  Kreis,  der  alle  drei  unter  rechten 
Winkeln  schneidet,  derjenige  Kreis  nemlich,  der  aus  dem  Ghordal-Puncte,  init  ei- 
nem Radius  der  den  ans  diesem  Punctc  an  die  gegebenen  Kreise  gezogenen  Tangenten 
gleich  ist,  beschrieben  wird.  Diesen  Kreis  können  wir  den  Orthogonal-Krcis  nen- 
nen. Es  existirt  kein  solcher  Kreis,  wenn  der  Chordal- Punet  innerhalb  der  gegebenen 
drei  Kreise  fallt. 

102.  Wie  wir  in  dem  "Vorigen  den  Begriff  dcT  Chordalen  zweier  beliebiger  Kreise  aufge- 

stcllt  haben,  so  können  wir  auch  in  demselben  Sinne  von  der  Chordalen  eines  Krei- 
ses nnd  eines  Punctcs  sprechen.  Hierzu  berechtigt  uns  nemlich  die  Verbindung  der 
beiden  Gleichungen:  ' 

Cy— ft’-Hz-a)1  S»  (0 

(y — bJ’H-fx — a)’  =*  o,  («) 

wo  wir  dnreh  die  zweite  Gleichung  einen  Panct  bezeichnen,  dessen  Coordinaten  b nnd  a 
sind,  denn  nur  wenn  wir  zugleich : 

y = b,  i = a, 

setzen,  geschieht  dieser  Gieichong  Genüge.  Ziehen  wir  die  beiden  Gleichungen  (t)  nnd 
(2)  von  einander  ah,  ohne  dabei  weiter  an  den  Durchschnitt  der  durch  dieselben  darge-  - 
stellten  Ocrtcr  zn  denken,  so  kommt,  ähnlich  wie  früher: 

2(b— <J)y»*2(a —a)x  - f-gaM-ß')  +{a.*+brl , (3) 

die  Gleichung  einer  immer  construirbarcn  geraden  Linie,  die  sich  uns  in  Bczicbnng  anf 
die  Art,  wie  wir  dieselbe  erhalten  haben,  gewissennaafsen  als  eine  gemeinschaftliche  (ideale) 
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Chorde  von  Pnnet  und  Kreis  darstellt,  and  die  wir  eben  ans  diesem  Grande  die  Chordale 
von  Pnnet  und  Kreis  genannt  haben. 

lOS.  Wenn  wir  den  gegebenen  Pnnet  mm  Anfangs- Puncte  der  Coordinaten  Wählern 
und  die  erste  Are  durch  den  Mittclpunct  des  Kreises  legen,  so  ist: 

h = o,  a = o,  ß = o; 

und  die  letzte  Gleichung  geht  in  folgende,  leicht  za  constroircmlc , über: 

2tn  * u1 — pJ  — (a — pX“-+-p).  («) 

Die  Chordale  von  Panct  und  Kreis  fällt  immer  anfserhalb  des  Kreises;  diefs  ist  so- 
gleich ersichtlich  ans  der  letzten  Gleichung , wenn  wir  dieselbe  nnter  folgende  Form  bringen : 

a-hp 


(“—<>)  ■ 


2a 


denn,  liegt  der  gegebene  Pnnet  anfserhalb,  so  ist  a grüfscr  als  p,  mithin  ‘Utf.  grüfser  als 
Eins  und  folglich:  2“ 

x < a — p,  big.  7. 

also  mit  Beziehung  auf  die  7,  Figur: 

OP  < OK. 

Liegt  hingegen  der  gegebene  Pnnet  innerhalb,  so  ist  a kleiner  als  p,  mithin  kleiner 
als  Eins  und  folglich 

— x > p—  «;  ' 

und  wenn  wir  diesen  Ausdruck  auf  die  8.  Figur  übertragen:  Fig.  8. 

OP  > OK.  * 

Nehmen  wir  endlich  den  gegebenen  Punct  auf  dem  Umfange  des  Kreises  an,  setzen  wir 
also  <<«rp,  so  geht  die  Gleichung  (4)  in  folgende  über: 

x = o 

also,  wie  zu  erwarten  stand,  in  die  Gleichung  der  Tangente  in  dem  gegebenen  Poncte. 


IOi|.  Nehmen  wir  den  Anfangs -Punct  der  Coordinaten  in  irgend  einem  Puncte  der 
Cbordalen  von  Kreis  und  Punct  an,  so  ergiht  sich  aus  der  Form  der  allgemeinen  Glei- 
chung dieser  Linie  (3): 

p'^oM"^1)  = iM-b5, 

als  Bcdingnngs- Gleichung  zwischen  den  Constanten  der  Gleichungen  (t)  und  (2).  Anf 

die  7-  and  8.  Figur,  wo  PS  die  Chordale  ist,  übertragen,  heifst  diefs:  Fig.  7,8. 

SO  = S/<. 

Zieht  man  also  von  irgend  einem  Puncte  der  Chordalen  von  Punct  und  Kreis  eine 
Tangente  an  letztem , so  ist  dieselbe  gleich  der  Entfernung  des  auf  der  Chordalen  be- 
liebig angenommenen  von  dem  gegebenen  Puncte. 

Hieraus  folgt  ferner,  im  Falle  der  gegebene  Punct  außerhalb  liegt,  da£s  die  Chordale 
die  beiden  von  dem  Puncte  an  den  Kreis  gezogenen  und  bis  za  den  Bertthrangs-Panctcn 
genommenen  Tangenten  balbirt  Für  den  angczcigten  Fall  können  wir  hierauf  die  Con- 
stroction  der  in  Rede  stehenden  Chordalen  gründen.  Es  ist  S'O  =*  SV- 


106.  Wir  können  endlich  aoeh  noch,  der  Uebcreinslimmnng  mit  dem  Vorigen  w e-  Fig.  7. 
gen,  von  der  Chordalen  zweier  Puncte  sprechen.  Denn,  setzen  wir  in  der  Glei- 
chung^) p =«  o , so  redneirt  sich  auch  der  Kreis  (1)  auf  einen  Punct  nnd  diese  Gleichung 
gibt  alsdann  folgende: 
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Diese  Gleichung  zeigt,  wenn  wir  auf  die  Bestimmung  der  Coordinatcn- Axrn  Rücksicht 
nehmen , dafs  die  Chordalc  zweier  Pnnetc  diejenige  gerade  Linie  ist , welche  in  der 
Mitte  der  Geraden,  die  die  beiden  Pnnetc  verbindet,  anf  derselben  senkrecht  steht. 
Die  allgemeinste  Gleichung  dieser  Linie  hätten  wir  bekommen , wenn  wir  die  beiden 
Gleichungen : 

G-Ä’-Kx-«)5  = o, 

(y— bjM-Cx— a)1  * o , 

von  einander  abgezogen  hätten.  Jeder  Punct  dieser  Chordalen  steht  glcichwcit  von  den 
gegebenen  Punctcn  ab. 

IOC.  Ans  den  letzten  Erörterungen  ist  ersichtlich , dafs , wenn  auch  unter  den  Glei- 
chungen, die  wir  früher  (94)  durch: 

A = o,  B = 0,  C = 0,  (s) 

bezeichnet  haben,  Glcichnngen  von  folgender  Form: 

(y-Ä’-Kx— o)1  = o, 

sich  befinden,  dennoch  immer  die  Gleichungen 

A — B — 0,  A — C = o , B — C — o , 

sich  leicht  constrnircn  lassen,  und  drei  gerade  Linien  bedeuten,  die  durch  ein  und  den- 
selben Punct  gehen,  ncmlich  durch  den  Ch ordal-Pnnct  der  drei  gegebenen  Oer- 
ter  (5).  Und  ferner,  wie  wir  auch  die  Constanten  in  einer  der  Gleichungen  (5),  etwa 
in  der  ersten,  (A  = 0),  bestimmen  mögen:  der  Durchschnitt  der  beiden  Chordalen: 

• A-B  = o,  A — C = o, 

die  mit  jeder  andern  Constanten -Bestimmung  ihre  Lage  ändern,  erfolgt  immer  auf  ein 
nnd  derselben  geraden  Linie,  auf  der  Chordalen  der  beiden  festen  und . unveränder- 
lichen Oertcr  (B  = o)  und  (C  = o). 

Hiernach  kommen  wir  zu  einer  Reihe  von  mannigfaltigen  Sät»*™ , oder  vielmehr  nt 
besondern  Fällen  eines  allgemeinen  Satzes,  wenn  wir  Punclc  und  Kreise  auf  verschiedene 
Weise  zu  drei  combinircn.  Wir  haben  in  dem  Obigen  drei  Kreise  znsammcngcstellt;  wir 
können  nun  auch  zwei  Kreise  und  einen  Punct  znsammcnstcllen,  nnd  einmal  den  Punct, 
das  andere  Mal  einen  der  beiden  Kreise  sich  verändern  lassen,  ferner  zwei  Pnnetc  und 
einen  Kreis  znsammenstellon  und  auch  hier  wiederum  einmal  den  Kreis,  das  andere  Mal 
einen  der  beiden  Punctc  als  veränderlich  betrachten;  endlich  können  wir  auch  drei  Puncte 
nehmen.  Je  nachdem  nun  die  drei  znsammcngcstelltcn  Oerter  bestimmte  Lagen  in  Be- 
ziehung auf  einander  haben , können  wir  die  Aussage  der  besondern  Fälle  verschiedent- 
lich einklcidcn.  Ich  hebe  die  folgenden  Beispiele  hervor. 

107-  Wir  wollen  zuerst  einen  Kreis  und  zwei  Punctc  znsammenstellen  nnd 
Uberdiefs  annchmen,  einer  der  Pnnetc  befinde  sich  auf  dem  Umfange  des  Kreises.  Für 
eine  der  Chordalen  bekommen  wir  also  die  Tangente,  welche  in  dem  letztgenannten  Punctc 
den  Kreis  berührt;  für  eine  andere  die  gerade  Linie,  die  auf  derjenigen,  welche  die  ge- 
gebenen Punctc  verbindet,  in  der  Mitte  derselben  senkrecht  steht-  Diese  beiden  Linien 
ändern  ihre  Lage,  wenn  wir  denjenigen  Punct,  der  anf  dem  Kreise  sich  befindet,  anf  dem- 
selben fortrücken  lassen;  sic  schneiden  sich  aber  immer  in  einem  Punctc  der  Chordalen, 
die  zu  dem  andern  Punctc  nnd  dem  Kreise  gehört.  Das  allgemeine  Schema  der  106. 
Nummer  enthält  also  folgenden  spccicllcn  Satz: 

Fig.  9.  Wenn  trir  von  irgend  einem  festen  Puncte  {R , innerhalb  oder  aufserhaib  eines  ge- 
gebenen Kreises,  nach  cinefn  beliebigen  Puncte  desselben  (r,(p))  eine  gerade  Linie 
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(Rr,(Rp))  liehen , so  schneiden  sich  das  Perpendikel  in  der  Mitte  derselben  {MS,  (aa))  und 
die  Tangente  in  leiiterm  Puncte  (r,(p))  in  irgend  einem  Puncte  (S,  (er))  der , me  auch 
jeder  auf  dem  Umfange  des  Kreises  fortrücken  mag,  immer  auf  derselben  geraden  Li- 
nie bleibt. 


106.  Wenn  wir,  Übrigens  bei  derselben  Zusammenstellung  als  vorhin,  annchmen,  der  Fig.  10. 
feste  I’nnct  R liege  anf  dem  Kreise,  der  andere  aber  r liege  außerhalb,  übrigens  aber 
durchans  beliebig,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  wir  von  einem  beliebigen  Puncte  (r)  nach  einem  festen  Puncte  (R)  auf  dem 
Umfange  eines  gegebenen  Kreises  eine  gerade  Linie  (Rr)  ziehen , und  in  der  Mitte  der- 
selben ein  Perpendikel  errichten,  so  schneidet  dieses  Perpendikel  ( MS)  die  gerade  Li- 
nie (ft),  welche  die  beiden  von  demselben  Puncte  (r)  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten 
halbirt,  in  irgend  einem  Puncte  (S),  der,  wo  wir  auch  immer  jenen  beliebigen  Punct  an- 
nehmen mögen,  stets  auj  der  Tangente  im  festen  Puncte  (R)  liegt. 

10Q.  Wir  haben  den  allgemeinem  Satz,  der  beiden  vorigen  in  sich  fast,  wenn  wir 
durchans  keine  Bestimmung  über  die  Lage  der  beiden  Puncte  R und  r machen.  Wir 
verweilen  indefs  hierbei  nicht  langer,  und  nehmen  gleich,  indem  wir  nach  wie  vor,  zwei 
Puncte  nnd  einen  Kreis  betrachten,  nun  nicht  mehr  einen  der  Puncte,  sondern 
den  Kreis  als  veränderlich.  So  ergibt  sich  folgender  Salz: 

Wenn  irgend  zwei  Puncte  gegeben  sind,  und  man  beschreibt  einen  beliebigen  Kreis,  Fig.  11.12 
so  schneiden  sich  die  Chordalen  für  diesen  Kreis  und  jeden  der  beiden  Puncte,  auf  dem 
in  der  Mitte  der  geraden  Linie,  welche  jene  Puncte  verbindet,  errichteten  Perpendikel. 

Nehmen  wir  also  an,  dafs  der  beliebige  Kreis  die  beiden  gegebenen  Puncte  R und  r 
nicht  umschliefst,  so  schneiden  sich  auf  der  eben  bezeiclmcten  geraden  Linie  SS  die  bei- 
den geraden  Linien  TT  und  tt,  welche  die  von  R und  r an  den  beliebigen  Kreis  gezoge- 
nen Tangenten -Paare  halbiren,  wie  wir  auch  immer  diesen  Kreis  bestimmen  mögen. 

(Fig.  11.)  Gebt  der  beliebige  Kreis  immer  durch  einen  der  beiden  festen  Puncte,  durch 
r , so  schneidet  die  Tangente  in  diesem  Puncte  die  Gerade  T 7,  welche  die  von  dem  an. 
dern  Puncte  R an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  halbirt , immer  in  einem  Puncte  S 
der  besagten  geraden  Linie.  (Fig.  12.) 

110.  Wir  wollen  ferner  zwei  Kreise  mit  einem  Puncte  znsammcnstcllen  und  Fig.  13. 
diesen  Punct  als  beliebig  betrachten.  Der  entsprechende  Satz  ist  folgender: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Puncte  (R)  zwei  Tangenten- Paare  an  zwei  feste  und 
unveränderliche  Kreise  zieht,  so  schneiden  sich  die  beiden  geraden  Linien  (TT,  tt),  von 
denen  jede  die  Tangenten  eines  Paares  halbirt,  in  einem  Puncte  ( S ),  der  immer,  wo 
wir  auch  den  beliebigen  Punct  (R)  annehmen  mögen,  auf  einer  geraden  Linie,  der  Chor- 
dalen beider  Kreise,  bleibt.  Wenn  insbesondere  jener  Punct  ( R)  auf  dem  Umfange  ei- 
nes der  beiden  Kreise  angenommen  wird,  so  schneidet  die  Tangente  in  diesem  Puncte 
(RS)  die  gerade  Linie  TT,  welche  die  von  demselben  Puncte  an  den  andern  Kreis  ge- 
zogenen Tangenten  halbirt,  immer  auf  der  besagten  geraden  Linie. 

111.  Wir  können  endlich  auch,  bei  gleicher  Zusammenstellung,  nicht  den  Punct, 
sondern  einen  der  beiden  Kreise  sich  ändern  lassen.  Wir  heben  hier  nur  fol- 
genden speciellcn  Fall  hervoi : 
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Fig.  14.  Wenn  ein  Kreis  (C)  und  ein  Punct  {R)  gegeben  ist,  und  mr  beschreiben  irgend  einen 
neuen  Kreis  (j-),  der  durch  den  gegebenen  Punct  ( R)  geht  und  den  gegebenen  Kreis 
schneidet,  so  schneiden  sich  die  Tangente  des  beliebigen  Kreises  im  gegebenen  Puncle 
und  die  gemeinschajtlichc  Chorde  desselben  mit  dem  gegebenen  Kreise  immer  auj  dersel- 
ben geraden  Linie  {SS)  der  Chordalen  der  beiden  gegebenen  Oerter. 

US.  Wenn  wir  zoleUt,  um  anch  diesen  Fall  za  erwähnen,  drei  Punctc  zusam- 
menstclien,  so  gibt  unser  allgemeines  Schema  den  bekannten  and  auch  im  vorigen  Ab- 
schnitte bewiesenen  Satz,  dafs  die  drei,  in  den  Mitten  der  drei  Seiten  eines  beliebigen 
Dreiecks  errichteten,  Perpendikel  sich  in  demselben  Puncle  schneiden.  Wir  lieben  also 
diesen  Satz  bewiesen,  and  der  Beweis  läfst  an  Strenge  durchaus  nichts  zu  wünschen 
Übrig,  indem  wir  die  Gleichungen  der  Winkcl-Poncte  des  Dreiecks,  Gleichangen  unter 
folgender  Form: 

(y— ft’-Kx— <*)’  = o, 

(y— b)’-+<x— a)ä  a=  o, 

0— B)M-(z-A)’  = o, 

mit  einander  verbanden  haben-.  Und  zugleich  (t05)  ist  erwiesen,  dafs  der  Durchschnitts- 
Punct  der  drei  Perpendikel  von  den  Winkel  - Punctcn  des  Dreiecks  gleichweit  absteht, 
mithio  der  Mittclpunct  des  umschriebenen  Kreises  ist. 

113.  Die  vorstehenden  Entwicklungen  sind  für  unsere  Absicht  mehr  als  genügend. 
Wir  erwähnen  nur  noch  folgende  Sätze,  deren  Beweis  in  den  frühem  Nummern  liegt: 

Zieht  man  aus  dem  Cbordal-  Punct  eines  Kreises  nnd  zweier  Poncte  gerade  Linien 
nach  diesen  und  Tangenten  an  jenen,  so  sind  diese  Linien  einander  gleich.  Beschreibt 
man  nun  ferner  aus  jenem  Chordal -Punctc  einen  Kreis,  dessen  Radios  jenen  Linien  gleich 
ist,  so  schneidet  dieser  den  gegebenen  Kreis  unter  rechten  Winkeln.  Ebenso  schnei- 
det ein  Kreis,  dessen  Mittclpunct  der  Chordal -Punct  zweier  Kreise  und  eines  Punctes 
ist,  und  durch  diesen  Punct  geht,  jene  Kreise  unter  rechten  Winkeln. 

114.  Wir  kommen  zn  einer  nenen  Reihe  von  Sätzen,  wenn  wir  denjenigen  der  bis- 
her zusammcngcstellten  Oerter,  welchen  wir  durchaus  als  beliebig  angenommen  haben, 
nun  zwar  noch  immer  als  veränderlich  betrachten,  ihn  jedoch  dadnreh  näher  bestimmen 
dafs  die  Chordale  dieses  nnd  ciiics  der  gegebenen  unveränderlichen  Oer- 
ter dieselbe  bleibt.  Alsdann  ist  der Chordal-Punct  ein  fester  und nnvcrändcrlichcr.  Um 
diefs  an  unser  früheres  Schema  zu  knüpfen,  wollen  wir  die  ersten  beiden  der  drei  durch : 

A * o,  B = o,  C = o, 

dargestcllten  Oerter  als  gegeben  betrachten;  alsdann  ist  zunächst 

A-It  = o 

eine  constante  gerade  Linie;  ferner  nehmen  wir  den  dritten  Ort  veränderlich,  jedoch 
so,  dafs: 

A-C  = o 

ein  und  dieselbe  gerade  Linie  bezeichnet.  Bei  diesen  Voraussetzungen  ist  der  Chordal- 
Punct,  der  im  Durchschnitt  der  eben  bestimmten  Linien  liegt,  ein  fester  Punct  Durch 
diesen  festen  Punct  geht  immer,  wie  wir  auch,  nnter  den  angezeigten  Beschränkungen, 
den  dritten  Ort  nehmen  mögen,  die  durch 

B — C = o 

gegebene  Chordale. 


Digitized  by  Google 


des  Kreises. 


57 


115.  Hierhin  gehurt  nnn  zunächst  folgender  Satz: 

Wenn  zwei  Kreise  gegeben  sind  und  wir  construiren  irgend  einen  dritten  Kreis,  der 
einen  der  beiden  gegebenen  entweder  in  demselben  Puncte  berührt,  oder  in  denselben 
beiden  Puncten  schneidet,  so  bleibt  der  Chordal - Punct  der  drei  Kreise  derselbe,  wie 
wir  auch  unter  diesen  Bedingungen  den  dritten  Kreis  bestimmen  mögen. 

tl6.  Hierauf  gründet  sich  eine  leichte  Constroction  der  beiden  Kreise,  die  einen 
gegebenen  Kreis  berühren  und  zugleich,  entweder  durch  zwei  gegebene 
Puncte  gehen,  oder  einen  zweiten  gegebenem  Kreis  (oder  gerade  Linie) 
in  einfem  gegebenem  P uncte  berühren.  Fiir  den  ersten  Fall  bloCs  wollen  wir 
die  Constroction  anzeigen.  Sey  TKT'K'  der  gegebene,  zn  berührende  Kreis,  M und  Fig.  15. 
M'  die  beiden  gegebenen  Puncte.  Durch  diese  Puncte  lege  man  einen  beliebigen  Kreis, 
der  den  gegebenen  schneidet,  was  nach  der  Figur  in  K und  K'  geschieht;  ziehe  MM' und 
KK‘,  die  sich  genugsam  verlängert  in  P schneiden,  nnd  lege  endlich  von  P aus  Tangen- 
ten an  den  gegebenen  Kreis.  Die  Beriihrongs -Puncte  T nnd  T *)  sind  alsdann  diejeni- 
gen Puncte,  in  welchen  die  beiden  möglichen  Kreise,  die  den  Forderungen  der  Aufgabe 
Genüge  leisten,  den  gegebenen  Kreis  berühren.  Hiernach  sind  diese  Kreise  selbst,  die  in 
der  bezüglichen  Figur  stärker  ausgedrückt  sind,  leicht  zn  construiren.  Fällt  der  Punct  P, 
der  Chordal- Punct  des  gegebenen  nnd  jeder  zwei  beliebiger  Kreise,  die  durch  M und  M' 
gehen,  (unter  die  letzgenannten  gehören  die  gesuchten  Berührungs- Kreise)  innerhalb  des 
gegebenen  Kreises,  so  ist  die  Aufgabe  unmöglich.  Dieser  Umstand  findet  dann  Statt, 
wenn  einer  der  gegebenen  Puncte  innerhalb,  der  andere  anfscrhalb  liegt. 

* 

117.  Da  die  Miltelpunctc  aller  Kreise,  die  durch  dieselben  beiden  Pnncte  gehen,  in 
gerader  Linie  liegen,  so  können  wir  den  Satz  der  115.  Nummer  auch  in  folgende  Aus- 
sage einkleidcn.  - 

Die  gemeinschaftlichen  Chorden  eines  gegebenen  Kreises  mit  allen  Kreisen,  deren 
Mittelpuncte  in  gerader  Linie  liegen,  und  die  überdiefs  durch  einen  festen  Punct  gehem 
schneiden  sich  in  ein  und  demselben  Puncte,  und  umgekehrt,  der  Ort  der  Mittelpuncte 
aller  Kreise,  die  sich  in  demselben  Puncte  schneiden,  und  deren  gemeinschaftliche 
Chorden  mit  einem  gegebenem  Kreise  durch  einen  festen  Punct  gehen , ist  eine  gerade 
Linie. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  durch  das  einfache  Schema  der  114.  Nummer  vollkom- 
men strenge  geführt,  wir  wollen  indefs  noch  einen  andern  Beweis  desselben  Satzes  hier 
anzeigen.  Seyen: 

(y— b)»-K*-a)»=  r>, 

(y—ßf-H*—«)1  = e’> 

die  Gleichungen  zweier  Kreise,  deren  Chordale: 

2(fl — b)y  ■+■  2(« — a)x  = r* — (a’-f-b2)— pM-fa’H-^’) , 
durch  irgend  einen  festen  Punct  geht  Denken  wir  uns  die  Kreise  auf  diesen  Punct  als 
Anfangs -Punct  der  Coordinatcn  bezogen,  so  kommt: 

r2 — (aM-b2)  = f+a*+ß. 

*)  Nach  einer  allgemeinen  Eigenschaft  der  Linien  zweiter  Ordnung  können  Wir  anf  sehr  leichte 
Weise  die  Berührungen  bestimmen,  ohne  die  Tangenten  selbst  in  ziehen.  Hierüber  umständ- 
liche Erörterungen  in  dem  folgenden  Abschnitte. 
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Diese  Gleichung  mnfs  immer  zwischen  den  Constanten  bestehen,  wenn  wir  den  zwei- 
ten Kreis  so  sich  ändern  lassen,  dafs  die  gemeinschaftliche  Chorde  durch  den  Anfangs- 
Punct  geht.  Machen  wir  zugleich  noch  die  Bestimmung,  dafs  der  zweite  Kreis  durch 
Irgend  einen  festen  Punct  (y,  z')  gehen  soll,  sq.  ist : 

(y'—ft-H*'—«)  = p9, 

und  wenn  wir  vermittelst  dieser  Gleichung  aus  der  vorigen  p9  fortschaffen,  so  kommt: 
r3 — (a9-t-bs)  = y‘9-+-x'9 — 2fly — 2ox'. 

In  dieser  Gleichung  sind  ß nnd  a die  einzigen  nicht  bestimmten  Grüfsen , betrachten 
wir  sie  daher  als  veränderliche  Grüfsen  und  setzen  y und  x an  ihre  Stelle,  so  erhal- 
ten wir,  indem  wir  hlofs  ordnen: 

9yy-+-2x‘x  = y’3-t-x'9-t-a:-f-b3 — r9: 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  des  Ortes  aller  Mittclpuncte  der  veränderlichen  Kreise. 

HO.  Der  Beziehung  auf  das  folgende  wegen,  führen  wir  noch  einschaltungsweise  an, 
dafs  wir  vermittelst  des  Satzes  der  letzten  Nummer  auch  die  Aufgabe  auflösen  können: 
einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  zwei  gegebene  Kreise  berührt,  und  dessen 
Fig.  tö.  Mittclpnnct  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  liegt.  Verkürzen  wir  ncmlich 
den  Radius  des  gröfsern  der  gegebenen  Kreise  CM  um  den  Radius  des  kleinern  Kreises 
C'M',  so  ist  der  Mittclpunct,  y,  des  Kreises  yfi , der  durch  den  Mittclpnnct  C'  des  zwei- 
ten Kreises  geht  und  den  verkleinerten  ersten  Kreis  berührt,  zugleich  auch  der  Mittcl- 
punct des  verlangten  Kreises  yft,  der  die  gegebenen  beiden  Kreise  berührt,  nnd  zwar  so 
berührt , dafs  der  kleinere  nicht  umhüllt  wird.  Dieser  Kreise  gibt  es  zwpi.  Wir  finden 
auf  ähnliche  Weise  diejenigen  beiden  Bcriihrungs- Kreise,  welche  den  kleinern  Kreis  um- 
hüllen, so  dafs  wir  im  Ganzen  vier  Kreise  bekommen,  die  den  Forderungen  der  Aufgabe 
Genüge  leisten.  (Das  in  dieser  Nummer  gebrauchte  Verfahren  ist  ein.  bekanntes.) 

- '*  ■ 

Fig.  i7>  1 lf).  Mit  dem  Satze  der  lt5.  Nummer  gehört  der  folgende  zusammen: 

Wenn  zwei  Kreise  gegeben  sind  und  wir  nehmen  irgend  einen  dritten  Kreis,  der, 
mit  einem  der  beiden  ersten,  den  er  auch  nicht  schneidet,  zusammengestellt,  eine  constante 
Chordale  hat,  so  ist  der  Chordal- Punct  der  drei  Kreise  ein  unveränderlicher  Punct, 
wie  wir  auch  immer  den  dritten  Kreis  bei  den  eben  gemachten  Beschränkungen  verän- 
dern mögen. 

Dieser  Satz  liefert  uns  eine  Construction  der  Aufgabe  einen  Kreis  zu  beschreiben, 
der  mit  einem  gegebenen  Kreise  eine  gegebene  Linie  zur  Chordalen  hat 
nnd  zugleich  einen  zweiten  gegebenen  Kreis  berührt,  eine  Aufgabe,  die  der- 
jenigen der  116.  Nummer  entspricht. 

Scy  C der  erste  Kreis,  PQ  die  gegebene  gerade  Linie,  C der  zweite  Kreis,  der  be- 
rührt werden  soll.  Zieht  man  die  Chordale  der  beiden  gegebenen  Kreise,  welche  der  ge- 
gebenen Chordalen  nach  der  Figur  in  P begegnet,  so  ist  dieser  Punct  der  Chordal -Punct 
der  beiden  gegebenen  und  jedes  dritten  Kreises,  der,  mit  dem  ersten  zusammengestcllt, 
PQ  zur  Chordalen haL  Durchdiesen  Punct  geht  also  auch  die  gemeinschaftliche  Tangente 
des  zweiten  und  desjenigen  Kreises,  der  den  Forderungen  der  Aufgabe  entspricht,  wor- 
aus dann  umgekehrt  folgt,  dafs,  um  den  Bcrührungs- Punct  dieser  beiden  Kreise  zu  be- 
stimmen, wir  hlofs  von  P an  den  zweiten  Kreis  eine  Tangente  zu  ziehen  brauchen.  Da 
es  zwei  Tangenten  gibt,  so  gestattet  die  Aufgabe,  ähnlich  wie  die  der  116.  Nummer, 
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eine  doppelte  Auflösung.  Die  beiden  verlangten  Kreise  selbst  (y,yj  sind  hiernach  leicht 
zo  constrnircnj  denn  einerseits  liegt  der  Mittelpunct  jedes  derselben  auf  einer  der  zwei 
geraden  Linien,  welche  den  Mittelpunct  des  zweiten  Kreises  mit  den  beiden  eben  bestimm- 
ten Berährnngs-Puncten  verbindet,  andrerseits  liegen  die  Mitlelpunctc  beider  Kreise 
auf  derjenigen  geraden  Linie,  welche  durch  den  Miltclpunct  dos  ersten  Kreises  geht,  und 
senkrecht  auf  der  gegebenen  Chordalcn  steht. 

130.  Auf  ganz  analoge  Weise  können  wir  denjenigen  Kreis  constrniren,  der  mit  Fig.  18. 
einem  gegebenen  Kreise  eine  gegebene  gerade  Linie  zur  Chordalcn  hat 

und  anfserdem  noch  durch  einen  gegebenen  Punct  geht. 

Sey  C -der  gegebene  Kreis,  PQ  die  gegebene  gerade  Linie,  R der  gegebene  Punct. 

Construiren  wir  nun  die  Chordalc  von  Punct  und  Kreis,  und  schneidet  dieselbe  die  gege- 
bene gerade  Linie  in  P,  so  ist  PR  eine  Tangente  an  den  gesuchten  Kreis  im  gegebenen 
Punctc  R.  Das  Ucbrige  ergibt  sich  wie  vorhin. 

131.  Die  Constructionen  der  beiden  vorigen  Nummern  erleiden  endlich  nur  leichte 
Modificationcn,  wenn  statt  des  Kreises  C ein  Punct  gegeben  ist,  und  der  gesuchte 
Kreis  einmal  einen  gegebenen  Kreis  berühren,  das  andere  Mal  durch  einen 
zweiten  gegebenen  Pnnct  geben  soll.  Um  nur  den  letzten  Fall  zu  nehmen,  sey  Fig.  19.  » 
C der  erste  Punct,  PQ  die  gegebene  gerade  Linie  und  R der  zweite  Punct.  Das  Per- 
pendikel in  der  Mitte  der  geraden  Linie,  welche  die  beiden  gegebenen  Puncte  C und  R 
verbindet,  schneide  PQ  in  P;  ziehen  wir  alsdann  PR,  so  ist  diese  Linie  eine  Tangente 

des  gesuchten  Kreises  (y)  im  gegebenen  Punctc  R. 

123.  Wenn  wir  filr  den,  in  der  114.  Nummer  durch  B = o bezeichnten  Ort  irgend 
einen  festen  Punct  nehmen,  so  knüpft  sich  folgender  Satz  an  das  Schema  jener  Nummer: 

Construirt  man  beliebig  viele  Kreise , welche  eine  gemeinschaftliche  Chordale  ha- 
ben und  zieht  man  von  irgend  einem  beliebigen  aber  festen  Puncte  Tangenten- Paare 
an  die  verschiedenen  Kreise , so  gehen  alle  diejenigen  geraden  Linien,  welche  die  beiden 
Tangenten  jedes  Paares  halbiren,  durch  einen  festen  Punct  der  gemeinschaftlichen  Chor - 
dalen.  Durch  denselben  Punct  geht  auch  die  Tangente,  welche  im  gegebenen  Puncte 
an  denjenigen  Kreis  gelegt  werden  kann,  der  zugleich  durch  letztern  Punct  geht. 

In  der  20.  Figur  gehen  alle  Kreise  durch  die  beiden  festen  Puncte  M nnd  M’,  der  f'jg  20. 
angenommene  Punct  ist  R,  nnd  im  Pnnctc  P laufen  die  im  Satze  bczeichnctcn  geraden 
Linien  TT,  RP  zusammen. 

123.  Wir  könnten  noch  für  die  andern  hesondem  Fälle  das  Schema  der  1 1 1».  Num- 
mer constrpiren,  statt  dessen  wollen  wir  im  Allgemeinen  alle  diejenigen  Kreise  analytisch 
bestimmen,  welche  mit  zweien  gegebenen  dieselbe  Chordalc  haben.  Da 
die  Mittelpuncte  aller  dieser  Kreise  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die  anf  der  Chordalcn 
senkrecht  steht,  so  wollen  wir  diese  Linie  znr  ersten  Are  nehmen.  Auf  dieser  Axe  liegen 
auch  die  Mittelpuncte  der  beiden  gegebenen  Kreise,  deren  Gleichungen  also  von  folgender 
Form  sind: 

y*-Kx— «0*  = 
y’-Hx-a;5  - r». 

8 * 
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Wir  erhalten  die  allgemeine  Gleichungen  derjenigen  Kreise , welche,  mit  jedem  der 
gegebenen  zusammengestellt , dieselbe  Chordalc  geben  als  die  beiden  gegebenen  Kreise 
unter  sich,  wenn  wir  die  eine  der  letzten  Gleichungen  mit  einem  unbestimmten  Coefficien- 
ten  fi,  dem  wir  sowol  positive  als  negative  Werthe  beilegen,  mnltiplicircn  und  dann  zur 
andern  Gleichung  addiren.  Auf  diese  Weise  kommt,  wenn  wir  zugleich  mit  dem  Cocf- 
ficienten  von  y1  dividiren: 


y1 ' 


— 2 


^(e’-a^-Hr’-a*) 

1 


Wir  künnen  diese  Gleichung  durch  eine  schickliche  Wahl  der  rweiten  Aze  noch  verein- 
fachen; wir  künnen  z.  B.  die  Cbordale  der  beiden  gegebenen  Kreise  zur  zweiten  Axc  neh- 
men , alsdann  ist : 

p2 — it1  --  r2 — a2 , 

wodurch  die  letzte  Gleichung  folgende  Gestalt  annimmt: 

yZ-f-x2— 2 ?-“±Ü  x = p3_a2  = r2— a». 

/Z-+-1 

Nun  können  wir  endlich  noch,  der  Kürze  halber, 

>ÜL±±  = m 
#r+l 

setzen,  wenn  wir  durch  m eine  neue  unbestimmte  Gröfse  bezeichnen,  die,  da  fi  alle  mög- 
liche Werthe  erhalten  kann,  ebenfalls  keiner  Beschränkung  unterworfen  ist.  Die  obige 
Gleichung  geht  alsdann  in  folgende  Uber: 

y2-+-x2 — 2mx  «=  p2— o2.  (») 

Wir  kommen  mit  gcringerm  Aufwande  von  Rechnung  zn  demselben  Resultate,  wenn 
wir,  statt  die  beiden  Kreis-Gleichungen  (1)  mit  einander  zn  verbinden,  die  eine  dieser  Glei- 
chungen mit  der  Gleichung  der  Chordalen,  die  bei  unserer  Axen- Annahme  folgende  ist: 

IsO 

durch  Addition  verbinden,  nachdem  wir  die  letztere  mit  irgend  einem  CocfScienten  multi- 
plicirt  haben;  d.  h.  mit  andern  Worten,  wenn  wir  eine  der  Kreis -Gleichungen  z.  B.  die 
erste,  entwickeln: 

y’+x1— - 2ux  =s  p2 — a3, 

and  den  Cocfficientcn  der  ersten  Potenz  von  x als  durchaus  beliebig  annchmcn;  schrei- 
ben wir  fllr  densclban  2m,  so  kommt  wie  oben : 

yM-x2 — 2mx  p2 — a*. 


124.  Wir  können  der  in  der  vorigen  Nummer  entwickelten  Gleichung  folgende 
Form  geben: 

y’-Hx— m)3  = P2— (3) 

Die  Realität  dieser  Gleichung  fordert,  dafs  der  zweite  Theil  derselben  positiv  sey.  Diefs 
findet  immer  Statt,  wenn  p3  grüfscr  ist  als  o2,  d.  h.  wenn  die  beiden  gegebenen,  und  also 
auch  alle  gesuchten  Kreise  sich  schneiden.  In  diesem  Falle  mögen  wir  m , oder  die 
Miltelpuncts-Abscisse  bestimmen  wie  wir  wollen,  die  letzte  Gleichung  gibt  immer  einen 
reellen  Kreis,  der  kleinste  Kreis  entspricht  der  Bedingung,  dafs  m verschwindet,  sein  Ra- 
dius ist  (p2— u2).  Berühren  sich  die  beiden  gegebenen  Kreise,  so  können  wir  durch 
"Verbindung  ihrer  Gleichungen  einen  neuen  Kreis  von  jedem  beliebigen  Radius  be- 
kommen. Dieser  Fall  bildet  den  Uebcrgang  dazu,  dafs  die  beiden  gegebenen  Kreise 
und  mithin  auch  irgend  zwei  der  in  Rede  stehenden  Kreise  sich  nicht  schneiden.  Als- 
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dann  ist  p*  kleiner  als  a2,  und  wir  erhalten  für  die  Realität  von  (3)  folgende  Bedingungs- 
Gleichung  : 

mJ  > a3— p5. 

Die  Mittclpnncts- Abscisse  ist  also,  abgesehen  vom  Zeichen,  nothwendig  gröfscr  als  die 
vom  gemeinschaftlichen  Chordal-Punctc  aller,  (namentlich  auch  der  beiden  gegebenen) 
Kreise  an  dieselben  gezogenen  Tangenten.  Nehmen  wir 

m3  = a2 — p3 , also  m =>  ± K«1 — p3, 

so  bezeichnet  die  Gleichung  (3)  einen  Pnnct.  Diese  Punctc,  deren  es  zwei  gibt,  sind 
leicht  zu  construiren.  Ist 

m3  < u 3 — p’, 

so  bedeutet  die  Gleichung  (3)  durchaus  nichts,  oder  wenn  wir  lieber  wollen,  einen  imagi- 
nären Kreis,  einen  Kreis,  dessen  Radius  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  Rt'^I 
gegeben  ist;  und  wir  sehen  zugleich,  dafs  zwei  imaginäre  Kreise,  oder  auch  ein  reeller 
und  ein  imaginärer  Kreis  eine  reelle  Chordalc  haben. 


125.  Da  das  Wesentliche  der  von  uns  Überall  durchgefllhrtcn  Methode  in  der  geo- 
metrischen Dcntung  solcher  Gleichungen,  die  wir  ans  der  Verbindung  anderer  Glei- 
chungen erhalten,  besteht:  so  dürfen  wir  Bemerkungen  von  der  Art  der  eben  gemachten 
nicht  aufscr  Acht  lassen,  besonders  nicht  in  der  Theorie  der  Linien  höherer  Ordnung. 
Wir  mtlssen  sie  indefs  für  weiter  nichts  nehmen,  als  für  das,  was  sic  wirklich  sind:  für 
analytische  Beziehungen;  und  wenn  z.  B.  vorhin  von  imaginären  Kreisen  die  Rede 
war,  so  ist  diefs  nur  eine  Sprache,  die  den  analytischen  Formen  angepafst  ist. 


126.  Ans  dem  Frühem  ist  ersichtlich,  dafs,  wenn  ein  Kreis  und  ein  Punct  auf  die- 
sem Kreise  gegeben  ist,  wir  die  Gleichung  der  Tangente  in  diesem  Punctc  bekommen, 

' wenn  wir  von  der  Gleichung  des  Kreises  die  Gleichung  des  Punctes  un- 
ter der  Form  einer  quadratischen  Gleichung  abziehn.  Hierauf  gründet 
sich  eine  hübsche  Tangentcn-Thcoric  für  den  Kreis,  die  aber,  wie  wir  im  Folgenden  ent- 
wickeln werden,  sich  nicht  allein  anf  den  Kreis  beschränkt,  sondern,  indem  wir  dieselbe 
auf  andere  Linien  ausdehnen,  tu  sehr  allgemeinen  Resultaten  führt. 

Scy  also : 

, v . , (y— ft* -H*— «)’  = ?’,  (0, 

die  Gleichnng  des  Kreises  und : 

(y— y")-K*— *")*  =>  o , (*) 

die  Gleichung  des  gegebenen  Punctes  (y",  *"),  nnd  da  dieser  Pnnct,  unserer  Vorausse- 
tzung gcmäls,  auf  dem  Umfange  des  Kreises  liegt,  so  haben  wir  zugleich  folgende  Be-  _ 
dingungs- Gleichnng  zwischen  den  Coordinatcn  desselben: 

(y~ — £>3*H*” — «)’  = p3. 

Ziehen  wir  die  beiden  Gleichungen  (1)  nnd  (2)  von  einander  ab,  so  kommt: 

2(y'— Äy-4*2(x"— o)x  — pJ-Hy"M-z"3)— (a’-H?3) , 
und  da  wir  die  vorhergehende  Bedingongs- Gleichnng  auch  folgendergestalt  schreiben  können: 

. y"Z+r"*_(o3-HP)  a pM-2(y"— ffi/J+2 (*"— «)a, 

so  erhalten  wir,  indcO  wir  zntammenzichert  und  alle  Glieder  dnreh  2 dividiren: 

(y” — + (*"— *»X*— «0  = p3: 

die  gesuchte  Gleichung  der  Tangente  im  Punctc  (y",  x").  Nehmen  wir  den  Anfangs -Pnnct 
der  Coordinatcn  in  dem  Mittclponctc  des  Kreises  an,  so  sind  ß nnd  a gleich  Noll  nnd 
die  Gleichnng  der  Tangente  wird  folgende 

y"y  -f.  x’x  * p* 
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127.  Wir  wollen  wieder  einen  Schritt  vorwärts  tbun  und  in  diesem  Ende  nochmals 
die  Gleichungen  zweier  Kreise,  so  wie  wir  es  bisher  gethan  haben,  mit  einander  verbin- 
den. Wir  wollen  den  Anfangs -Punct  der  Coordinatcn  in  den  Mittclpnnct  des  ersten 
Kreises  legen  nnd  die  erste  Axe  durch  den  Miltelponct  des  zweiten  führen.  Alsdann  ha- 
ben wir  folgende  beiden  Gleichungen : 

y’H-  x1  = r»,  (.) 

. ....  , y’-H*-«)1  = p’,  Ca) 

nnd  wenn  wir  ahzteben,  so  kommt: 

2nx — o’  = r5— p1  (1) 

für  die  Gleichung  der  Chordalcn.  Diese  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  « vom  zweiten 
Grade,  cs  gibt  also  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Wcrthe  von  o,  welche,  substi- 
tuirt  in  die  letzte  Gleichung,  denselben  Werth  für  x geben,  also  dieselbe  Cbordale  be- 
stimmen. Es  gibt  also  zwei  Kreise  von  gleichem  Radius  p,  die  mit  einem  dritten  die- 
selbe Chordalc  haben.  Wir  wollen  hier  nur  den  Fall  betrachten,  dafs  p gleich  Null  ist, 
die  Gleichung  (2)  also  einen  Punct  bezeichnet.  Die  Gleichung  (3)  geht  aber,  wenn  wirp 
gleich  Null  setzen,  und  in  Beziehung  auf  a ordnen,  in  folgende  Uber: 

oa — 2ax  -f-  r1  = 0.  (4) 

Wenn  wir  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  <*’  und  u bezeichnen,  so  gibt  die 
Theorie  der  quadratischen  Gleichungen: 

u'-ha"  = 2x,  (s) 

a'a"  = r*,  (6) 

nnd  zugleich  bedingt  die  Realität  dieser  Wurzeln  dafs 

xs  > r1, 

d,  h.  wie  wir  an<;h  früher  schon  bewiesen  haben  (103),  dafs  die  Chordale  von  Punct  und 
Kreis,  der  Punct  mag  außerhalb  oder  innerhalb  liegen,  niemals  den  Kreis  schneidet. 

128.  Die  Gleichung  der  Tangente  an  den  durch  (1)  dargestellten  Kreis  im  Punctc 
(y",x')  ist  folgende: 

y”y-t-x"x  = t\ 

und  wenn  wir  die  Abscissc  des  Durchschnittes  dieser  Tangente  mit  der  ersten  Are  durch 
x bezeichnen,  so  kommt,  indem  wir  y = o setzen: 

x’x'  — r1. 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  (6)  überein,  woraus  wir  denn  den  Schlafs  zu  ziehen  bcrech. 
tigt  sind,  dafs  zwischen  den  beiden  Pnncten  (o,o‘)  und  (0,0"),  welche  mit  einem  gege- 
benen Kreise  eine  gemeinschaftliche  Chordalc  haben,  dieselbe  Beziehung  Statt  findet,  als 
zwischen  demjenigen  Punctc,  in  welchem  zwei  an  jenen  Kreis  gezogene  Tangenten  sich 
schneiden  und  der  Mitte  der  BcrUhrungs  -Chordc  (corde  de  conlact). 

129.  Ans  der  Gleichung (5)  folgt,  dafs  die  beiden  in  Rede  stehenden  Puncte,  die  auf 
der  ersten  Axe  liegen  nnd  durch  die  Abscissen  u und  a"  bestimmt  werden , zu  beiden  Sei- 
ten dez  Chordalcn  sich  befinden  und  glcichwcit  von  derselben  entfernt  sind.  Diefs  stimmt 
mit  der  103.  Nummer,  die  uns  in  dem  Vorhergehenden  schon  zur  Crnstrucrion  der  Cbor- 
dalen  von  Ponct  und  Kreis  gedient  hat, 

Fig.  21.  130.  Zwei  Puncte  R nnd  p,  welche  mit  einem  gegebenen  Kreise  dieselbe  gerade 

Linie  zur  Chordalen  haben,  werden  wir  nach  dem  Vorgänge  französischer  Mathematiker: 
zugcordnctc  Pole  in  Beziehung  anf  diesen  Kreis  nennen.  Diese  Definition 
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wird  aber  gewöhnlich  mit  Beziehung  auf  Tangenten  gegeben  and  also  an  die  128.  Num- 
mer geknüpft. 

131  ^ Nach  diesen  Erörterungen  kommen  wir  unmittelbar  za  einer  Reihe  von  Sätzen- 

Wenn  man  aus  irgendeinem  Puncte  der  gemeinschaftlichen  Chordalcn  eines  gegebenen 
Kreises  and  zweier  zogeordneter  Pole,  einen  zweiten  Kreis  beschreibt,  der  durch  einen 
der  Pole  geht,  so  geht  er  auch  durch  den  andern  Pol;  ein  solcher  Kreis  aber  schneidet 
den  gegebenen  unter  rechten  Winkeln,  und  umgekehrt: 

Wenn  ein  Kreis  durch  irgend  zwei  Puncte  geht,  die  in  Beziehung  auf  einen  andern 
Kreis  zugeordnete  Pole  sind,  so  schneiden  sich  die  beiden  Kreise  unter  rechten  Winkeln- 

132.  Die  folgenden  Erörterungen  schließen  sich  an  das  Schema  der  11t«.  Nummer. 

Seyen: 

A=o,  B=o,  C = o , C'=o,  (i) 

die  Gleichungen  eines  Kreises,  zweier  Puncte  nnd  des  zugeordneten  Poles  des  letztem 
Punctcs  in  Beziehung  auf  jenen  Kreis.  Alsdann  bezeichnen  die  Gleichungen : 

A — C = o,  A— C' — o , C — C'  = o, 

ein  und  dieselbe  Cbordale,  und  gleichviel,  ob  wir  die  beiden  ersten  Ocrtcr  mit  dem  drit- 
ten oder  vierten  zusammcnstellen , wir  bekommen  bcidcsmal  denselben  Chordal  - Punct. 

Durch  diesen  Punct  gehen  also: 

B — C =o , B — C*=o, 

und  .da  der  Durchschnitt  dieser  Linien,  den  Chordal- Punct  der  drei  letzten  Oerter  be- 
stimmt, so  fällt  auch  dieser  Punct  mit  den  frühem  zusammen.  Es  haben  also  je  drei  der 
vier  Oerter  (t),  die  nicht  dieselbe  Chordalc  haben,  denselben  Chordal -Punct. 

Nehmen  wir  statt  des  zngcordncten  Poles  des  zweiten  Punctes  den  Pol  des  ersten, 
den  wir  durch  die  Gleichung  B'  = o darstcllen,  so  ergibt  sich  gerade  auf  dieselbe  Weise 
wie  eben,  derselbe  Chordal -Punct  für  je  drei  der  vier  Oerter 
A = o , B = o,  C = o,  C'=o; 

nnd  weil  die  drei  ersten  dieser  Oerter  mit  den  drei  ersten  der  vier  Ocrtcr  bei  (1)  einerlei 
sind,  so  ist  dieser  Punct  mit  dem  der  ersten  Zusammenstellung  ein  nnd  derselbe.  Die 
zwei  Paare  zugcordnclcr  Pole  liegen  also  auf  dem  Umfange  eines  einzigen  Kreises,  nnd 
dieser  Kreis  schneidet  den  gegebenen  unter  rechten  Winkeln.  Also: 

Durch  je  zwei  Paare,  in  Beziehung  auf  einen  gegebenen  Kreis,  zugeordneter  Pole 
läfst  sich  ein  neuer  Kreis  beschreiben.  Die  beiden  Kreise  schneiden  sich  unter  rechten 
Winkeln.  Oder  s Wenn  irgend  ein  Kreis  gegeben  ist  und  man  legt  von  irgend  zweien, 
beliebig  angenommenen,  Puncten  Tangenten  an  den  gegebenen  Kreis,  und  verbindet  die 
Berührungen,  so  liegen  die  beiden  angenommenen  Puncte  und  die  beiden  Mitten  der 
Beriihrungs- Chorden  auf  dem  Umfange  eines  und  desselben  Kreises,  der  den  gegebenen 
rechtwinklig  durchsetzt. 

In  der  22.  Figur  sind  die  beiden  Paare  zugeordneter  Pole  durch  R und  p,  R'  und  e Fig.  23. 
bezeichnet  * 

133.  Durch  Umkehrung  erhalten  wir  folgenden  Satz:  -• 

Wenn  irgend  zwei  Kreise  sich  rechtwinklig  schneiden,  und  man  zieht  aus  dem  Mit- 
telpuncte  des  ersten  eine  gerade  Linie,  welche  dem  zweiten  begegnet,  so  sind  die  beiden 
Durchschnitts  - Puncte  zugeordnete  Puncte  in  Beziehung  auf  den  ersten  Kreis.  Oder, 
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mit  andern  W orten , wenn  man  von  irgend  einem  Puncle  des  zweiten  Kreises  Tangen- 
ten an  den  ersten  Kreis  zieht,  so  liegt  die  Mitte  der  Berührungs  - Chorde  wiederum  auf 
dem  zweiten  Kreise. 

Diese  Beziehung  zwischen  den  beiden  Kreisen  ist  offenbar  rcciprok. 


Fig.  23.  13V  Wenn  wir  zwei  Kreise  mit  einem  Pnnctc  nnd  dem  zageordneten  Pole  dieses 

Pnnctes  in  Beziehung  auf  den  ersten  Kreis  zusammenstcllcn: 

A = o , B = o,  C = o,  C'  = o; 

so  ist,  wie  in  der  132.  Nummer,  der  Chordal-Punct  für  je  beliebige  drei  dieser  vier  Ocr- 
tcr,  die  nicht  schon  eine  gemeinsame  Chordale  haben,  immer  derselbe  Punct.  Wenn 
wir  weiter  gehen,  nnd  den  Pol  für  den  Pnnct,  dessen  Gleichung  ist:  C =o,  anf  dem 
zweiten  Kreise  bestimmen,  und  diesen  Pol  darstellen  durch  die  Gleichung  C”  = o darstellcn: 
so  finden  wir  wieder  denselben  Punct  als  eben  ftlr  den  Chordal-Pnnct  je  dreier  von  fol- 
genden vier  Ocrtem : 

A = o , B = o , C = o,  C"  = o. 

W ir  können  nun  wieder  den  Pol  des  zuletzt  bestimmten  Pnnctes  auf  dem  ersten  Kreise, 
r.onstruiren,  und  wenn  wir  auf  diese  Weise  beliebig  fortfahren,  so  erhalten  wir  eine 
Reihe  von  Puncten,  die  alle  unter  sieb  nnd  mit  den  beiden  gegebenen  Kreisen  ein  nnd 
denselben  Chordal-Punct  haben,  und  also  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  liegen,  der 
die  beiden  gegebenen  rechtwinklig  schneidet. 

Wir  bekommen  eine  neue  Reihe  von  Pnnctcn,  die  ani  demselben  Kreise  sich  befinden, 
wenn  wir  zuerst  auf  dem  zweiten  Kreise,  den  zngeordneten  Pol  des  gegebenen  Pnnctes, 
dessen  Gleichung  ist  C = o suchen,  dann  den  Pol  dieses  Punctes  auf  dem  ersten  Kreise 
und  so  beliebig  fortfahren. 

In  der  bezüglichen  Figur  sind  die  in  Rede  stehenden  Pnnctc  durchs  R,  R',  R",  R'", 
p,  p ” . , . bezeichnet. 

Wenn  also  irgend  zwei  Kreise  ( diese  Kreise  mögen  in  einander  liegen  oder  nicht, 
sie  mögen  sich  schneiden  oder  berühren)  und  zugleich  ein  Punct  gegeben  sind,  und  wir 
bestimmen  den  Pol  dieses  Punctes  auf  dem  ersten  Kreise,  für  welchen  ersten  Kreis 
wir  nach  einander  jeden  der  beiden  gegebenen  Kreise  nehmen  können,  dann  weiter 
den  Pol  des  so  bestimmten  Punctes  auf  dem  zweiten  Kreise,  und  wiederum  den  Pol 
des  so  erhaltenen  Punctes  auf  dem  ersten  Kreise , und  so  beliebig  fort:  so  liegen  alle 
diese  Consiructions  - Punct  e auf  dem  Umfange  eines  neuen  Kreises,  der  durch  den  ge- 
gebenen Punct  geht  und  die  beiden  gegebenen  Kreise  unter  rechten  Winkeln  schneidet. 

135.  Zu  denselben  und  andern  Resultaten  können  wir  auf  eine  allgemeinere  Weise 
gelangen,  wenn  wir  überhanpt  die  Bestimmung  suchen,  dafs  ein  vierter  Ort  mit  drei  ge- 
gebenen denselben  Chordal-Pnnct  habe. 

Den  Anfangs  - Pnnct  der  Coordinaten  wollen  wir  in  den  Chordal-Pnnct  der  drei  ge- 
gebenen Oertcr  legen,  und 

(y  — b)*-Kx—  a>*  = r*  (,) 

für  die  Gleichung  eines  derselben  nehmen;  alsdann  erhalten  wir  für  (a*»f-b*l  — r* nnd  «lie, 
ftlr  die  beiden  andern  Oerter  .auf  entsprechende  Weise  gebildeten,  Ausdrücke  ein  und 
denselben  Werth , den  wir  dnreh  M bezeichnen  wollen.  Soll  nun  ein  vierter  Ort  mit 
den  drei  gegebenen  Oertern  denselben  Chordal  • Pnnct  haben , so  mufs  die  Chordale 


Digitized  by  Google 


des  Kreises.  65 

desselben  and  jedes  der  gegebenen  Oerter  durch  den  Anfangs -Pnnct  der  Coordinatcn 
gehen.  Ist  also 

(y— ß’  + (x — o)ä  sb  p 1 (s) 

die  Gleichung  des  vierten  Ortes , und  wir  ziehen  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  raufs  in  der 
Glcichnng,  die  wir  auf  diese  Weise  erhalten, 

3(ß— b)y  + 2(a— a)x  = r*— (a’-f-b5)  — e1+(u,-b,37) , 
der  zweite  Thcil  verschwinden,  mithin  ist: 

««+£»— = aM-h’— r*  = M.  (3) 

136.  Wir  wollen  erstens  die  Voraussetzung  machen,  dafs  der  vierte  Ort  ein  Pnnct 
sey.  Alsdann  ist  zuvörderst  ersichtlich , dafs  die  Gleichung  (3)  durchaus  nicht  Statt  finden 
kann,  wenn  M negativ  ist,  d.  h.  wenn  der  Chordal- Pnnct  innerhalb  der  gegebenen  Oer- 
tcr  fallt  Liegt  der  Chordal  -Punct  aber  aufscrhalb,  so  gibt  die  Gleichung  (3), 

«’+i1  = M , (0 

für  den  Ort  der  gesuchten  Puncte  einen  Kreis,  der  aus  dem  Anfangs -Puncte  der  Coor- 
dinatcn mit  einem  Radius,  der  den  aus  diesem  Puncte  an  die  gegebenen  Oerter  gezoge- 
nen Tangenten  gleich  ist,  beschrieben  wird.  Dieser  Kreis  schneidet  die  gegebenen  unter 
rechten  Winkeln,  weshalb  wir  ihn  früher  den  Orthogonal-Kreis  genannt  haben. 

t3y.  Nehmen  wir  nun  für  die  drei  gegebenen  Oerter  drei  Kreise,  so  gibt  die  vorige  Fig.  24. 
Nummer  folgenden  Satz: 

Wenn  drei  Kreise  ( C , C,  C")  gegeben  sind  und  man  zieht  aus  irgend  einem  Puncte 
(fl)  des  Orthogonal-Kreises  Tangenten- Paare  an  die  drei  gegebenen  Kreise , so  schnei- 
den sich,  ivo  man  auch  jenen  Punct  (Ä)  annehmen  mag,  die  drei  geraden  Linien,  welche 
die  Tangenten  jedes  Paares  halbiren  {TT , T T , VT"),  immer  im  Mitlelpuncte  des 
Orthogonal- Kreises. 

138.  Ans  der  Constrnclion  der  letzten  Nnmmer  ergibt  sich  anf  eine  zu  leichte  Weise 
folgender  Satz , als  dafs  wir  ihn  nicht  gleich  anführen  sollten : 

Wenn  man , bei  denselben  Voraussetzungen  als  eben , die  drei  Berührungs-Chorden 
(tt,  tV,  t"t")  construirt,  so  schneiden  sich  dieselben  in  ein  und  demselben  Puncte  (£), 
der  auf  dem  Orthogonal- Kreise , dem  angenommenen  Puncte  {R)  diametral  gegenüber, 
liegt.  Die  Beziehung  der  beiden  Puncte  (fl  und  S)  zu  einander  ist  reciprok. 

> 

139.  Die  Constructionen  der  132—134  Nummer  entsprechen  den  Fällen,  dafs  unter 

den  drei  gegebenen  Oertcrn  sich  einmal  iwei  Pnncte  befinden,  das  andere  Mal  ein  % 

Pnnct.  In  beiden  Fällen  bekommen  wir  immer  einen  reellen  Kreis  für  den  eben  bestimm- 
ten Ort  (4),  weil  M'  immer  positiv  ist  Bezeichnet  nemiieh  die  Gleichung  (l)  der  135. 
Nummer  einen  Pnnct,  so  ist  r«=o  und  cs  kommt: 

M = a’-J-b’. 

Nehmen  wir  endlich,  um  auch  diesen  Fall  nicht  zu  übergehen,  fUr  die  drei  gegebenen 
Oerter  drei  Puncte,  so  entspricht  der  137.  Nnmmer  der  allbekannte  Satz:  dafs  alle  in 
den  Mitten  beliebiger  Chorden  eines  Kreises  errichteten  Perpendikel,  durch  einen  festen 
Pnnct,  den  Miltelpunct  des  Kreises  gehen.  Der  folgenden  Nummer  entspricht  die  Um- 
kehrung des  Salzes,  dafs  alle  Winkel  im  Halbkreise  rechte  W inkel  sind. 

9 


Digitized  by  Google 


66 


Zur  Theorie 


140.  Nehmen  wir  zweitens  für  den  Tcründcrlichen  vierten  Ort,  der  mit  den  drei 
gegebenen  Oertcm  denselben  Chordal- Panel  hat,  und  durch  die  Gleichung  fl)  dargestcllt 
wird,  einen  Kreis  von  gegebenem  Radius,  so  gibt  uns  die  Gleichung  (3)  für  den  Ort  der 
Mittclpunctc  solcher  Kreise,  einen  neuen  Kreis,  dessen  Mittclpnnct  in  den  Chordal -Punct 
der  drei  gegebenen  Oerter  fällt  und  dessen  Radius  leicht  zu  bestimmen  ist.  Der  ange- 
nommene Radius  p kann  jeder  beliebige  seyn,  wenn  M positiv  ist;  im  andern  Falle  muls 
das  Quadrat  desselben  gröfser  seyn  als  ( — M),  d.  h.  grüfser  als  (r3 — (a3-$-b)). 

tat-  Sind  drei  Kreise  gegeben,  so  können  wir,  umgekehrt,  aus  dem  Chordal -Poncte, 
mit  einem  beliebigen  Radius  R einen  Kreis  beschreiben,  dessen  Gleichung  folgende  ist: 

y3+x3  = Ra,  (s) 

nnd  diesen  Kreis  fllr  den  durch  (3)  dargestellten  geometrischen  Ort  nehmen;  alsdann  ist:. 

U3  = (aa+b3)  — ra+pa, 

nnd  mithin  p durch  folgende  Gleichung  gegeben: 

p3  = R’-t-r’ — (aM-b3).  (s) 

Zugleich  ergibt  sich,  da£s  unsere  Annahme  nur  dann  Statt  finden  kann,  wenn: 

R*>  (aM-b5)— r3.  (7) 

Diese  Bedingung  wird  immer  erfüllt,  wenn  der  Chordal-Punct  innerhalb  der  gegebenen 
Kreise  liegt;  im  andern  Falle  mufs  der  beliebig  angenommene  Radius  des  Kreises  (5)  grü- 
fser seyn,  als  die  vom  Chordal  - Puncte  an  die  gegebenen  Kreise  gezogenen  Tangenten. 
Die  in  Rede  stehenden  gemeinschaftlichen  Chorden  gehen  alsdann  alle  durch  ein  nnd 
denselben  Punct,  den  Anfangs-Pnnct  der  Coordinaten. 

Sind  nur  zwei  Kreise  gegeben , so  können  wir  den  Anfangs -Punct  der  Coordinaten 
oder  den  Mittclpnnct  des  Kreises  (5)  in  einem  beliebigen  Puncte  der  Chordaleu  der  beiden 
gegebenen  Kreise  annchmcn;  p bestimmt  sich  alsdann  wie  vorhin. 

Ist  endlich  nur  ein  Kreis  gegeben,  so  können  wir  den  Mittclpnnct  des  Kreises (5)  an- 
nehmen , wo  wir  wollen.  Nehmen  wir  ihn  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  an , so  ist  die 
Bestimmung  des  Radius,  R,  dieses  Kreises  durchaus  keiner  Beschränkung  unterworfen. 
Im  andern  Falle  müssen  wir  auf  die  Bedingungs-Gleichung (7) Rücksicht  nehmen,  die  geo- 
metrisch gedeutet,  anders  nichts  heifst,  als  dafs  die  beiden  Kreise  sich  unter  einem  Win- 
kel schneiden,  der  grüfser  als  ^ ist,  oder  dafs  einer  derselben  innerhalb  des  andern  liegt. 

Wenn  wir  die  beiden  Kreise  mit  einander  vertauschen,  mithin  den  Anfangs -Punct 
der  Coordinaten  in  den  Mittclpnnct  des  gegebenen  Kreises  verlegen  und  die  Mittclpuncts- 
Coordinatcn  des  andern  Kreises  ( — ff)  und  ( — «)  nehmen,  so  dafs  wir  statt  der  beiden  Glei- 
chungen (t)  nnd  (5)  nun  folgende  beide  Gleichungen  zu  betrachten  haben: 

y2-t-xJ  =»  ra, 

(y+W’-Kx+u)* « R*S 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  p wiederum  dieselbe  Gleichung  als  früher: 

pa  = Ra +r3 — (a3 -f-b3). 

Die  obige  Beziehung  der  beiden  Kreise  zu  einander  ist  also  reciprok. 

Wenn  irgend  zwei  Kreise  gegeben  sind,  die  sich  unter  stumpfen  Winkeln  schneiden, 
oder  ganz  in  einander  liegen  (wie  in  der  25.  Figur),  so  gibt  jeder  Kreis,  den  wir  mit 
einem  constanten,  leicht  zu  bestimmenden  Radius  aus  irgend  einem  Puncte  auj  dem 
Umfange  des  ersten  der  beiden  gegebenen  Kreise,  als  Mittclpuncte , beschreiben , mit 
dem  zweiten  gegebenen  Kreise  eine  gemeinschaßliche  Chor  de,  die  immer  durch  den 
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Miilelpunct  des  ersten  gegebenen  Kreises  geht.  Wir  können  die  beiden  gegebenen  Kreise 
mit  einander  vertauschen,  ohne  daß  der  constante  Radius  des  veränderlichen  Kreises 
sich  anders  bestimmt. 

In  der  25.  Figur , wo  der  eine  Kreis  (O)  ganz  innerhalb  des  andern  (C)  liegt,  schnei- 
den sich  in  dem  Mittelpnnct  des  erstgenannten , innerhalb  liegenden , Kreises  die  gemein- 
schaftlichen Chorden  des  zweiten  Kreises  nnd  jedes  einzelnen  der  Kreise  (y),  deren  Mit- 
telpnncte  sich  anf  dem  Umfange  des  ersten  Kreises  befinden , and  deren  constanlen  Radios 
wir  leicht  bestimmen,  indem  wir  einen  beliebigen  dieser  Kreise  constrnircn. 

142.  Wir  wollen  nun  zunächst  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  zwei  gegebene 
Kreise  rechtwinklig  schneidet,  bestimmen.  Legen  wir  die  erste  Axe  durch  die  Mit- 
telpnncte  der  beiden  gegebenen  Kreise,  so  haben  deren  Gleichungen  folgende  Form: 

o)1  = p3,  (1) 

y}+(x — a)a  = rs.  (») 

Der  Mittelpnnct  eines  beliebigen  Kreises,  der  die  beiden  gegebenen  Kreise  rechtwinklig 
schneidet,  liegt  in  irgend  einem  Punctc  der  Chordalen  derselben,  die  wir  hiernach  als 
zweite  Axe  nehmen  wollen;  der  Radius  desselben  ist  gleich  den  Tangenten,  die  von  je- 
nem Pnnctc  an  die  beiden  gegebenen  Kreise  gezogen  werden  können,  das  Qnadrat  dieses 
Radios  ist  also  gleich: 

o’+y'1 — p5  =■  a’-f-y'5 — r1, 

wenn  wir  die  Ordinate  des  Mittclpuncles  y nennen.  Für  die  Gleichung  des  in  Rede  ste- 
henden Kreises  erhalten  wir,  diesem  entsprechend,  folgende: 

(y — y’)3-f-xl  ss  a’-t-y'3— p1.  (3) 

Die  Gleichung  irgend  eines  zweiten  solchen  Kreises  hat  dieselbe  Form,  es  ändert  sich 
blofs  die  Ordinate  y,  nehmen  wir  statt  derselben  y",  «o  kommt: 

{y— y")’H-z3  = “3*f-y3 — p3-  (4) 

Ziehen  wir  die  letzten  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  so  verschwinden,  wenn  wir 
durch  2(y" — y)  dividiren,  die  Ordinalen  j nnd  y",  und  wir  finden  für  die  Chordalc  der 
beiden  Kreise  (3)  und  (4): 

y = °i 

d.  h.  die  Gleichung  der  ersten  Axe , oder  der  Central  - Linie  der  beiden  gegebenen  Kreise. 
Diese  Linie  ist  also  die  gemeinschaftliche  Chordalc  aller  Kreise,  welche  die  letztgenann- 
ten unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Wenn  also  einer  dieser  Kreise  die  Central -Linie 
schneidet,  so  schneiden  alle  dieselbe  in  denselben  beiden  Pnncten.  Um  diese  zu  bestim- 
men, brauchen  wir  nur  in  der  Gleichung  (3)  y gleich  Null  zu  setzen.  Auf  diese  Weise 
kommt: 

x1  = u3 — p3; 

nnd,  je  nachdem  a gröfscr  oder  kleiner  als  p oder  gleich  p ist,  was  mit  andern  Worten 
heifst,  je  nachdem  die  beiden  gegebenen  Kreise  keinen  Punct  mit  einander  gemein  ha- 
ben, sich  schneiden  oder  berühren,  sind  die  Werlhe  von  z reell,  imaginär  oder  Null. 

Dieselben  Werthe,  die  wir  hier  fllr  x finden,  haben  wir  früher  in  der  124-  Nummer, 
für  die  Abscissen  derjenigen  beiden  Pnnctc  erhalten , zu  deren  quadratischen  Gleichungen 
wir  durch  Verbindung  der  beiden  gegebenen  Kreis  - Gleichungen  gelangen  können , fllr  die 
Abscissen,  die  wir  a.  a.  O.  durch  m bezeichnet  haben.  Diese  beiden  Punctc  sind,  wie 
wir  leicht  zeigen  können,  ZDgeordncte  Pole  für  jeden  der  beiden  gegebenen  Kreise  nnd 
mithin  für  alle  diejenigen,  welche  init  diesen  dieselbe  Chordale  haben.  Denn,  wenn  wir 
den  Aufangs-Piinct  der  Coordinatcn  in  den  Mittclpuncl  des  ersten  Kreises  verlegen,  so 
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bekommen  wir  für  die  Gleichung  der  Chordalcn  x <=  — a und  für  die  Abscissen  der  in 
Rede  stehenden  Punctc:  

x = — a+  W'h’+p1. 

Das  Prodnct  der  beiden  Wcrtbe  von  x gibt  p1,  die  Somme  derselben  —2«;  mithin  sind 
jene  Puncte  zngeordnetc  Pole  für  den  ersten  Kreis.  Ebenso  läfst  sich  zeigen , dafs  sie’s 
auch  für  den  zweiten  Kreis  sind,  and  überhaupt  fUr  jeden,  der  mit  den  beiden  gegebenen 
dieselbe  Chordalc  hat  Wir  haben  also  folgenden  Satz  bewiesen  t 
Fig.  26.  Wenn  beliebig  viele  Kreise  gegeben  sind,  die  eine  gemeinschaftliche  Chordale  ha- 
ben, so  werden  alle  diese  Kreise  von  denselben  Kreisen,  deren  Mittelpuncte  nothwendig 
auf  dieser  Chordalcn  liegen,  rechtwinklig  geschnitten,  und  alle  diese  Orthogonal -Kreise 
haben  wiederum  die  Central- Linie  der  gegebenen  Kreise  zur  gemeinschaftlichen  Chor- 
dalcn. Wir  haben  also  zwei  Reihen  von  Kreisen,  die  unter  sich  eine  gemeinschaftliche 
Chordale  haben  und  sich  gegenseitig  unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Die  Kreise  der 
einen  Reihe  gehen  alle  durch  zwei  feste  Puncte  ( O und  O),  während  die  der  andern 
sich  nicht  schneiden;  jene  zwei  Puncte  sind  für  jeden  Kreis  der  letztgenannten  Reihe 
zugeordnete  Pole. 


«43.  Der  dnreb  (35  bezcichnelc  Kreis  wird  imaginär,  wenn  der  zweite  Thcil  seiner 
Gleichung  negativ  wird,  <L  b.  wenn  der  Mitlclpnnct  dieses  Kreises  innerhalb  der  gegebe- 
nen Kreise,  die  in  diesem  Falle  sich  schneiden  müssen,  angenommen  wird.  Ans  einem 
solchen  Pnnctc  kann  man  also  keinen  Kreis  beschreiben , der  die  gegebenen  rechtwinklig 
schneidet,  aber  wir  erhalten  die  Gleichung  eines  neuen  Kreises,  wenn  wir  bei  obiger 
Voraussetzung,  das  Zeichen  des  zweiten  Tbeiles  der  Gleichung  (3)  ändern.  Auf  diese 
Weise  kommt: 

(? — >■’)’  *+■  **  = p" y5).  (g) 

Stellen  wir,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  mit  dieser  Gleichung  eine  «weite  von  derselben 
Form  zusammen: 


Fig.  97,  28. 


(j~jy  + x1  = e*  -(«•  +y") , W 

so  kommt,  wenn  wir  abzicben  und  durch  2(y"— y')  dividiren: 

y — y'+y*.  (t) 

Um  diesen  Ausdruck  geometrisch  zu  deuten,  wollen  wir  von  einem  einzigen  gegebenen 
Kreise  ansgeben.  Alsdann  können  wir  jede  beliebige  gerade  Linie,  die  den  gegebenen 
Kreis  schneidet,  der  obigen  Coordmaten-Bestimmmung  gcmäfs,  zur  zweiten  Axc  nehmen; 
die  Milte  (O)  der  auf  ihr  interccptirten  Chorde  ist  alsdann  der  Anfangs  - Punct  der  Coor- 
dinaten.  Die  Mittelpuncte  der  Kreise  (5)  und  (6)  fallen  in  irgend  zwei  Punctc  (C,  C)  die- 
ser Chorde,  und  diejenigen  beiden  Chorden  des  gegebenen  Kreises,  MM  und  M’M',  welche 
in  C und  C halbirt  werden , sind  Durchmesser  jener  Kreise.  Die  Gleichung  (7)  ferner  be- 
zeichnet die  Chordale  dieser  Kreise,  Py,  welche  also  durch  P,  den  Durchschnitt  von  MM 
and  M'M'  gebt,  und  auf  CC'  senkrecht  steht.  Hiernach  haben  wir: 
y = Oy,  y = OC,  y*  = OC’; 
and  da  wir  die  Gleichung  (7)  folgendergestalt  schreiben  können: 

, y — y — y" 

so  folgt,  abgesehen  vom  Zeichen: 

OC  = cy. 

Dieses  Resultat  besteht,  welche  Lage  auch  der  Punct  P,  in  Beziehung  auf  den  gegebenen 
Kreis,  haben  mag;  er  mag  sich  innerhalb  oder  aufscrbalb  desselben  befinden,  oder  auf 
dem  Umfange  desselben  liegen.  In  der  Construction  können  wir  von  irgend  zwei,  beiie- 
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big  genommenen  Chorden  MM  nnd  M'M',  durch  deren  Mitten  alsdann  CC  geht,  ansge- 
hen, und  somit  haben  wir  allgemein  folgenden  Satz  bewiesen: 

Wenn  man  in  einem  Kreise  irgend  zwei  beliebige  Chorden  zieht , und  von  dem 
Durchschnitte  derselben  ein  Perpendikel  auf  diejenige  dritte  Chorde  Jällt,  welche  die 
Mitten  derselben  verbindet,  so  steht  der  Fufs-Punct  dieses  Perpendikels  so  weit  von  der 
Milte  einer  der  zuerst  gezogenen  Chorden  ab,  als  die  Mitte  der  andern  von  der  Mitte 
der  zuletzt  gezogenen  Chorde ■ 

144.  Statt  einer  der  beiden  Chorden,  z.  B.  statt  M'M'  können  wir  eine  Tangente  Fig.  K). 
nnd  den  Berührangs-Punct  C als  Mitte  derselben  nehmen.  Dicfs  heilst  in  der  Gleichung 

(6)  y"  so  bestimmen,  dafs: 

t1—  (aM-y"*)  <=»  o. 

Also  auch  in  Beziehung  auf  die  99.  Figur  ist: 

OC  = C'y  oder  OC’  «•  Cy. 

Wir  bemerken  endlich  noch,  dafs,  wenn  wir  statt  beider  Chorden,  MM  und  M'M', 
zwei  Tangenten  nehmen,  wir  als  besondem  Fall  den  Satz  erhalten,  dafs  diejenige  ge- 
rade Linie,  welche  durch  den  Durchschnitt  zweier  Tangenten  geht  und  senkrecht  auf  der 
Bcrühmngs-  Chorde  steht,  diese  letztere  halhirt.  Die  Puncte  O und  y fallen  nemlich  als- 
dann zusammen. 

145.  Wir  wollen  nns  nun  znr  Theorie  der  Pole  zurUckwcndcn.  Wenn  irgend  ein 
Pnnct  and  ein  Kreis  gegeben  sind,  so  nennen  wir  mit  französischen  Schriftstellern  P o- 
larc  dieses  Pnnctes  diejenige  gerade  Linie,  welche  durch  den  zngeordneten  Pol  des- 
selben, der  Chordalcn  beider  Oertcr  parallel  gezogen  werden  kann.  Gegenseitig  heifst  der 
gegebene  Puuct:  der  Pol  dieser  geraden  Linie.  Liegt  derPunct  aufscrhalb  desKrei- 
ses,  so  ist  die  Bcrühmngs- Chorde  dessen  Polare. 

Die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  scy: 

— “)’  = P%  <«) 

nnd  die  Coordinatcn  des  Pnnctcs  seyen  y und  x';  wir  wollen  die  Gleichung  der  Polaren 
desselben  nach  ohiger  Definition  bestimmen.  Wenn  wir  zu  diesem  Ende  die  Gleichung 
des  Punctes  unter  folgender  Form: 

(y-yV-W*— *)*  = 0,  (0 

nehmen  und  von  der  Gleichung  des  Kreises  abzichcn,  so  erhalten  wir  für  die  Gleichung 
der  Chordalcn: 

2(y’— /% •+• *(*'— °)x  * p’  — +(y’+x'1).  (») 

Die  Gleichung  einer  der  Chordalcn  parallelen  Linie  hat  folgende  Form: 

2(y'—< % ■+■  2(*'— «)*  = c,  (0 

wo  wir  durch  C irgend  eine  constante  Gröfsc  bezeichnen;  die  Parallele'  ferner,  welche 
durch  den  gegebenen  Pnnct  (y',x’)  geht,  wird  durch  folgende  Gleichung  dargcstcllt: 

2(y'— j»)(y— y')-+-2(z'— «)Cx-x')  = o, 
oder,  wenn  wir  anders  ordnen,  durch  die  Gleichung: 

2(y'— Äy •+■  2(x— «)  = 2(y'—ß)y  ■+. 2(x  — o)x'.  (s) 

Nehmen  wir  nun  (4)  für  die  Gleichung  der  Polaren,  so  folgt  aus  der  Definition: 
c-t-2(y'-«y'4-2(x'-a)x'  = 2 | p*-(“M-m<y'’+x'*)  j , 
mithin  erhalten  wir: 

C = 2{(y’ — ß)ß-Hx— a)a*t-p5}, 

wonach  denn  die  Gleichung  (4)  der  Polaren  in  folgende  übergeht: 

(y— Wy-ft  •+•  (x'-aXs-o)  = P*  - («) 
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Wenn  wir  den  Anfangs • Panct  der  Coordinaten  in  den  Mittelpnnct  des  gegebenen 
Kreises  verlegen,  also  ß = o,  a = o setzen,  so  geht  die  Gleichung  der  Polaren  in  fol- 
gende über: 


yy-f-xx  = (A 


(?) 


146.  Wenn  wir  den  Panct  (/,  x’)  anf  dem  Umfange  des  Kreises  annehmen,  so  sind 
die  Gleichungen  (6)  und  (7)  mit  den  entsprechenden  Gleichungen,  die  wir  früher  (126) 
für  die  Chordale  desselben  Pnnctes  gefunden  haben,  oder  mit  den  Gleichungen  der  Tan- 
gente in  diesem. Punctc  identisch. 

U,7-  Setzen  wir  in  der  Gleichung  (6)  y = ß,  d.  h.  suchen  wir  den  Durchschnitt  der 
Polaren  des  Punctes  (y',x')  mit  einer  geraden  Linie,  die  der  ersten  Axe  parallel  ist,  und 
durch  den  Mittelpnnct  des  Kreises  geht,  so  kommt,  wenn  wir  die  Abscisse  dieses  Pnnc- 
tes durch  X unterscheiden: 

(x’— «)(X— u)  = p5, 

in  welcher  Gleichung  y'  nicht  mehr  vorkomml.  Wie  wir  also  den  Punct  (y‘,  x’)  auf  der 
durch  die  Gleichung: 

(X— «>(x— a)  = p*  (s) 

dargestcllten  geraden  Linie  fortrilcken  lassen,  wir  erhalten  immer  denselben  Punct  für 
den  Durchschnitt  der  Polaren  desselben  mit  der  geraden  Linie: 

y = fl-. 

Die  Gleichung  (8)  ist  aber  die  der  Polaren  desjenigen  Punctes,  dessen  Coordinaten  ß und  X 
sind,  denn  wir  erhalten  diese  Gleichung,  wenn  wir  in  (6)  diese  Wcrthe  für  y und  x'  setzen. 
Da  wir  nun  durchaus  keine  Bestimmung  über  die  Richtung  der  ersten  Axe  gemacht  haben, 
und  sie  jedem  Durchmesser  des  Kreises  parallel  nehmen  können,  so  ist  folgender  Satz 
t bewiesen: 

Fig.  30. 31.  Die  Polaren  aller  Punct e einer  beliebigen  geraden  Linie  (RR)  schneiden  sich  in 
y ein  und  demselben  Puncte  (p),  dem  Pole  der  geraden  Linie;  und  umgekehrt , die  Pole 
aller  geraden  Linien , welche  durch  denselben  festen  Punct  gehen,  gleichviel  welche  Lage 
dieser  Punct  hat,  liegen  in  einer  einzigen  geraden  Linie,  der  Polaren  des  festen  Punctes. 

Mit  obigem  Beweise  dieses  Satzes  können  wir  den  Beweis  desselben  Satzes,  — nur  mit 
der  Beschränkung,  dafs  der  Pol  innerhalb  liege  — in  der  analytischen  Geometrie  des 
H.  Biot  vergleichen.  *} 


»48.  Aus  der  vorigen  Nummer  folgt  unmittelbar,  dafs  der  Pol  einer  geraden  Linie 
in  dem  Durchschnitte  der  Polaren  irgend  zweier  beliebiger  Punctc  derselben  liegt. 

149-  Wir  wollen  wieder  eine  Reihe  von  Kreisen  betrachten,  die  sich  in  denselben 
beiden  Puncten  schneiden,  oder,  allgemeiner,  ein  und  dieselbe  Chordale  haben.  Die 
Gleichungen  irgend  zweier  dieser  Kreise  seyen: 

ys  H*  (* — = p’, 
y'+M)’  = r*. 

Ferner  seyen  y'  und  x die  Coordinaten  irgend  eines  beliebigen  Pnnctes;  alsdann  erhal- 
ten wir  für  die  Polaren  dieses  Pnnctes  auf  den  beiden  Kreisen : 

y'y-Hx— «Xx-«)  = „■>,  3.  * 

y'y+  (a-axi-a)  = t1.  4£‘ 


) E.szi  de  Geometrie  analytiqae  pzr  Biot.  ediL  Nro.  120  - 121. 
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Ziehen  wir  die  letzten  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  so  kommt: 

(o — a)(x-HO  = p1— rH-a’, 

für  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  welche  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  Polaren 
geht.  Der  letzte  Thcil  dieser  Gleichung  verschwindet,  wenn  wir  die  Chordale  zur  zwei- 
ten Axe  nehmen;  dividiren  wir  endlich  durch  (a — «),  so  bleibt  blofs: 

x + x’  =o.  (i) 

Da  dieser  Ausdruck  unabhängig  ist  von  den  Constanten  der  eben  betrachteten  Kreis-Glei- 
chungen, so  ergibt  sich  folgender  Satz: 

Wenn  mehrere  Kreise  durch  dieselben  beiden  Puncte  M und  M‘  gehen , und  man  Fig.  32. 
zieht  von  irgend  einem  festen  Puncte  (R)  Tangenten  an  die  verschiedenen  Kreise , so  ge- 
hen die  Berührungs- Chorden  ebenfalls  durch  einen  festen  Punct  (p),  der  von  der  ge- 
meinschaftlichen Chorde,  so  weit , als  der  angenommene  Punct  (.11),  absteht.  Oder  all- 
gemeiner: die  Polaren  eines  beliebigen  festen  Punct  es  auf  allen  Kreisen,  die  eine  ge- 
meinschaftliche Chordale  haben,  gehen  wiederum  durch  einen  festen  Punct  / beide  Puncte 
stehen  gleichweil  von  der  Chordalen  ab. 

Die  Beziehung  der  beiden  festen  Puncte  zu  einander  ist  rcciprok;  diefs  zeigt  so- 
gleich die  Gleichung  (1),  die  in  Beziehung  auf  x'  und  x symmetrisch  ist. 

Liegt  einer  der  beiden  festen  Puncte  auf  der  Chordalen , so  fällt  auch  der  zweite  in 
dieselbe.  Diese  beiden  Puncte  sind  alsdann , im  Fall  die  gegebenen  Kreise  sich  schnei- 
den, zugeordnete  Pole  in  Beziehung  anf  denjenigen  unter  ihnen,  der  Uber  der  gcmcinsa. 
men  Chorde  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann. 

tti9.  Wenn  die  gegebenen  Kreise  sich  nicht  schneiden,  so  gehören  in  die  Reibe  der- 
selben zwei  Puncte,  die  in  Beziehung  auf  jeden  der  Kreise  zngcordnetc  Pole  sind.  Die 
Polare  eines  Punctes  in  Beziehung  anf  einen  zweiten  Punct  ist,  der  allgemeinen  Defini- 
tion gcmäfs,  das  Perpendikel  in  letzterm  Puncte  auf  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die 
beiden  Puncte  verbindet,  was  auch  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (6)  der  145.  Nummer 
folgt , wenn  wir  in  derselben  p = o setzen.  Wir  wollen  hier  nur  einen  Satz  hervorkeben: 

Wenn  ein  Kreis  gegeben  ist  und  man  zieht  von  irgend  einem  Puncte  (11)  nach  irgend  Fig.  aa. 
zwei,  in  Beziehung  auf  den  gegebenen  Kreis,  zugeordneten  Polca(Q,  Q)  gerade  Linien, 
und  errichtet  auf  diese  in  den  beiden  Polen  Perpendikel,  so  schneiden  sich  diese  Per- 
pendikel und  die  Polare  des  beliebig  angenommenen  Punctes  in  ein  und  demselben 
Puncte  (R  ). 

Indem  wir  hier  abbrechcn,  bemerken  wir  nur  noch,  dafs  sich  hier  eigentlich  der  frü- 
her schon  in  der  136.  Nummer  angezogene  Satz  anschliefst,  und  ebenso  hätten  wir  den 
Satz  der  146.  Nummer  schon  in  der  122.  anzieben  können. 

150.  Wenn  wir  wieder  durch: 

AaaO,  Bao,  C = o,  Dao, 

u.  s.  w,  allgemeine , auf  ein,  wie  früher,  rechtwinkliges  oder  auch  auf  ein  beliebiges  System 
bezogene  Kreis -Gleichungen  der  Kürze  halber  bezeichnen,  so  stellt  jedes  Aggregat  von 
A,  B,  C,  D n.  s.  w.  gleich  Null  gesetzt,  einen  nenen  Kreis  dar,  wenn  nicht  etwa  soviel« 
jener  Symbole  subtractiv  als  additiv  genommen  werden,  in  welchem  Falle  wir  die  Glei- 
chung einer  geraden  Linie  erhalten.  Folgende  Gleichung  z.  B. 

A-t-B  — C—  1)  = o 
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stellt  eine  gerade  Linie  dar,  die  wir  leicht  durch  zwei  Pnnctc  constmiren  können,  nem- 
lich  durch  die  beiden  Durchschnitte  folgender  beiden  Paare  gerader  Linien: 

A — C = o , B — I)  = o , 

A — D=o,  B — C = o. 

Folgende  Gleichung  — und  nur  dies  eine  Beispiel  wollen  wir  näher  betrachten  — 

A = B-t-C 


3^. 


stellt  einen  Kreis  dar.  Diese  Gleichung  wird  befriedigt  wenn  zugleich  den  neben  ein. 
ander  gestellten  Gleichungen: 

A — B = o,  C =o, 

. A — C=  o,  B =o. 

Genüge  geleistet  wird,  wäs  in  den  Durchschnitten  jedes  von  zwei  der  gegebenen  drei 
Kreise  mit  der  Chordalen  der  beiden  Übrigen  geschieht. 

ff'enn  also  drei  Kreise  gegeben  sind  und  der  eine  dieser  Kreise  ( C)  wird  von  der 
Chordalen  der  beiden  übrigen  ( MM)  geschnitten , und  ebenso  ein  anderer  dieser  Kreise 
( C)  von  der  Chordalen  der  beiden  übrigen  (M  M’),  so  liegen  die  vier  Durchschnitts - 
Puncte  (n auf  einem  neuen  Kreise. 

Dieser  Satz  besteht  noch , wenn  einmal  oder  beidesmal  die  zwei  Durchschnitte  sich  in 
einen  Bcrührungs-Punct  vereinigen,  er  besteht  immer  anch  dann  noch,  wenn  zwei  Durch- 
schnitte imaginär  werden.  In  diesem  letztem  Falle  nemlich  gibt  es  einen  Kreis,  der  durch 
zwei  Durchschnitts -Puncte  geht  und  zugleich  mit  einem  der  gegebenen  Kreise  dieselbe 
Chordalc  (ideale  Chorde)  hat,  als  die  beiden  andern  gegebenen  Kreise  unter  sich  haben. 
Begegnen  aber  beidesmal  die  in  Hede  stehenden  Chordalen: 

A — B — o,  A — C = o, 

den  bezüglichen  Kreisen: 

* C=o,  B=o, 

nicht,  so  müssen  wir  verschiedene  Fälle  unterscheiden  5 e»  bleibt  alsdann  der  Kreis: 

A = B-t-C 


nicht  immer  reell,  er  kann  imaginär  werden;  der  Ucbergang  ist  dadurch  angezcigt,  dafs  er 
sich  auf  einen  Punct  reducirt.  Diese  verschiedenen  Fälle  stellen  sich  unmittelbar  in  der 
Construction  dar. 

Wir  können  endlich  statt  eines  der  drei  gegebenen  Kreise  einen  Punct  nehmen;  wir 
können  auch  zwei,  anch  alle  drei  Kreise  mit  Punclcn  vertauschen.  Auf  diese  Weise  kom 
inen  wir  zn  einer  Reihe  specicllcr  Sätze;  wir  können  aber  hier  nicht,  wie  wir  cs  früher 
gethan  haben,  in  ein  ausführlicheres  Detail  eingchcn. 


15t.  Ehe  wir  znr  Erörterung  anderer  Beziehungen  zweier  Kreise  zu  einander  überge- 
hen, wollen  wir  die  Theorie  der  Chordalen  zur  Construction  der  einzelnen,  von  Appollo- 
nius  ziisammcngestcllten , Probleme  der  Taclioncn  anwenden.  Zuerst,  gehören  hierhin 
die  Construction  eines  Kreises,  der  durch  drei  gegebene  Puncte  geht  und  eines 
Kreises,  der  drei  gegebene  gerade  Linien  berührt.  Zu  beiden  Constructionen  sind 
wir  auf  analytischem  V\  ege  geführt  worden.  Ebenso  haben  wir  die  Construction  derjeni- 
gen beiden  Kreise  angezeigt,  welche  durch  zwei  gegebene  Pnnctc  gehen  und  ei- 
nen gegebenen  Kreis  berühren  (toö).  Diese  Construction  läfst  sich  nicht  geradezu 
auf  den  Fall  ausdehnen,  dafs  der  zu  berührende  Kreis  in  eine  gerade  Linie  übergeht. 
Für  diesen  Fall  haben  wir  folgende,  der  vorigen  ähnliche,  Construction. 

Seyen  M und  M'  die  beiden  gegebenen  Puncte  und  sey  TT'  die  zn  berührende  gerade 
Linie.  Man  ziehe  alsdann  die  gerade  Linie  MM'  und  verlängere  dieselbe  bis  zum  Durck- 
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Schnitt  mit  TT',  dieser  Durchschnitt  sey  C.  Beschreibt  man  emer  durch  M nnd  M'  ir- 
gend einen  Kreis  nnd  legt  von  C eine  Tangente  an  diesen  Kreis,  so  ist  die  Lange  der- 
selben bis  zum  Berührung*  - Puncto  N genommen,  für  alle  beliebigen  Kreise,  die  durch 
M nnd  M'  gehen,  constant.  Also  steht  auch  der  Pnnct,  in  welchem  der  gesuchte  Kreis 
die  gegebene  gerade  Linie  berührt,  um  die  Länge  dieser  Tangente  CN  vom  Puncte  C ab. 

Hiernach  finden  wir  sogleich  diese  beiden  Beriihrnngs -Puncte,  in  welchen  die  beiden 
möglichen  Kreise,  die  den  Forderungen  der  Aufgabe  Genüge  leisten,  die  gegebene  Linie 
berühren.  Es  bleibt  also  blots  noch  dnreh  drei  Puncte,  einmal  durch  M,M’  nnd  T,  das 
andere  Mal  durch  M,  M’  und  T , ein  Kreis  zu  legen  übrig. 

151.  Die  allgemeinere  Aufgabe,  die  der  letztem  entspricht,  ist:  einen  Kreis  zu  be- 
schreiben, der  mit  zweien  gegebenen  Ocrtcrn  eine  gemeinschaftliche 
Chordalc  hat  nnd  Ubcrdiefs  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt.  Ein  be- 
sondercrFall  ist  wiederum  der,  eincnKreiszu  beschreiben,  der  zwei  gegebene  Punctc 
zu  zugeordneten  Polen  hat,  nnd  zugleich  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt  Die 
Construclionen  sind  der  zuletzt  angezcigtcn  durchaus  ähnlich.  Im  letztem  Falle  insbeson-  Fig,  36. 
dere  errichte  man  in  der  Mitte  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  beiden  Pole  R 

und  R'  verbindet,  ein  Perpendikel,  nnd  beschreibe  ans  dem  Durchschnitte  desselben  mit 
der  gegebenen  geraden  Linie,  aus  C,  als  Mittclpnnct  einen  Kreis,  der  durch  die  beiden  Pole 
R nnd  R’  geht  und  die  letztgenannte  Gerade  in  T nnd  T'  schneidet  Diese  beiden  Puncte 
sind  diejenigen,  in  welchen  diejenigen  beiden  Kreise,  die  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
Genüge  leisten,  die  gegebene  Gerade  berühren.  Die  Kreise  selbst  sind  hiernach  leicht  zn 
beschreiben,  denn  ihre  Mittclpunctc  liegen  in  den  Durchschnitten  der  Perpendikel  in  T 
und  T’  und  der  geraden  Linie , welche  durch  die  beiden  Pole  R und  R'  gebt 

152.  Wenn  zwei  Pnncte  gegeben  sind,  so  können  wir  sogleich  eine  gerade  Linie  be- 

stimmen, anf  welcher  der  Mittelpunct  jedes  Kreises  liegt,  der  dnreh  jene  beiden  Puncte 
geht;  und,  gegenseitig,  wenn  diese  Linie  nnd  einer  der  beiden  Puncte  gegeben  ist,  so  er- 
gibt sich  unmittelbar  der  andere  Punct  Wir  können  ferner  nach  der  bekannten  Yerfah- 
rungs-Art  der  118.  Nummer  die  Construction  eines  Kreises,  dessen  Mittclpnnct  auf  einer 
gegebenen  geraden  Linie  liegt  nnd  der  einen  gegebenen  Kreis  berührt,  auf  die  Construc- 
tion eines  Kreises  zurückfuhren,  der,  statt  den  gegebenen  Kreis  zu  berühren,  durch  einen  , . , 

gegebenen  Punct,  den  Mittelpunct  des  letztgenannten  Kreises,  gebt.  Da  min  endlich  die 
Millelpunctc  aller  Kreise,  die  .zwei  gegebene  gerade  Linien  berühren,  in  diejenigen  beiden 
geraden  Linien  fallen,  welche  die  am  Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  entstehenden 
\Yinkel  halbiren,  so  können  wir  nach  den  letzten  Bemerkungen  die  beiden  Aalgaben  con- 
struiren:  einen  Kreis  zn  beschreiben  der  zwei  gegebene  gerade  Linien  berührt 

nnd  Uberdiefs  noch,  einmal  dnreh  einen  gegebenen  Punct  geht,  das  an- 
dere Mal  einen  gegebenen  Kreis  berührt.  Die  erstcre  Aufgabe  läfst  vier,  die 
letztere  acht  Auflösungen  zu. 

153.  Wir  wollen  uns  nun  zn  der  Aufgabe  wenden,  einen  Kreis  zn  beschrei-  Fig.  37-  * 
ben,  der  drei  gegebene  Kreise  berührt.  Der  Mittclpnnct  desjenigen  Kreises  P, 

der  die  gegebenen  y,  c und  C,  alle  drei  innerhalb  berührt,  d.  h.  keinen  derselben 
umschlidst,  ist  als  derjenige  Pnnct  anznschcn,  in  welchem  die  drei  gegebenen  Kreise, 

10 
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deren  Radien  nm  den  Radius  des  berührenden  Kreises  vergrofsert  worden  sind,  sich  schnei- 
den; mit  andern  Worten:  der  Ch ordal -P unc t der  so  bestimmten  Kreise.  Der  Ort 
der  Chordal-Punctc  aller  Systeme  dreier  Kreise,  die  wir  erhalten,  indem  wir  die  Radien 
der  gegebenen  Kreise  um  beliebige  aber  gleiche  SlUckc  vergrüfsern,  geht  durch  den  Mit- 
tclpunct  des  zu  berührenden  Kreises.  Dieser  Ort  aber  ist  eine  gerade  Linie.  Um  diefs 
zu  beweisen,  seyens 

(y— 0)J-Kx— «)’  = p’, 

(y— b)!-Kx— a)J  — r\  (i) 

(y— BlH^x-A)3  = RJ 

die  Gleichnngcn  der  drei  gegebenen  Kreise.  Der  Chordal-Pnnct  dieser  drei  Kreise  liegt 
in  dem  Durchschnitte  zweier  beliebiger  Chordalen ; wir  wollen  ihn  durch  die  beiden  Glei- 
chungen: 

8(b— $y-t-2(  a— a)x  = o1—  r’-WWa’+i)1), 

2(B-/f)y-t-2(A-«)x  = p’ — llJ — (aM-A)  -KAH-B1), 
bestimmen.  Zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  könnten  wir  die  Werthe  der  Coordina- 
ten  des  Chorda!  -Pnncles  climinircn,  cs  genUgt  uns  aber  dieselben  dorch  einen  Accent 
von  den  allgemeinen  Wertben  von  y und  x zu  unterscheiden.  So  kommt : 

2(b— -+-a;a— ü)x’,  =.  ps— - r* — (a;-+-A)  -Ha’-f-b2), 

2(B — )5)y'  -H2(A-o)x  = pi-R»-(«M-A)  -KA’-f-B1).  W 
Aus  den  Gleichungen  (2)  leiten  wir  auf  der  Stelle  zwei  andere  Gleichungen  znr  Be- 
stimmung des  Chordal  -Punctcs  dreier  Kreise  her,  die  aus  denselben Mittilpunctcn  als  die 
gegebenen  Kreise  mit  Radien  beschrieben  werden,  die  nm  ein  gleiches  Stlick  verlängert 
worden  sind;  wir  brauchen  nemlich  zn  diesem  Ende  in  den  angezogenen  Gleichnngcn  nnr 
(p-f-y),  (r-f-y)  nnd  (R-f-y)  statt  p,r  und  R zu  schreiben.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir: 
2(b — /9)y -f-2(a — a)x|  = p5—  rJ-(u5+/J3H-{a,+IjJH-2tp-r^,  } 

2(B-f)y  -4-2(A— u)x  - pJ— R1—  -KAM-B1)  -t-Orp— H)T. 

Durch1  die  beiden  letzten  Gleichungen  sind  die  Coordinalcn  des  Chorda]  -Pnnctes  jener 
drei  Kreise,  deren  Radien  (p-t-^),  (r-f-^f)  und  (UH-y)  sind,  bestimmt  Wenn  wir  aber 
nicht  direct  climinircn  wollen,  so  können  wir  auch  diese  Gleichungen  beliebig  zu  der 
Gleichung  eines  neuen  geometrischen  Ortes  verbinden,  der  alsdann  ebenfalls  den  in  Rede 
stehenden  Ponct  enthält  Verbinden  wir  so,  dafs  <f  climinirt  wird,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung  einer  Linie,  welche  die  Chordal-Punctc  aller  besagten  Systeme  dreier 
Kreise  enthält;  denn,  da  diese  Gleicbnng  nicht  mehr  9 enthält,  so  wurden  wir,  bei  dem- 
selben Verfahren,  immer  za  derselben  Gleichung  gekommen  seyn,  wenn  wir  fUr  <p  auch 
irgend  einen  andern  Werth  angenommen  hätten.  Ziehen  wir  zuvor  die 
Gleichnngcn  bei  (3)  and  (4)  von  einander  ah,  so  kommt,  wenn  wir  den 
eben  Factor  2 weglasscn: 

lh— A(y— y')+(a— «)(x— x’)  = Cp— r)  qp , 

(B— A(y— y)-KA— o)(x — x')  = (p-R)y ; 

und  wenn  wir  nun  die  ersten  und  zweiten  Thcile  der  beiden  Gleichnngcn  in  einander  di- 
vidiren,  so  fallt  «y  aus,  und  man  bekommt: 

(b — A(y~y)  -Ka— aXx— x')  = p-r 
(B— A(y— y) -KA~ 1 *)  *— * = p— k’ 

nnd  nach  einer  leichten  Redaction: 

y-y  = - f (6) 

J(E — B)  -f*  r'B — fi)  -f-  E(ß — b) 

Diefs  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes,  der  also  eine  gerade  Linie  ist 


entsprechenden 

gemeinschaftli- 
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Wir  bemerken  in  Beziehung  anf  die  letalen  Entwicklungen,  dafs  es  nns  dämm  an 
thnn  war,  die  letzte  Glcichnng  selbst  hcrxnlciten;  der  blofse  Beweis,  dafs  der  gesuchte 
Ort  eine  gerade  Linie  scy,  bedarf  fast  gar  keiner  Rechnung;  man  erkennt  sogleich  in  den 
Gleichnngen  (4),  dafs  die  Elimination  von  y zu  einer  linearen  Gleichung  führt  lind  die 
Form  dieser  Gleichungen  selbst  ergibt  sich  nnmitteibar  ans  der  Form  der  Chordalcn- 
Gleichung  zweier  Kreise. 

Um  die  Gleichung  (5)  zn  constmiren,  brauchen  wir  blofs  den  Chordal-Punct  der  drei 
gegebenen  Kreise  zn  bestimmen,  dann  die  Radien  dieser  Kreise  nm  ein  beliebiges  aber 
gleiches  Stück  grüfser  zu  nehmen  und  auch  für  die  dadurch  bestimmten  drei  neuen  Kreise 
den  Chordal-Pnnct  zn  suchen.  Durch  diese  beiden  Chordal-Pimctc  geht  die  zu  constrai- 
rendc  gerade  Liuic,  welche  den  Mittelpunct  desjenigen  Kreises  enthält,  der  die  gegebenen 
alle  drei  innerhalb  berührt. 

Wir  überzeugen  uns  leicht,  dafs  der  Milltlpnnct  desjenigen  Kreises,  der  die  gegebenen 
alle  drei  anfserhalb  berührt,  und  also  dieselben  nmschlicfst,  ebenfalls  anf  der  oben 
bestimmten  geraden  Linie  (5)  liegt.  Der  Mittelpnnct  dieses  Berührungs -Kreises  ncmlichs 
dessen  Radius  wir  durch  y bezeichnen  wollen,  können  wir  als  den  Chordal-Punct  dreier 
Kreise  ansehen,  die  aus  den  Mittclpunctcn  der  gegebenen  Kreise  mit  den  bezüglichen  Ra- 
dien (y — (),  ( 1 p — r)  und  (y — K)  beschrieben  werden.  Nehmen  wir  für  y irgend  einen  be- 
liebigen Werth,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  des  entsprechenden  Chorda) -Punctcs 
die  frühem  Gleichungen  (4),  wenn  wir  die  beliebigen  Wcrthcy  und  y unter  einander  ver- 
tauschen und  die  Zeichen  der  Radien,  oder  was  damit  anf  Eins  hinauskommt,  das  Zei- 
chen von  y ändern.  Aus  jeder  der  zwiefachen  Zeichen  - Aendcrung  folgt,  dafs  die  Elimi- 
nation von  y zu  derselben  Gleichung  (5)  führt;  denn  einmal  bleibt  diese  Gleichung  die- 
selbe, wenn  wir  die  Zeichen  aller  Radien  ändern,  und  das  andere  Mal  können  wir  auch 
die  eliminirtc  Gröfsc  y ursprünglich  negativ  annchincn , d.  h.  stau  die  Radien  um  ein 
gleiches  Stück  zn  verlängern,  dieselben  um  ein  gleiches  Stuck  verkürzen. 

Es  gibt  noch  sechs  Kreise,  welche  die  drei  gegebenen  berühren,'  und  diese  ordnen  sieb 
ebenfalls  paarweise  zusammen,  und  zwar  der  Berührungs -Kreis,  welcher  jeden  beliebigen 
der  drei  gegebenen  Kreise  umscbliefst,  mit  demjenigen,  der  die  beiden  andern  umscbliefst. 
Die  gerade  Linie,  welche  die  Mittclpnncte  jedes  Paares  solcher  Kreise  verbindet,  geht 
auch  durch  den  Chordal-Punct  der  drei  zu  berührenden  Kreise.  Wollen  wir  diese  Li- 
nien construiren,  so  brauchen  wir  blofs  den  Radius  desjenigen  Kreises,  der  allein  um- 
schlossen, oder  allein  nicht  umschlossen  wird,  um  ein  beliebiges  Stück  zu  verlängern 
oder  zu  verkürzen,  und  zu  gleicher  Zeit  die  Radien  der  beiden  übrigen  Kreise  um  dasselbe 
Stück  zu  verkürzen,  wenn  wir  jenen  verlängert,  oder  zu  verlängern,  wenn  wir  jenen  verkürzt 
haben:  der  Chordal-Punct  dreier  auf  diese  WTeisc  bestimmten  Kreise  liegt  auf  der  bezügli- 
chen gesuchten  Linie.  Auf  gleiche  Weise  bestimmen  wir  die  beiden  andern. 

Die  Gleichungen  der  vier  geraden  Linien,  von  welchen  jede  die  Miltclpunctc  zweier 
der  acht  möglichen  Berührungs -Kreise  enthalt,  können  wir  demnach  in  folgende  Gleichung : 


p(a — A)  + r(A— «)+  R(a — a)  . 

pCb-B)  ± r(B — ß)  ± R(ß-h)  tX  ’ 


(6) 


zusammenfassen,  wobei  die  Zeichen  in  Nenner  und  Zähler  entsprechend  genommen  wer- 


den müssen.*) 


’)  Wir  haben  im  Teile,  um  die  Art  za  bezeichnen,  wie  die  drei  gegebenen  Kreise  von  den  ge- 
suchten berührt  werden,  uns  dej  gewöhnlichen  Sprach -Gebrauches  bedient,  and  dem  gemüfs 
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154.  Die  eben  angczcigtc  Constrnction  der  in  Rede  stehenden  Linien  erleidet  man- 
cherlei Modjlicationcn,  einmal  nach  der  verschiedenen  Bestimmung*- Art  des  Chordal* 
Ponctcs  dreier  Kreise,  und  dann  nach  der  verschiedenen  Annahme  des  beliebigen  Stückest 
das  wir  anfänglich  9 genannt  haben.  Was  letztere  betrifft , so  können  wir  z.  B.  nach 
einander  fiir  9 die  Radien  der  gegebenen  Kreise,  und  zwar  mit  negativen  Zeichen,  neh- 
men; alsdann  erhalten  wir  drei  Systeme  von  zwei  Kreisen  und  einem  Pnncte,  die  wir 
dnreh  folgendes  Schema  (cs  ist  nemlich  durchaus  gleichgültig,  ob  die  Radien  sich  als  po- 
sitive oder  negative  Grüfscn  dars teilen)  nach  den  Radien  bezeichnen  können: 

o,  r-p,  K— p; 

r— p,  o , R— r; 

R-p,  R— r,  o ; 

wo  die  Miltelpnncte  der  in  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Vertical-Colnmne  znsammen- 
gestelltcn  Kreise  die  Mittelpnncte  der  gegebenen  drei  Kreise  sind,  welche  p,  r und  R za 
Radien  haben.  Die  Chordal-Punctc  dieser  drei  Systeme  liegen  in  gerader  Linie  und 
zwar  auf  der  geraden  Linie,  die  die  Mittclpunctc  derjenigen  beiden  Berührung* -Kreise 
enthält,  welche  die  drei  gegebenen  entweder  alle  drei  oder  keinen  derselben  nmsckliefsen. 

denjenigen  Fall  alt  Normal -Fall  betrachtet,  wo  die  drei  gegebenen  Kreise  (y,  cnndC)eine 
Lage  in  einander  haben,  wie  in  der  37.  Figur.  Im  Allgemeinen  haben  die  Berührung»- Kreise 
in  Beziehung  auf  die  gegebenen  Kreise  sehr  verschiedene  Lagen,  je  nach  der  verschiedenen 
gegenseitigen  Lage  der  letztgenannten.  Wenn  wir  nur  diejenigen  beiden  Berühmnga  - Kreise 
betrachten,  deren  MiUelpuncte  anf  der  durch  die  Gleichung  (t)  dargestellten  geraden  Linie 
liegen,  so  nmschlieisen  diese  Kreise  erstens  alle  beide  keinen  der  drei  gegebenen  Kreise, 
nnd  werden  von  keinem  derselben  umschlossen,  oder,  zweitens  alle  beide  nmschlieisen 
die  drei  gegebenen  (werden  von  diesen  umschlossen)  oder,  drittens,  einer  der  drei  Be- 
rührung» - Kreise  umschüe&S  keinen  der  drei  gegebenen  und  der  andere  umschlieist  alle 
drei  (wird  umschlossen).  Wenn,  um  einige  Beispiele  au  geben,  zwei  gegebene  Kreise 
sich  nicht  schneiden , nnd  der  dritte  zwischen  beiden  nnd  gans  innerhalb  ihrer  ge- 
meinschaftlichen äufsern  Tangenten  liegt,  so  nmschlieisen  jene  Berührung» -Kreise  beidesmal 
keinen  der  gegebenen  Kreise;  wenn  der  driUe  Kreis  hei  obigen  Voraussetzungen,  beide  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  schneidet,  so  werden  die  au  berührenden  Kreise  beidesmal  um- 
schlossen ; wenn  der  dritte  Kreis  nur  eine  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  schneidet, 
so  nmschliefst  ein  Berührung*  - Kreis  die  gegebenen  Kreise,  der  andere  nicht.  Wenn  awei 
gegebene  Kreise  ganz  innerhalb  des  dritten  liegen,  so  umschlicfsen  beide  in  Rede  ste- 
hende Berührung*  - Kreise  die  beiden  ersten  Kreise , während  sie  vom  dritten  umschlossen  wer- 
den;  wenn  zwei  Kreise  sich  schneiden  und  der  dritte  innerhalb  beider  Hegt,  so  umschlieiseii 
beide  Berührung»- Kreise  den  dritten  Kreis  und  werden  von  den  beiden  andern  umschlossen. 
Wenn  je  zwei  der  drei  gegebenen  Kreise  sich  schneide  1 nnd  zwar  so,  dafs  der  Chordat- 
Punct  innerhalb  fällt,  so  umschlieist  ein  Berührung»  - Kreis  dieselben,  während  der  andere 
von  ihnen  nmschlosscn  wird;  schneiden  »ich  zwei  Kreise,  und  schneidet  der  dritte  jeden  der- 
selben so,  dafs  die  Dorchschitte  der  beiden  entern  Kreise  aufserhalb  desselben  liegen,  so 
werden  beide  Berührung»  - Kreise  umschlossen. 

Wenn  die  drei  gegebenen  Kreise  sich  in  demselben  Pnncte  schneiden,  «o  re* 
dneirt  »ich  ein  Kreis  jedes  der  vier  Paare  von  Berührung»  - Kreisen  auf  einen  Punct,  nemlich 
auf  jenen  Durchschnitts  - Punct  der  gegebenen  Kreise.  Wir  erhalten  also  eigentlich  nttr  vier 
Berühmngs- Kreise,  nud  die  Coostanten  derselben  sind  durch  lineare  Gleichungen  gegeben. 
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Wir  können  auch  anf  dreifache  Art  q>  so  bestimmen,  dafs  wir  za  Systemen  von  drei 
Kreisen  kommen,  von  denen  zwei  einander  gleich  sind:  wir  brauchen  ncmlich  zn  diesem 
Ende  nur  <p  subtractiv  and  gleich  der  halben  Somme  je  zweier  Radien  der  drei  gegebenen 
Kreise  zu  nehmen,  so  finden  wir  z.  B.  wenn  wir  <p  — — setzen,  abgesehen  vom 
Zeichen,  folgende  Radien: 


£= t,  R-r-±?. 

2 2 2 

In  diesem  Falle  wird  die  Construction  des  Chorda) -Pnnctcs  sehr  einfach. 


155.  Es  ist  zugleich  ersichtlich,  dafs  in  den  angezeigten  Constructions -Weisen  durch- 
aus nichts  geändert  wird,  wenn  statt  eines  der  drei  gegebenen  Kreise  ein  Pnnct  gegeben 
ist.  Die  Gleichungen  der  Linien,  von  welchen  alsdann  jede  die  Miltclpunctc  zweier  Be- 
rührungs-Kreise enthält,  können  wir  in  folgender  Gleichung: 

, (<a-A)ir(A-a) 

y y~  «b— B)±nB-i?)  ( } C,) 

znsammenfassen,  wenn  wir  ncmlich  statt  des  Kreises,  dessen  Radius  gleich  R ist,  einen 
Pnnct  nehmen,  also  in  der  Gleichung  (6)  R gleich  Null  setzen.  Wir  bezeichnen  hierbei 
wieder  durch  y und  x'  die  Coordinaten  des  Chordal-Punctes  der  drei  gegebenen  Ocrter. 
Die  letzte  Gleichung  stellt  zwei  verschiedene  gerade  Linien  dar,  und  es  gibt  im  Allgemei- 
nen vier  Kreise,  die  den  Forderungen  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 


156.  Wir  wollen  zwei  Beispiele  nehmen,  um  die  Constructionen  der  in  Rede  ste-  Fig.  38. 
henden  geraden  Linien  anschaulich  zn  machen. 

Seyen  erstens  drei  Kreise  gegeben,  von  denen  einer  von  den  beiden  andern  ge- 
schnitten wird.  Alsdann  bestimmt  sich  der  Chordal-Punct  durch  den  Durchschnitt  zweier 
gemeinscbaltlicher  Chorden.  In  der  38.  Figur  sind  die  drei  gegebenen  Kreise  stärker  ge- 
halten, der  Chordal  -Pnnct  P liegt  im  Durchschnitte  von  MP  und  fiP.  Es  ist  ferner  das 
Stück  f,  um  welches  der  Radius  jedes  dieser  Kreise  verlängert  wird,  so  genommen,  dafs 
von  den  dadurch  bestimmten,  in  der  Figur  schwächer  gehaltenen,  Kreise  wiedernm  einer 
von  den  beiden  andern  geschnitten  wird.  Wir  erhalten  alsdann  wie  eben  der  Chordal- 
Punct  p durch  den  Durchschnitt  zweier  Chorden,  Np  nn  *p.  Durch  P und  p geht  die 
gesuchte  gerade  Linie.  • „ J 

Wenn  die  drei  gegebenen  Kreise  sich  nicht  schneiden,  so  brauchen  wir, nicht  den 
Chordal-Punct  derselben  zn  suchen,  sondern  können  gleich  die  Radien  so  verlängern  oder 
verkürzen,  dafs  die  bezüglichen  Kreise  sich  schneiden  nud  alsdann  den  Chordal  - Pnnct 
bestimmen.  Durch  Wiederholung  derselben  Construction  erhalten  wir  einen  neuen  zur 
Bestimmung  der  gesuchten  geraden  Linie  nüthigen  Pnnct. 


157-  Seyen  zweitens  zwei  beliebige  Kreise  yu  und  c und  irgend  ein  Punct  R,  der 
nach  der  39.  Figur  außerhalb  derselben  liegt,  gegeben.  Zieht  man  bei  dieser  Annahme  vom  Fig.  39. 
gegebenen  Pnncte  an  die  beiden  gegebenen  Kreise  Tangenten,  so  schneiden  sich  diejeni- 
gen beiden  geraden  Linien  tP  und  tP,  welche  die  Tangenten  jedes  Paares  halhiren,  im 
Chordal  - Pnncte  der  drei  Oerter,  nach  der  Figur  in  P.  Bezeichnen  wir  ferner  die  Radien 

der  beiden  gegebenen  Kreise  durch  p und  r,  und  nehmen  <p  =>  ~ so  besteht  das 

System  von  neuen  Kreisen,  das  auf  diese  Weise  bestimmt  wird,  statt  der  beiden  gege- 


<a 
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benen  Kreise  aas  zweien  Kreisen  von 


gleichen  Radien  T^,  von  welchen  der  erste 


Kreis  in  der  Figur  yv  ist,  und  statt  des  gegebenen  Punctcs  ans  einem  Kreise  RM,  dessen  Ra- 
dius gleich  ist  <*?)•  (W  ir  nehmen  hierbei  anf  die  verschiedenen  Vorzeichen,  mit  wel- 
chen die  Radien  behaftet  erscheinen,  keine  Rücksicht).  Der  Chorda! -Punct  dieses  neuen 
Systems  liegt  im  Durchschnitte  derjenigen  geraden  Linie  Kp,  welche  auf  der  Central- 
Linie  der  beiden  gleichen  Kreise  in  deren  Mitte  senkrecht  steht,  mit  einer  der  beiden 
andern  Chordalen,  für  welche  wir  in  der  Constrnction  die  gemeinschaftliche  Cbordc  /.p, 
der  beiden  Kreise  RM  und  yv  genommen  haben.  Der  Chordal-Pönct  ist  demnach  p. 
Durch  P und  p geht  die  zu  construircndc  gerade  Linie,  welche  die  Miltclpuncte  derjeni- 
gen beiden  Kreise  enthält,  die  durch  den  gegebenen  Pnnct  R gehen  und  die  beiden  gege- 
benen Kreise  y/i  und  c beide  gleichartig  berühren. 

Wir  hätten  auch  <p  gleich  (—  p)  oder  ( — r)  nehmen  künnen,  alsdann  hätten  wir  .wie- 
derum ein  System  von  zwei  Kreisen  und  einem  Punctc  erhalten,  dessen  Chordal  - Punct 
gerade  wie  im  ersten  Tbeile  der  eben  angezeigten  Constrnction  gefunden  wird.  Oder, 
wir  hätten  auch  statt  des  gegebenen  Punctcs  einen  Kreis  von  beliebigem  schicklichem  Ra- 
dios nehmen,  nnd  um  die  Länge  dieses  Radius  die  Radien  der  beiden  gegebenen  Kreise 
vergrüfsem  and  alsdann  den  Chordal -Punct,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  durch  den 
Durchschnitt  gemeinschaftlicher  Chordpn  bestimmen  können.  — Diese  Andeutungen  sind 
für  unsere  Absicht  mehr  als  hinreichend. 


158.  Um  die  Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Probleme,  wo  drei  Kreise  oder  statt 
eines  derselben  ein  Punct  gegeben  ist,  za  vollenden,  brauchen  wir  jetzt  nur  noch  Kreise 
zu  construiren,  deren  Miltclpuncte  auf  schon  bestimmten  geraden  Linien  liegen  und  die 
zwei  gegebenen  Kreise  berühren,  oder  statt  einen  der  Kreise  zu  berühren,  durch  ei- 
nen gegebenen  Punct  gehen.  Diese  Constructioncn  sind  früher  angezcigt  (ll6  — 118). 
Wenn  noch  zwei  Kreise  zu  berühren  sind,  so  erhalten  wir  vier  Auflösungen,  von  de- 
nen wir  aber  nur  zwei  zu  construiren  brauchen,  die  beiden  andern  sind  fremde  Auf- 
lösungen. W'ir  überzeugen  und  hiervon  sogleich  aus  dem  Anblick  der  Figur  und  wol- 
len in  kein  Detail  hier  cingchen.  Zum  Schlüsse  bemerken  wir  nur  noch,  dafs  — wie 
überhaupt  jede  lineare  Gleichung  eine  reelle  Linie  darstcllt  — wir  auch  die  Gleichungen 
(6)  und  (7)  der  letzten  Nummern  immer  durch  die  Bestimmung  von  Chordal  - Puncten 
construiren  können,  nnd  also  auch  dann,  wenn  die  Auflösungen  der  Aufgabe  unmög- 
lich werden. 


159-  Es  sind  noch  zwei  Probleme  der  Tactionen  Übrig,  nemlich  einen  Kreis  zn 
beschreiben,  der  zwei  gegebene  Kreise  und  eine  gegebene  gerade  Linie 
berührt,  und  einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  einen  gegebenen  Kreis  und  eine 
gegebene  gerade  Linie  berührt  nnd  zugleich  durch  einen  gegebenen 
Punct  geht.  Diese  beiden  Aufgaben  ordnen  sich  wie  die  beiden  vorigen  zusammen, 
und  Überhaupt  sind  die  nächstfolgenden  Entwicklungen  den  vorhergehenden  ganz  analog: 
Seyen:  « 

(y— fl’-Hx— «)ä  = e’.  . 

(y— b)M-(*— a)1  = r», 

die  Gleichungen  zweier  gegebenen  Kreise,  alsdann  ist:  ' 0 

9(b-%+2(a-<dx  = — • r’-Ka’+h !) , 
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die  Gleichung  ihrer  Chordalen. 
so  ist  ihre  Gleichung 


Nehmen  wir  die  gegebene  gerade  Linie  zur  zweiten  Axc, 


und  legen  wir  überdiefs  den  Anfangs  - Ponct  der  Coordinaten  in  den  Durchschnitt  dieser 
Linie  mit  jener  Chordalen,  so  haben  wir  folgende  Beziehung  zwischen  den  Constantcn 
der  beiden  Kreis -Gleichung: 

e5— (a’-H*1)—  r'-Ka^+b3)  = o. 

Wenn  wir  nun  ferner  die  Radien  der  gegebenen  Kreise  beide  nm  ein  gleiches  Stück  <p 
gröfser  nehmen , and  um  dasselbe  Stück  die  gegebene  gerade  Linie  parallel  mit  sieb  selbst 
nach  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  x hin  fortrtickcn  lassen,  so  erhalten  wir,  mit 
Berücksichtigung  der  Bedingungs-Gleichung: 

(b— %+(a— a)x  =Cß— r)y,  (*) 

für  die  Gleichung  der  Chordalen  der  beiden  neuen  Kreise,  nnd 

* « ± 9 (« 

für  die  Gleichung  der  neuen  geraden  Linie.  Wenn  wir  ans  der  letzten  Gleichung  den 
Werth  von  <p  nehmen  und  in  die  vorhergehende  snbslitnircn , so  kommt,  wenn  wir  ordnen: 

_ _ (a— a)  ± (r— p) 


b-ß 


(0 


eine  lineare  Gleichung,  die  nicht  mehr  <p  enthält.  Die  durch  diese  Gleichung  dargestell- 
ten beiden  geraden  Linien  sind  also  der  Ort  aller  Durchschnitte  der  durch  (2)  und  (3)  bc- 
zcichneten  geraden  Linien,  wenn  wir  in  diesen  Gleichungen  nach  einander  für  tp  jeden 
beliebigen  Werth  nehmen.  Zn  derselben  Gleichung  (4)  wären  wir  gekommen,  wenn  wir 
die  gegebene  gerade  Linie  immer  nach  derselben,  etwa  nach  der  negativen  Seite  der  x, 
iorigcrUckt,  also  in  der  Gleichung  derselben,  in  (3),  7 immer  mit  negativen  Zeichen  ge- 
nommen hätten,  zugleich  aber  in  der  Gleichung  (2)  tp  einmal  positiv,  das  andere  mal  ne- 
gativ setzen.  In  der  Construction  entspricht  dem  letztem  Falle  entweder  eine  Verkür- 
zung der  Radien,  so  da£s  diese  gleich  (p — <p)  und  (r— tp)  werden,  oder  auch  dafs  für  die- 
selben diese  Ausdrücke  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen,  also  (fp—p)  und  («je — r)  ge- 
nommen werden. 

Wenn  wir  erstens  den  Radius  eines  der  beiden  gegebenen  Kreise  um  ein  beliebi- 
ges Stück  <p  verkürzen  und  den  Radius  des  andern  Kreises  nm  dasselbe  Stück  verlängern, 
dann  zweitens  jenen  Radius  verlängern,  während  wir  diesen  verkürzen,  und  beidesmal 
die  gegebene  gerade  Linie  nm  das  Stück  (<p)  parallel  mit  sich  sich  selbst  fortrtickcn  las- 
sen, so  brauchen  wir  nur,  um  die  Gleichung  (4)  für  diese  Fälle  zu  modificiren,  nach  einan- 
ander  das  Zeichen  von  p und  rlu  ändern.  Anf  diese  Weise  kommt: 

_ (a— «)±(r-HO  . 

J ■ 


b-ß 

und  wenn  wir  die  Gleichungen  (4)  and  (5)  in  eine  Form  zasammenfassen 

(a— o)±(rTp) 
y=  h_r  - *■ 


(S) 


(*> 


160.  Wir  hätten  die  Resultate  der  vorigen  Nnmmer  unmittelbar  ans  der  153.  Num- 
mer und  den  nachstehenden  Bemerkungen  folgern  können.  Wenn  nemlich  eine  gerade 
Linie  in  einem  beliebigen  Puncte  von  verschiedenen  Kreisen  berührt  wird,  so  nähert  sich 
derjenige  Kreis,  dessen  Radios  am  gröfsten  ist,  am  meisten  dieser  geraden  Linie:  wir 
können  dieselbe  als  die  Granze  zwischen  denjenigen  Kreisen,  die  anf  der  einen  Seite 
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and  denjenigen,  die  anf  der  andern  Seite  liegen,  ansehen,  so  dafs  der  Ueher- 
gang  von  diesen  za  jenen  dadnreh  geschieht,  dafs  die  Radien  anendlich  werden.  Was 
also  für  Kreise  von  jedem  beliebigen  Radius  gilt,  gilt  anch  wenn  Kreise  mit  geraden  Li- 
nien vertauscht  werden.  Solche  Schlufs- W’eisen,  die,  wie  mir  billig  scheint,  in  der 
Behandlung  der  Geometrie  im  Sinne  der  Alten  durchaus  nicht  Platz  linden  dürfen,  lassen 
sich  durch  algebraische  Entwicklungen  unterstützen,  und  gewinnen  auf  diese  Weise  volle 
Evidenz.  In  unserm  Falle  kommt  Alles  darauf  an,  eine  gerade  Linie  durch  eine  Kreis- 
Gleichung  aaszudrücken.  Auf  solche  Ausdrücke  sind  wir  gewissermaafsen  schon  in  der 
123.  Nummer  gestofsen.  Denn,  wenn  wir  daselbst  /u  = — 1 nehmen,  so  stellt  die  Glei- 
chung (2) 


yM-x2— 2mx  = p’ — a1 

die  Chordalc  der  beiden  gegebenen  Kreise  dar,  also  nach  der  dort  gemachten  Axen-  Be- 
stimmung, die  zweite  Axe.  ln  obiger  Voraussetzung  wird  m unendlich;  um  auf  die  Glei- 
chung der  zweiten  Axe: 


zu  kommen,  brauchen  wir  hlofs  alle  Glieder  obiger  Gleichung,  die  nicht  m,  gleichviel  ob 
y und  x,  enthalten,  zu  vemachläfsigcn. 

Es  folgt  zugleich  aus  der  eben  angezogenen  Nummer,  dafs  wenn  ein  Kreis  und  eine 
gerade  Linie  gegeben  sind,  wir  die  gegebene  gerade  Linie  als  Chordale  der  beiden  Oer- 
ter  betrachten  können,  und  dafs  mithin  der  Chordal-Punct  zweier  Kreise  und  einer  gera- 
den Linie  in  dem  Durchschnitte  der  letztem  mit  der  Chordalcn  der  beiden  erstem  liegt. 
In  der  vorstehenden  Nummer  haben  wir  also  den  Anfangs  Punct  der  Coordinaten  in  den 
Chordal-Punct  gelegt;  wollen  wir  also  für  dieselbe  die  End  - Gleichung  der  153.  Nummer 
uniformen,  so  ist  zunächst  y'  — i — o nnd  cs  kommt: 

_ <<3— A)  ± rf A— n)  ± It(a— a) 

P(firr5jr±r(B— ,«±rc»-65 


Cr) 


Soll  nun  die  dritte  Kreis  - Gleichung : 

(j—B’H-O'-A)’  = R5, 

die  zweite  Axe  darstellen,  so  ist  B gleich  Null  (oder  hat  irgend  einen  endlichen  Werth), 
ferner  sind  A und  R gleich  und  zwar  grüfser  als  jede  gegebene  Gröfso.  Setzen  wir  also 
in  der  Gleichung  (7)  A und  R gleich,  tlividiren  durch  den  Werth  derselben  Nenner  und 
Zähler  des  CoefHcientcn  von  x,  so  linden  wir  mit  Vcmachläfsigung  der  verschwindenden 
Gröfscn: 


y--(a~iy),>  (e) 

gerade  dieselbe  Gleichung  als  oben. 

Wir  können  hier  noch  weiter  gehen,  nnd  zeigen,  wie  die  allgemeine Gleichnng  (7\ ge- 
hörig modificirt , diejenigen  geraden  Linien,  welche  die  Mittelpunctc  der  Berührungs-Kreise 
erhalten,  auch  dann  noch  darstcllt,  wenn  wir  für  zwei  der  drei  gegebenen  Oertcr  ge. 
radc  Linien  nehmen.  Die  Stelle  des  Chordal-Ponctes  vertritt  alsdann  offenbar  der  Durch- 
schnitt der  beiden  gegebenen  geraden  Linien,  gleichviel  welche  Lage  der  dritte  gegebene 
Ort  anch  haben  mag.  Legen  wir  also  den  Anfangs- Pnnct  der  Coordinaten  in  diesen 
Durchschnitt,  und  nehmen  als  zweite  Axe  die  eine  der  gegebenen  geraden  Linien,  so  ha- 
ben wir  zunächst  wiederum  die  Gleichnng  (8).  Soll  ferner  die  Gleichnng: 

(y— b)’+(i— s)1  =rs, 

eine  gerade  Linie  darsicllcn,  so  ködhen  wir  nns  diese  Linie,  wie  eben,  als  die  Gränze 
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derjenigen  Kreise  denken,  von  welchen  dieselbe  in  irgend  einem  Pnnele,  Air  den  wir  so- 
gleich den  Anfangs-Ponct  nehmen  wollen,  berührt  wird,  wenn  wir  nemlich  die  Radien 
jener  Kreise  immer  gröfser  nehmen.  Betrachten  wir  irgend  einen  dieser  Kreise,  und  neh- 
men die  letzte  Gleichung  für  die  seinige,  so  üherzengen  wir  nns  leicht,  auch  ohne  die 
Figur  zu  zeichnen,  dafs 

b a 

— = sin  o),  — = cos  co, 

r r 

wenn  wir  den  Winkel,  welchen  die  zweite  gegebene  gerade  Linie  mit  der  ersten,  also  mit 
der  Aze  y bildet,  eo  nennen.*)  Diese  Gleichungen  bestehen  auch  bei  immer  gröfser  wer- 
dendem r.  Wenn  wir  daher  bei  dieser  Annahme  Nenner  und  Zahler  des  Coeßicicnten  von 

x in  der  Gleichung  (8)  durch  r dividiren,  Air  - and  - jene  Werthe  snbstituiren  und  die 

r r 

verschwindenden  Gcofscn  vernachlässigen,  so  kommt: 

cos  eo  ± 1 

y *s  — T—  , 

4 sin  u> 

eine  Gleichung,  die  wir  in  folgende  beide  einzelne  Gleichungen ; 

1 4-cosw 


sm  co 
1 — COS  eo 


- cotg 

. eo 
tang-y 


anflüsen  können.  Diese  Gleichungen  bezeichnen,  wie  zn  erwarten  stand,  diejenigen  bei- 
den geraden  Linien , welche  die , am  Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  entstehenden, 
Scheitel- Winkel  halbircn. 

Wir  werden  uns  niemals,  als  einzigen  Beweises,  solcher  Entwicklungen , die  den 
letzten  ähnlich  sind,  bedienen;  wir  erkennen  aber  sogleich  an,  dafs  solchen  Beweisen 
nichts  an  Strenge  abgeht.  Denn,  anf  was  für  Formen  auch  die  Rcchnnng  nns  führen  mag, 
wir  können  mit  diesen  Formen  weiter  rechnen.  Diesen  Grundsatz  müssen  wir  fcsthaltcn 


*)  Nach  den  Bestimmungen  des  Textes  muEs  die  Gleichung: 

(i-b)2 -f- (x— a)1  =r’,  (a) 

mit  folgender  Gleichung  identisch  sejns 

j = lang *+•  x.  (b) 

Diefs  gibt  invücderst: 

aM-bs  = ra,  (c) 

wonach  die  Gleichung  (a),  wenn  wir  zugleich  alle  Glieder  derselben  durch  2h  dividiren,  fol- 
gende wird : . 

a ,«  s 

+ = 0> 

und  diese  Gleichung  geht  in  (b)  über,  wenn 

L J* 

1 s — ian*  («®  ■+•  > mithin  — = tang  eo , (d) 

upd  wir  uberdiefs  b und  also  auch  a und  r unendlich  nehmen.  Die  Zusammenstellung  %on 
(c)  nnd  (d)  gibt,  wie  im  Texte*. 


- = i«  «, 


— = cos  w. 


11 
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einen  Grandsatz , den  wir  stillschweigend  bei  der  Auflösung  jeder  algebraischen  Gleichung 
annchmen,  denn,  sonst  miifsten  wir  ja  alle  Gleichungen,  durch  die  wir  stufenweise  zum 
Resultate  gelangen,  näher  prüfen,  ob  sic  nicht  Ausdrücke  enthalten,  die  unendlich  oder 
imaginär  werden. 


löl.  Wir  überzeugen  uns  leicht,  dafs  jede  der  vier  geraden  Linien,  welche  die  Glei- 
chung (6)  bezeichnet,  die  Mittclpuncte  zweier  derjenigen  Kreise  enthält,  die  die  beiden 
gegebenen  Kreise  und  die  gegebene  gerade  Linie  berühren;  solcher  Kreise  sind  mithin 
40.  acht  möglich.  In  der  40.  Figur  z.  B.  seyen  C und  y die  beiden  zu  berührenden  Kreise, 
K und  K'  zwei  gesuchte.  Nehmen  wir  den  ersten  der  zuletzt  bezeichncten  Kreise  und 
nennen  dessen  Radius  <p,  so  liegt  der  Miltclpunct  dieses  Kreises  in  einem  der  beiden 
Durchschnitte,  der  aus  C und  y mit  Radien,  die  gleich  sind  (tH-y)  und  (p+y)  beschriebe- 
nen Kreise,  durch  welchen  Mittelpunct  auch  diejenige  gerade  Linie  nt  geht,  welche  der 
gegebenen  NN  parallel  ist,  und  von  ihr  um  dasselbe  Stück  <p  absteht  Nehmen  wir  nun 
an,  dafs  die  beiden  gegebenen  Kreise  nach  der  negativen  Seite  der  x hin  liegen,  so  ist 
die  Gleichung  jener  Parallelen 


* = — <P, 

mithin  liegt  der  Mittelpunct  des  Berührungs- Kreises  K,  auf  einer  geraden  Linie,  deren 
Gleichung  folgende  ist: 

(a— «) — (r— p) 

y „ _ l ^ X. 


(9) 


Auf  derselben  geraden  Linie  liegt  der  Mittelpunct  des  Kreises  K'. 

4t.  In  der  4t.  Figur  liegt  der  Mittelpunct  des  Kreises  K in  einem  der  Durchschnitt« 
zweier  Kreise,  die  aus  C und  y mit  Radien  beschrieben  werden,  die,  wenn  wir  wiederum 
durch  <p  den  Radius  des  Kreises  K bezeichnen,  gleich  sind  (r — <p)  und  (<f — p).  Durch 
denselben  Punct  geht  anch  diejenige  gerade  Linie  w,  die  der  gegebenen  NN  parallel  ist, 
und  von  derselben  nm  dasselbe  Stück  <p  absteht  Die  Gleichung  dieser  Linie  ist,  wenn 
wir  diejenige  Seite,  auf  welcher  die  Mittclpuncte  der  gegebenen  Kreise  liegen,  als  die  po- 
sitive Seite  der  x betrachten: 


x = y; 

mithin  liegt  der  Mittelpunct  des  Berührungs -Kreises  K auf  einer  geraden  Linie,  die 
wiederum  durch  die  Gleichung  (9)  dargestellt  wird.  Auf  derselben  geraden  Linie  liegt  der 
Mittelpunct  des  Kreises  K'. 


42.  1Ö2.  Nichts  ist  non  leichter  als  die,  durch  die  vier  in  der  Gleichnng  (6)  enthaltenen 

Gleichungen  dargest eilten,  geraden  Linien  zu  constrnircn.  Wir  können  dieselben,  ähn- 
lich wie  wir  früher  verfahren  sind,  conslmiren , indem  wir  irgend  zwei  Pnncte  derselben 
bestimmen;  wir  können  aber  auch  die  Gleichungen  (6)  geradezu  constroiren.  Nach  der 
frühem  Annahme  liegt  der  Anfangs- Ponct  der  Coordinaten  in  dem  Durchschnitte  P der 
gegebenen  geraden  Linie  und  der  Chordalcn  der  beiden  gegebenen  Kreise.  Die  Glei- 
chung der  Chordalen  ist: 

(b— (S)y  + (a— o)x  <=  o; 

mithin  entspricht  für  dieselbe  der  Abscissc  — (1> — ß)  eine  Ordinate  (a— o).  Es  ist  aber 
(1$ — rO  die  I’rojection  der  geraden  Linie,  welche  die  Mittclpuncte  der  beiden  Kreise  ver- 
bindet auf  die  zweite  Axe,  nach  der  Figur  also  MN.  Nehmen  wir  nun  auf  der  ersten 
Axe  nach  der  negativen  Seite  hin  ein  Stück  PQ  gleich  MN,  und  legen  durch  Q eine  ge- 
rade Linie,  die  der  zweiten  Axe  parallel  ist,  so  ist  die  Ordinate  des  Durchschnittes  dieser 
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Linie  mit  den  Chordalen,  QR,  gleich  (a — «).  Tragen  wir  nnn  von  diesem  Pnnctc  R ans, 
nach  beiden  Seiten  hin  Stücke  auf,  die  gleich  sind  (r-t-p)  und  (r — p),  so  ergibt  sich: 

a— b -4-  (r— p)  = QY , 
a— b — (r — p)  = Q\V , 
a— b -+-  (r-f-p)  = QT, 
a— n — (r~ p)  = Qü, 

und  wenn  wir  durch  P and  jeden  der  Punctc  V,  W,  T und  U eine  gerade  Linie  legen, 
so  erhalten  wir  anf  diese  Weise  die  vier  geraden  Linien,  die  durch  die  Gleichung: 

a — “±(rTpl  _ 

y etj — (*> 

dargestellt  werden. 

Sind  die  Radien  der  beiden  gegebenen  Kreise  gleich,  so  fallen  die  beiden  geraden  Li- 
nien OVV  und  OY  in  eine  einzige  zusammen,  anf  der  also  die  Mittelpuncte  von  vier  Be- 
riihrungs -Kreisen  Hegen. 

Wenn  einer  der  beiden  gegebenen  Kreise , etwa  der  Kreis  y,  anf  einen  Ponct  sich  re- 
ducirt,  so  ändert  sich  die  eben  angewandte  Schlots -Weise  nicht  im  Mindesten,  die  Glei- 
chung (6)  geht  aber,  indem  wir  p gleich  Null  setzen,  in  folgende  Gleichung tlber: 

y - - (,o) 

welche  alsdann  nur  noch  zwei  einzelne  Gleichungen  in  sich  begreift.  Durch  dieConstruc- 
tion  derselben,  die  der  eben  angezeigten  vollkommen  entspricht,  erhalten  wir  zwei  ge- 
rade Linien,  von  welchen  jede  die  Mittelpuncte  zweier  der  vier  möglichen  Berührungs- 
Kreise  enthält. 

Die  beiden  in  Rede  stehenden  Probleme  der  Tactionen  sind  also  auf  die  bekannten 
ConstTuctioncn  von  Kreisen  zurückgcftthrt,  deren  Mittelpuncte  in  einer  gegebenen  geraden 
Linie  liegen  und  die  eine  gegebene  gerade  Linie  nnd  einen  gegebenen  Kreis  berühren, 
oder,  statt  einen  Kreis  zu  berühren,  durch  einen  gegebenen  Ponct  gehen  (150—152).  Wir 
gehen  in  keine  weitere  Ausführungen  hier  ein  (später  werden  wir  noch  neue  Constructio- 
nen  der  Probleme  der  Tactionen  geben),  und  wollen  nun  andere  Beziehungen  von  Krei- 
sen zu  einander  betrachten. 


163.  Wenn  zwei  Kreise,  die  zn  einander  irgend  eine  beliebige  Lage  haben,  gegeben 
sind,  und  wir  ziehen  in  beliebiger  Richtung  in  denselben  zwei  parallele  Radien,  so  geht 
diejenige  gerade  Linie,  welche  die  Endpunctc  dieser  Radien  verbindet,  immer  durch  einen 
oder  den  andern  von  zweien  festen  Pnnctcn  der  Central -Linie,  je  nachdem  die  End- 
punctc der  Radien  auf  dieselbe  oder  auf  entgegengesetzte  Seite  dieser  Linie  fallen.  Es 
ist  leicht  diefs  zu  zeigen.  Seyen: 

y’+z*  = R», 
yH-(x — b)2  = pJ, 

die  Gleichungen  der  beiden  Kreise,  alsdann  ist: 

y = 0 

die  Gleichung  der  Centralen.  Nennen  wir  ferner  die  Winkel,  welche  die  parallelen  Ra- 
dien mit  dieser  Linie,  also  mit  der  ersten  Axe  bilden,  f , so  ist  die  Gleichung  derjenigen 
geraden  Linie,  welche  durch  die  Endpunctc  dieser  Radien,  also  durch  diePuncte  (Rsm  7, 
R cos  <f ) nnd  (p  sin  <p,  (p  cos  yt-b>)  gebt , folgende  1 

# - . !(K — p) sinn  , „ 

y— Ran®  = /nl  ■ ; - — (x— Reosf), 

1 r (R — g)C0S  (f—a 

11  * 
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und  diese  Gleichung  gibt,  wenn  wir  in  derselben  y = o setzen,  nach  einer  ganz  einfachen 
Reduclion  für  den  Durchschnitt  mit  der  Centralen:  t 


Ra 

1 _ l{~e’  ' 

einen  Ausdrnck,  unabhängig  von  ip.  Wir  haben  hierbei  vorausgesetzt,  dafs  die  End- 
punctc  beider  Radien  auf  derselben  Seite  der  ersten  Ave  liegen;  betrachten  wir  aber  statt 
des  einen  Radius,  für  welchen  wir  den  Radius  des  ersten  Kreises  nehmen  wollen,  denje- 
nigen, der  mit  jenem  einen  Darebmesser  dieses  Kreises  bildet,  so  müssen  wir  die  bisher 
in  die  Rechnung  eingefuhrten  Coordinaten  des  ersten  Pnnctes,  oder  was  damit  auf  Ein* 
hinauskommt,  den  Radios  R negativ  nehmen.  Machen  wir  diese  Zeichen -Aenderung  im 
Resultate,  so  kommt:  - 

Ra 


x =>  — — • 

S+j 

Fig.  1,3. 1,1,.  Die  auf  diese  Weise  bestimmten  beiden  festen  Pnncte  der  Central-Linic  zweier 

Kreise,  die  in  der  43.  und  44.  Figur  durch  S und  er  bezeichnet  sind,  wollen  wir  Symme- 
tral-Puncte  der  beiden  gegebene  Kreise  nennen,  und  zwar  S den  jjnfscrn,  o 
den  i n n er(t- Symmetral  -Punct. *)  Im  erstem  Pnncte  vereinigen  sich  alle  diejenigen  gera- 
den Linien,  welche  durch  die,  auf  dieselbe  Seite  der  Centralen  fallenden  End-Punctc  ir- 
gend zweier  paralleler  Radien,  wie  z.  B.  durch  M und  /<  oder  durch  M'  und  fi  gehen, 
im  innem  Symmctral  - Puncte  alle  diejenigen  geraden  Linien,  welche  die,  nicht  auf  dieselbe 
Seite  der  Centralen  fallenden  End -Puncte  irgend  zweier  parallelen  Radien,  z.  B.M  und  fi, 
oder  M’  und  n verbinden.  Wenn  die  beiden  gegebenen  Kreise  sich  nicht  schneiden  and 
einer  den  andern  auch  nicht  einschliefst,  so  schneiden  sich  in  den  beiden  Symmetral- 
Puncten  auch  die  gemeinschaftlichen  beiden  äufsern  und  innere  Tangenten.  YV enn  die 
beiden  Kreise  sich  schneiden,  so  sind  nur  die  erstgenannten,  wenn  ein  Kreis  ganz  in  dem 
andern  liegt,  gar  keine  gemeinschaftliche  Tangenten  möglich;  aber  anch  in  diesen  Fällen 
existiren  jene  Symmetral- Pnncte,  die  wir  vermittelst  paralleler  Radien  construircn  kön- 
nen. YY'cnn  die  beiden  gegebenen  Kreise  sich  innerhalb  oder  außerhalb  berühren,  fällt 
der  äufserc  oder  innere  Symmetral -Pnnct  mit  dem  Berllhrongs- Pnncte  zusammen.  Dieb 
folgt  sogleich  ans  der  analytischen  Bestimmung  jener  Pnncte;  denn,  wenn  z.  B.  die  bei- 
den Kreise  sich  aufserhalb  berühren,  so  ist,  bei  obiger  Axen- Annahme,  R+r  = «,  mithin 
rcducirt  sich  die  Abscissc  des  innere  Symmetral -Pnnctes  auf 

Xs=R’ 

worin  wir  sogleich  die  Abscissc  de*  Bcriihrungs-  Pnnctes  wieder  erkennen. 


164.  Wenn  wir  drei  Kreise  znsammcnstcllen , so  haben  je  zwei  derselben  ihren 
zwiefachen  Symmetral-Pnnct,  den  wir  auf  die  eben  angezeigte  Weise  constrniren  können. 
Bedienen  wir  nns  zu  diesem  Ende  dreier  Radien,  die  alle  drei  unter  einander  parallel 
sind,  so  folgt  unmittelbar  aus  der  77 — 81.  Nummer  folgender  Satz: 

Wenn  irgend  drei  beliebige  Kreise  gegeben  sind,  so  können  wir  dieselben  auf  drei- 
fache Art  tu  zwei  nehmen,  und  erhalten  mithin  drei  äufsere  und  drei  innere  Symmetral-  , 
Puncte ; die  drei  äufsern,  so  wie  jeder  derselben  und  zwei  der  inner n Symmetral- Puncte, 
liegen  in  gerader  Linie. 


*)  Der  von  Monge  eingefuhrte  Ausdruck  ist  „poiut  de  simöitude  de  deux  certle*  externe  et 
interne.  (Innerer  und  ipj&erer  Aehnlichkeits  -Punct) 
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Wir  können  für  je  drei  beliebige  Kreise  jene  vier  gerade  Linien  bestimmen.  Wir 
nennen  diese  Linien  Sy mmetralen  der  drei  Kreise;  diejenige  Symmctrale,  welche 
die  drei  äufsern  Sy mmctral -Punctc  enthält,  nennen  wir  die  äufserc,  jede  der  drei  übrigen 
eine  innere  Symmctrale.*) 

lös.  Nehmen  wir  an,  dafs  jeder  der  drei  gegebenen  Kreise  ganz  aulserhalb  der  bei-  Fig.  45. 
den  andern  liegt,  so  gibt  die  vorige  Nummer  folgenden,  zuerst  von  Monge  bemerkten 
Satz:**) 

Zieht  man  die  gemeinschaftliche  Tangenten  je  zweier  von  drei  gegebenen  Kreisen , 
so  liegen  die  drei  Durchschnitte  der  zusammengehörigen  äufsern  Tangenten  in  gera- 
der Linie.  Ebenso  liegt  jeder  dieser  Durchschnitte  mit  zweien  Durchschnitten  der  in- 
nern  Tangenten  in  gerader  Linie. 

In  der  43.  Figur  sind  SS'S",  S da" , S ‘ad  und  SVo"  die  vier  Symmctralen. 

Wir  könnten  hier  den  Fall  besonders  hervorheben,  dafs  die  drei  gegebenen  Kreise 
sich  gegenseitig  berühren. 


166.  Wir  wollen  jetzt  die  Glcichnngen  der  Symmctralen  dreier 
Kreise  bestimmen,  and  zwar  zunächst  die  Gleichung  der  äufsern  Symmetralen,  aus 
der  sich  alsdann  die  Gleichungen  der  übrigen  drei  unmittelbar  ergeben,  Seyen  zu  die- 
sem Ende; 

(y— «02  =>  p*, 

(y— bp-Hx— a)ä  = r3, 

(y— B)>+(t— A)>  =,  R», 

die  Gleichungen  der  drei  gegebenen  Kreise.  Nehmen  vvir  die  Radien,  deren  wir  uns  zur 
Construction  des  Symmctral-Punctes  der-beiden  ersten  Kreise  bedienen,  der  ersten  Axc 
parallel,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  desselben  folgende  beiden  Glei- 
chungen : 

y-0«  (x  o), 


y—ß > 


a— a 

ß—  b 


(x — o — p) , 


von  denen  die  erste  die  Centrale,  die  zweite  diejenige  gtrade  Linie  darstellt,  die  durch 
die  Endpnncte  der  Radien  geht.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden 
Symmctral-Punctes  durch  y und  x',  so  kommt  durch  eine  ähnliche  Elimination  wie  in 
der  77.  Nummer: 

, pa— Ta  . ob— rß 

X =>  , y = 

e_r  p-r 

Da  der  Werth  von  x anabhängig  ist  von  den  Ordinalen  der  Mittelpnncte  und  tiher- 
diefs  die  Richtung  der  zweiten  Axe  durchaus  beliebig  ist,  so  folgt,  dafs,  wenn  ein  fester 
und  unveränderlicher  Kreis  gegeben  ist,  und  ein  anderer  )Kreis  von  constantem  Radius 
sich  so  bewegt,  dafs  der  Mittelpunct  desselben  auf  einer  geraden  Linie  bleibt,  so  rückt  der 
Symmetral  - Punct  beider  Kreise  ebenfalls  auf  einer  geraden  Linie  fort,  und  diese  gerade 
Linie  ist  jener  parallel.  Dieselbe  Bemerkung  hätten  wir  auch  an  die  Form  des  Aasdru- 
ckes für  y knüpfen  können. 


*)  Nach  Monge;  „axes  de  similitude  externe  et  internes.“  (Aehnlichkeits  - Linie».) 
**)  Monge:  Gdomdtrie  descriptive.  a1*™*  dd.  n™-  44. 
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Dnrch  LloCsc  Buchstaben  - Vertauschung  erhalten  wir  ans  den  letalen  Gleichungen  die 
folgenden:  . pB— Rj? 

1 = T=r’  y = Ic^r’ 

wenn  wir  die  Coordinatcn  des  ankern  Symmetral -Punctes  des  ersten  und  dritten  Kreises 
durch  x und  y"  bezeichnen.  Für  die  Gleichung  derjenigen  geraden  Linie  endlich,  welche 
durch  die  beiden  Puncto  (y”,  x")  und  (y,  x)  geht,  findet  man  nach  allen  Reductionen: 
p(b— B)  -h  r(B — ß)  ■+■  RO» — b) , + p(aB— Ab)-<-r(A,1— aB)  -t-  R(«b-aft) 
y “ ^(a— A) -f>r(A— a) -b R(u— a)  p(  a— A )-4-r(A  — a )+R(«  — a ) 

Diefs  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  änfsero  Symmetralen.  Darin , dafs  diese  Gleichung 
in  Beziehung  auf  die  gleichnamigen  Constantcn  der  drei  Kreis -Gleichungen  symmetrisch 
ist,  liegt  der  dirccto  Beweis  des  Satzes  der  JÖ3.  Nummer,  dafs  die  drei  äufsern  Symme- 
tral-Puncte  in  gerader  Linie  liegen. 

Nach  der  1&2.  Nummer  erhalten  -wir  unmittelbar  die  Gleichungen  der  drei  innern 
Symmetralen  (1Ö3),  wenn  wir  in  der  letzten  Gleichung  nach  einander  jeden  der  drei  Ra- 
dien p,  r und  R negativ  nehmen.  Hiernach  können  wir  die  Gleichungen  der  vier  einzel- 
nen Symmetralen  in  folgende  Gleichung  zusammenfassen : 

p(b— B)±r(B— ß)±  Riff—  b)£  + p'aB— Abt  + r(Aa-«B)  + R(ab-aji) 
y = p(a — A) ±r(A— <*)±  R(«— a)  p(a  — A )±r(A  — u )±R(«  — a ) 

167.  Wenn  wir  die  in  dem  letzten  Ausdrücke  znsammengezogenen  vier  Gleichungen 
mit  denen,  welche  die  letzte  Gleichung  der  153.  Nummer: 

p(a— A)  + r(A— a)±R(o— a)  . .. 

y~y  “ p(B=B)± rCB-|jf±  R(j?-b) 

in  sich  begreift,  einzeln  vergleichen,  so  ist  sogleich  ersichtlich,  dafs  die  durch  die  erstge- 
nannten Gleichungen  dargcstellten  geraden  Linien  auf  den , durch  die  letztgenannten  Glei- 
chungen dargcstcllten , senkrecht  stehen.  Die  äufserc  Symmetralc  nemlich  steht  auf 
derjenigen  Linie  senkrecht,  welche  die  Mittclpuncte  derjenigen  beiden  Kreise  enthält,  die 
die  gegebenen  alle  drei  innerhalb  und  anfscrhalb  berühren;  von  den  drei  innern  Symmc- 
tralcn  steht  jedesmal  diejenige,  welche  dnrch  den  äufsern  Symmetral -Pnnct  irgend  zweier 
gegebenen  drei  Kreise  geht,  auf  derjenigen  geraden  Linie  senkrecht,  in  welcher  die  Mittel- 
puncte  derjenigen  beiden  Berührnngs -Kreise  liegen,  die  jene  zwei  entweder  nicht  oder 
alle  beide  umschliofsen. 

Aus  den  letzten  Bemerkungen  ergeben  sich  Modificationcn  für  die  oben  angezeigten 
Constrnctioncn  des  Problems  der  Tactionen;  wir  können  nemlich  diejenigen  ge- 
raden Linien,  welche  die  Mittclpuncte  der  Bcrührungs -Kreise  enthalten  construiren,  in- 
dem wir  vom  Chordal -Pnnct  (y',xj  der  gegebenen  Kreise  Perpendikel  anf  die  Symmc- 
traien  fällen. 

t&i.  Wir  können  auch  von  der  Symmetralen  zweier  Kreise  nnd  eines  Punctcs 
sprechen.  Solcher  Symmetralen  gibt  es  zwei,  deren  Gleichungen  wir  sogleich  erhalten, 
wenn  wir  in  der  Gleichung  (2)  den  Radius  des  Kreises,  den  wir  nns  nun  auf  seinen  Mit- 
telpunct  rcducirt  denken,  z.  B.  R,  gleich  Null  setzen.  Auf  diese  Weise  kommt: 

_ p(b— B)±£jIW)  p(aB-Ab) ± r(A.y  oB) 

y p(a — A;±r(A— a)  p(a  — A )±r(A  — a ) 

' Diese  beiden  Symmetralen  gehen  durch  den  gegebenen  Pnnct  (in  welchem  zwei  Paar 
Symmetral -Puncle  zusammcnfallen)  «nd  dnrch  den  äufsern  und  innern  Symmetral -Pnnct 
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der  beiden  gegebenen  Kreise.  Hiervon  Überzeugen  wir  nns  leicht,  wenn  wir  die  Construc- 
tion  bis  zum  allmähligen  Verschwinden  des  dritten  Kreises  verfolgen;  dasselbe  zeigt  aber 
auch  die  Form  der  letzten  Gleichung.  Denn  legen  wir  den  Anfangs -Pnnct  der  Coordina- 
ton  in  den  gegebenen  Pnnct,  setzen  mithin  B und  A gleich  Null,  so  verschwindet  das  con- 
stantc  Glied  der  letzten  Gleichung,  die  bezügliche  gerade  Linie  geht  also  dnreh  den  gegebe- 
nen Pnnct.  Wir  erhalten  nemlich  bei  jener  Annahme  statt  der  letzten  Gleichung  (3)  folgende : 

..  _ gb+r  j 

' pa?ra  9 

die  wir  auch  unter  folgende  Form-bringcn  können: 

paTro  pbTr^ 


p-4-r 


PTr 


woraus  denn  sogleich  auch  ferner  ersichtlich  ist,  dafs  die  durch  jene  Gleichung  darge- 
stclltc  gerade  Linie  durch  den  Punct 

(pb+r,?  paTr«  \ 

pTr  * p?r  )' 

d.  h.  durch  den  (äufsern  oder  innern)  Symmetral  - Punct  geht. 

Der  Analogie  und  der  leichtern  Uebersichtlichkeit  wegen,  können  wir  die  gerade  Linie, 
welche  durch  zwei  gegebene  Puncte  geht,  als  die  Symmetrale  der  beiden  Puncte  and 
eines  beliebigen  Kreises  ansehen.  Hierzu  berechtigen  uns  sowohl Gränz- Betrach- 
tungen in  der  Construction,  als  auch  die  Form,  welche  die  allgemeine  Gleichung  (2) 
annimmt,  wenn  wir  zwei  Radien,  z.  B.  R und  r gleich  Null  setzen.  Alsdann  verschwin- 
den aus  der  eben  angezogenen  Gleichung  die  Constanten  p,  u und  ß und  dieselbe  redu- 
cirt  sich  auf : 

b — B . aB— Ab 

y “ ; x***  r" » 

1 a— A a — A 

auf  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  welche  durch  die  beiden  gegebenen  Pnnctc(B,  Al 
und  (b,  a)  geht. 

169.  Wir  wollen  ferner  sehen,  was  aus  der  Gleichung  der  Symmetralcn  dreier  Kreise 
wird,  wenn  wir  statt  eines  Kreises  eine  gerade  Linie  nehmen.  Bedienen  wir  uns  zu 
diesem  Ende  derselben  Rednclions  -Art  als  für  den  bezüglichen  Fall  in  der  160  Nummer, 
setzen  wir  nemlich  R gleich  A und  gröber  als  jede  gegebene  Gröfsc,  während  B einen 
endlichen  Werth  behält,  so  kommt,  indem  wir  zunächst  die  Gleichung  (1)  behandeln: 


ß — b 


z4- 


— pb-f-rjS+«b — a/i 


(O 


(8) 


1 — p-f-r-H» — a — p 4-r  H-a  — a 

und  wenn  wir  reduciren : 

((r-a)— (p— o))y  = (/?—  b)x-f-  (r— a)/S-(p-«)  b. 

Diese  Gleichung  können  wir  endlich  noch  unter  folgende  beide  Formen  bringen: 

(Cr — a)  — (p — o))  (y — b)  = (ß—b)  (x-a-f-r), 

(tr— a)— (p— «))  (y-,1)  = (ß— b)  (x— o+p), 
und  so  ist  augenfällig,  dafs  die  in  Rede  stehende  gerade  Linie  durch  die  Puncte  (b, a — r)  Fjg.  ^2. 
und  (ß,a — p)  geht,  also  mit  Beziehung  auf  die  42.  Figur  durch  K und  x,  durch  die  End- 
puncte  zweier  paralleler  Radien  der  gegebenen  Kreise,  mithin  auch  durch  den  (äufsern) 
Symmetral -Punct  derselben.  Diefs  folgt  nemlich  aus  der  1Ö3.  Nummer,  und,  umgekehrt, 
wenn  wir,  was  leicht  ist,  geradezu  aus  der  Gleichung  (4)  beweisen,  dafs  die  bezügliche 
Linie  durch  den  Symmetral -Punct  geht,  so  erscheint,  weil  wir  als  gegebene  gerade  Linie 
jede  beliebige  betrachten  können,  der  Satz  der  angezogenen  Nummer,  dafs  nemlich  die 
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Endpuncte  irgend  zweier  beliebigen  paralleler  Radien  in  zweien  Kreisen  mit  einem  der 
Symmetral -Pnnctc  in  gerader  Linie  liegen  — als  eine  Modification  des  Satzes,  dafs  immer 
drei  Symmetral- Pnnctc  dreier  Kreise  in  gerader  Linie  liegen. 

Durch  Zeichen -Acndernng  von  r und  p erhalten  wir  aus  (4)  unmittelbar  die  Glei- 
chungen der  drei  übrigen  Symmetralen,  wenn  wir  dieses  Ausdrucks  uns  auch  für  den  in 
Rede  stehenden  Fall  bedienen  wollen.  Diese  Linien  sind  in  der  Figur  durch  KY,  K'z  und 
Ki  bezeichnet.  ...  , 

Die  zuerst  bestimmte  und  dann  die  eben  genannten  drei  Linien  stehen,  ganz  der 
lOQ.  Nummer  geroäfs , auf  den  in  der  löa.  Nummer  construirten , daselbst  durch  (6)  be- 
zeichnetcn  geraden  Linien,  welche  die  Mittelpnncte  der  Berfihmngs -Kreise  enthalten, 
nemlich  der  Ordnung  nach,  anf  PV,  PW,  PT  und  PU  senkrecht.  Hiernach  können 
wir  also  wiederum  die  letztgenannten  geraden  Linien  construiren. 

In  folgender  Gleichung  sind  die  Gleichungen  der  vier  einzelnen  Symmetralen  zusam- 
mengezogen. (,j-b)x+b(a±p)-j9(a±r) 

y “ «±p— (a±r) 

Gehen  wir  noch  weiter  und  fragen  nach  den  Symmetralen  eines  Kreises  und 
zweier  geraden  Linien,  so  brauchen  wir  nur  die  letzte  Gleichung  anf  eine  ähnliche 
Weise  zu  behandeln,  wie  wir  die  entsprechende  Gleichung  18)  in  der  lbO.  Nummer  be- 
handelt haben.  ' 

Den  Winkel,  welchen  die  zweite  mit  der  ersten  gegebenen  geraden  Linie,  also  mit 
der  zweiten  Azc,  bildet,  wollen  wir  wie  dort  «o  nennen.  Dividiren  wir  nnn  Nenner  nnd 

b a 

Zähler  des  zweiten  Tbeiles  der  Gleichung  (6)  durch  r,  substituiren  fiir  - und  - ihre 

Werthe  sin  a und  cos  e>,  nnd  vcrnaehläfsigen  diejenigen  Ausdrücke,  die  für  immer  gröfser 
werdende  Werthe  von  r verschwinden,  so  geht  die  letzte  Gleichung  (6)  in  folgende  Uber: 

— iJi/ia-HojjJjmi» — ß(cosa>±\)  , 

y = _______  _ ____  , 

wo  das  Zeichen  von  1 im  Nenner  dem  Zeichen  von  1 im  Zähler  entsprechend  genommen 
werden  mofs.  Diese  Gleichung  enthält  vier  von  einander  verschiedene  Gleichungen.  Wir 
können  ihr  auch  folgende  Form  gehen: 

y—ß  = (z— <«±e)) 

COSa>±  1 

und  endlich  noch  in  folgende  beide  Gleichungen  anllüsen: 

)—ß  = (*-(«±p))  tang  | , (r) 


(«±p))  cotg  2. 

Die  vier  durch  diese  Gleichungen  dargcstellten  Symmetralen  bilden  zwei  Paar  Parallcl- 
Linien , die  auf  denjenigen  beiden  geraden  Linien , welche  die  am  Durchschnitte  der  gege- 
benen geraden  Linien  entstehenden  Winkel  halbircn,  nnd  mithin  die  Mittclpuncte  der  Berüh- 
rungs-Kreise enthalten,  senkrecht  stehen  (in  anderer  Ordnung  genommen,  ihnen  parallel 
sind).  In  so  fern  wir  die  letztgenannten  Linien  dnreh  Perpendikel  anf  jene  Symmctrale  con- 
struiren, erhalten  wir  zwei  Paar  zusammcnfallcndcr  Linien:  eine  Folgerung,  zn  der 
wir  auch  ans  der  Constrnction  gelangen  können.  Hierin  erblicken  wir ' denn  auch  gewis- 
sermaafsen  den  Grund,  warum  auf  jeder  jener  beiden  Halbirnngs- Linien  im  Allgemeinen 
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die  Mittelpunctc  von  vier  Bertlhrtings- Kreisen  sich  befinden,  deren  immer  noch  acht 
möglich  smd.  Nor  wenn  einer  der  gegebenen  Kreise  sielt  auf  einen  Punct  redneirt,  rcdti- 
cirt  sich  die  Zahl  der  jedesmaligen  Auflösungen  auf  die  Hälfte. 

.Wenn  wir  die  Gleichungen  (7)  genauer  betrachten,  so  sehen  wir,  dafs  die  bezüglichen  Fig»  t,G. 
Linien  darch  einen  der  beiden  Puncte  (ß,  (a-4-p))  und  (£,(<*—(<))  gehen,  und  wir  erken- 
■.nen  in  diescnPancten  die  Durchschnitte  des  gegebenen  Kreises,  mit  dem  vom  Mittelpuncte 
desselben  auf  die  erste  der  gegebenen  geraden  Linie,  d.  b.  auf  die  zweite  Aze,  gefällten 
Perpendikel.  Diese  Puncte  sind  in  der  Figur  durch  S und  a bezeichnet.  Ebenso  gehen 
jene  Linien  durch  die  Puncte  S'  und  a,  die  in  derselben  Beziehung  zu  der  zweiten  gege- 
benen geraden  Linie  stehen.  Die  vier  in  Rede  stehenden  Symmetralen  bilden  also  das 
in  den  Kreis  beschriebene  Parallelogramm  SS’  aa. 

W ir  waren  durch  Gränz-Betrachtungcn  in  der  Construclion  ebenfalls  za  den  Resulta- 
ten dieser  Nummer  gekommen.  Wir  haben  aber  vorgezogen,  diese  Gränz -Betrachtungen 
nur  auf  die  analytischen  Formel  anzuwenden,  und  auch  hier  haben  uns  dieselben  nur  da- 
zu gedient , um  uns  auf  die  Form  der  Gleichungen  (6)  and  (7)  aufmerksam  zu  machen, 
Gleichungen,  die  wir  alsdann  auf  directe,  von  aller  Gränz  - Methode  unabhängige,  Weise 
construirt  haben.  Solche  Betrachtungen  sind  übrigens  von  grolsem  Vortheil,  um  verschie- 
dene Co nstruc tionen  aus  demselben  Gcsichtspunctc  zu  Ubersehen;  wir 
werden  in  dem  Folgenden  an  Beispielen  sehen,  wie  wir  durch  Hülfe  derselben,  Constructionen, 
die  sich  auf  gegebene  Kreise  beziehen,  unmittelbar  auf  die  Fälle,  wo  Puncte  und  gerade 
Linien  an  die  Stelle  von  gegebenen  Kreisen  t re  ten,  Übertragen,  oder  wenigstens 
sogleich  zeiget)  können,  dafs,  und  aus  welchem  Grunde  jene  Ucbcrtragung  unstatthaft  ist. 

170.  Wir  haben  in  dem  Obigen  (163)  die  Symmctral  - Puncte  zweier  Kreise  als  die-  Fig.  47- äÖ- 
jenigen  beiden  Puncte  bezeichnet,  in  welchen  alle  gerade  Linien,  welche  durch  die  End- 

Pnnctc  irgend  zweier  beliebiger  paralleler  Radien  gehen,  sich  vereinigen.  Wenn  wir,  um- 
gekehrt, durch  einen  der  beiden  Symmctral-Pnnctc  irgend  eine  gerade  Linie  ziehen,  welche 
die  gegebenen  Kreise  schneidet,  so  werden  durch  die  Durchschnitte  anf  dem  einen  Kreise 
zwei  Radien  bestimmt,  die  den  durch  die  Durchschnitte  mit  dem  andern  Kreise  bestimmten 
Radien  parallel  sind.  Es  sind  CM  nnd  ju , so  wie  CM’  und  yfi  unter  sich  parallel. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  ans  dem  Parallelismns  jener  Radien  ist,  dafs  auch  die 
Tangenten  inM  nnd  fi,  so  wie  die  Tangenten  in  M’  und  fi  unter  sich  parallel  sind, 
und  dafs  mithin  die  durch  jene  beliebige,  durch  einen  der  Symmctral -Puncte  gezogene, 
geradcLinic  anf  beiden  Kreisen  bestimmten  Abschnitte  gleiche  Winkel  fassen,  woraus 
denn  weiter  folgt,  dafs  die  Flächen  beider  Kreise  in  demselben  Verhältnisse  gcthcilt  werden. 

171.  Bei  denselben  Voraussetzungen  als  eben,  sind  offenbar  die  Winkel  CRIM", 

CMM,  yfifi  nnd  yu/i  alle  vier  einander  gleich.  Wenn  wir  daher  zwei  von  den  durch  die 
Puncte  M,  RI',  /«  und  fi  bestimmten  vier  Radien,  welche  nicht  unter  einander  parallel 
sind,  und  nicht  demselben  Kreise  angeboren,  (wir  wollen  die  Radien  CM’  und  yfi  neh- 
men) bis  zu  ihrem  Durchschnitte  K verlängern,  so  steht  dieser  gleicbwcit  von  den  End- 
Puncten  jener  beiden  Radien , von  M'  und  u ab.  Wir  können  daher  aus  diesem  Durch- 
schnitte K als  Mittclpnnct  einen  Kreis  beschreiben,  der  durch  jene  beiden  Puncte  geht, 
und  dieser  Kreis  berührt  die  beiden  gegebenen  Kreise  und  zwar,  wie  ans  der 
Constraction  ersichtlich  ist , gleichnamig  wenn  die  schneidende  gerade  Linie  durch  den 
änfsem,  ungleichnamig,  wenn  sic  durch  den  innern  Symmctral -Punct  geht.  Dem  ersten 
Falle  entspricht  die  47-  Figur,  dem  zweiten  die  48.  Figur. 

li 
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ff'enn , umgekehrt , irgend  ein  dritter  Kreis  zwei  gegebene  berührt , so  geht  die  ge- 
rade Linie,  welche  die  beiden  Berührung! - Puncte  verbindet,  je  nachdem  die  Berüh- 
rungen gleichnamig  oder  ungleichnamig  sind,  durch  den  äußern  oder  inncm  Symme- 
tral-Punct. 

Wir  bemerken  beiläufig,  dafs  der  letzte  Satz  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen 
Satzes  der  i6 4.  Nummer  ist. 

172.  Da  die  beiden  gegebenen  Kreise  in  den  Pnnctcn  M und  ft',  so  wie  in  den  Pnnc- 
ten  M'  nnd  ft  von  demselben  Kreise  berührt  werden,  so  folgt  ans  der  Theorie  des  Chor- 
dal  - Punctes , dafs  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  den  eben  paarweise  zusammenge- 
stcllten  Pnnctcn,  sich  auf  der  Chordalcn  der  beiden  gegebenen  Kreise  schneiden,  nach 
den  bezüglichen  beiden  Figuren  in  P und  p.  Also: 

ff'enn  wir  durch  einen  der  beiden  Symmetral-Puncte  zweier  gegebenen  Kreise  eine 
beliebige  gerade  Linie  ziehen,  welche  diesen  Kreisen  begegnet,  so  schneiden  sich  von 
den  vier  Tangenten  in  den  vier  Durchschnitts- Puncten  diejenigen,  welche  nicht  demsel- 
ben Kreise  angehören  und  nicht  parallel  sind,  auf  der  Chordalcn  beider  Kreise. 

173.  Wenn  wir  ferner  die  Durchschnitte  der  beiden  Tangenten  jedes  der  beiden  ge- 
gebenen Kreise,  oder,  mit  andern  Worten,  die  Pole  der,  durch  einen  der  Symmetral- 
Puncte  gehenden,  geraden  Linie  betrachten,  so  ist  ersichtlich,  dafs  diejenigen  geraden 
Linien,  welche  diese  Puncte  N und  r mit  den  Miltelpuncten  der  bezüglichen  Kreise  C 
tmd  y verbinden,  parallel  sind  nnd  iiberdiefs  sich  verhalten,  wie  die  Radien  der  beiden 
Kreise,  woraus  denn  weiter  folgt,  dafs  jene  Puncte  N nnd  r mit  dem  Symmetral-Puncte 
S oder  a in  gerader  Linie  liegen.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dafs  auch  dann,  wenn  die 
durch  einen  der  Symmetral-Puncte  gezogene  gerade  Linie  die  gegebenen  Kreise  nicht 
schneidet,  die  Pole  dieser  Linie  auf  den  beiden  Kreisen  mit  dem  Symmetral-Puncte  im- 
mer noch  in  gerader  Linie  liegen.  Also : 

ff'enn  wir  durch  einen  der  beiden  Symmetral-Puncte  zweier  Kreise  irgend  eine 
gerade  Linie  legen,  so  liegen  die,  in  Beziehung  auf  beide  Kreise  genommene , Pole  der- 
selben in  gerader  Linie  mit  dem  Symmetral-Puncte. 

174.  Bringen  wir  die  Resultate  der  beiden  letzten  Nummern  in  Verbindung,  so  bä- 
hen wir  folgenden  Satz: 

ff'enn  man  durch  einen  der  beiden  Symmetral-Puncte  zweier  Kreise  eine,  densel- 
ben begegnende,  gerade  Linie  zieht,  so  bilden  die , durch  die  vier  Durchschnitte  be- 
stimmten, Tangenten,  genugsam  verlängert,  ein  Parallelogramm,  welches  eine  constante 
gerade  Linie,  ncmlich  die  Chordale  der  beiden  Kreise,  zu  einer  Diagonalen  hat,  und 
dessen  andere  Diagonale  immer  durch  den  Symmelral-Puncl  geht. 

175.  Wenn  wir  eine  gerade  Linie  sich  um  einen  der  beiden  Symmctral -Pnnct zweier 
gegebenen  Kreise  drehen  lassen,  so  beschreibt  der  Pol  derselben  in  Beziehnng  auf.  je- 
den jener  Kreise  eine  gerade  Linie.  Wir  erhalten  also  zwei  solcher  gerader  Linien,  die 
Polaren  des  Symmctral-Ponctcs  anf  den  beiden  gegebenen  Kreisen,  deren  allge- 
meine Gleichungen  wir  hier  zunächst  entwickeln  wollen.  Seron  zn  diesem  Ende: 

(y— B)*-K*-A)’  = K\ 

(y—ß)  -K*— «0  = 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Kreise,  alsdann  ist: 

(y— 
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die  Gleichung  der  Polaren  des  Ponctes  (y,  x')  auf  dem  »weilen  Kreise.  Nehmen  wir  fllr 
diesen  Punct  den  Symmctral -Punct  der  beiden  Kreise,  so  ist 

» oD  + R£  , o\+  Ra 

y “ p+r  > 1 =Tnr* 

wo  wir  das  negative  Zeichen  auf  den  äufsem,  das  positive  auf  den  Innern  Symmctral-Pnnct 
beziehen  müssen ; nach  einer  einfachen  Reduction  wird  hiernach  die  Gleichung  obiger  Po- 
laren folgende: 

(® — ßVy—i *H-(A — “Xx— a)  = p(pTR).  (i) 

Für  die  Gleichung  der  Polaren  auf  dem  ersten  Kreise  finden  wir  nach  blofser  Buchstaben- 
Vertauschung: 

(ß — B)(y— B)  -4-(a— -A)(x — A)  » B(R+p).  (,) 

Legen  wir  den  Anfangs -Punct  der  Coordinaten  in  dem  Mittelpuncle  des  zweiten 
Kreises,  setzen  also  u und  ß gleich  Null,  so  gehen  die  letzten  beiden  Gleichungen  in  fol- 
gende beide;  über: 

By  ■+■  Az  = p(p  + R),  (3) 

B{y — B)  ■+■  A(z — A)  «,  - RfRTp).  (4) 

«76.  Legen  wir  die  erste  Are  durch  die  Mittelpuncle  der  beiden  gegebenen  Kreise, 
so  bekommen  wir  für  die  Glcichnngcn  der  in  Rede  stehenden  beiden  Polaren  folgende: 

“)  = Ke+B).  ... 

(a — A)(x — A)  = R(RTp) . K> 

Unterscheiden  wir  nun  ferner  das  durch  die  erste  dieser  Gleichungen  bestimmte  x durch 
einen,  das  durch  die  zweite  Gleichung  bestimmte  x dorch  zwei  Accente,  so  erhallen  wir 
durch  Abziehen  dieser  Gleichungen: 

„ (A— «X  *'+*")  = r— (R’— A’). 

Wenn  wir  also  die  Chordalc  der  beiden  gegebenen  Kreise  zur  zweiten  Axe  nehmen, 
so  kommt: 

x'-f-x"  * o. 

Die  auf  zweien  Kreisen  genommenen  Polaren  jedes  ihrer  beiden  Symmetral- Ptincle 
stehen  gleichweit  von  der  Chordalen  ab. 

Hierin  liegt  der  directe  Beweis  des  früher  schon  (99)  bemerkten  Satzes,  dafs  die  Chor- 
dale  zweier  Kreise  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  derselben  halbirt.  Es  ergibt  sich 
ferner  hieraus  unmittelbar  folgender  Satz: 

Die  Pole  jeder  geraden  Linie , die  durch  einen  der  beiden  Symmetral-  Puncte  zweier 
gegebenen  Kreise  geht , in  Beziehung  auf  diese  Kreise  genommen,  stehen  gleichweil  von 
der  Chordalen  derselben  ab. 


177.  Lösen  wir  eine  der  beiden  Gleichungen  (5),  etwa  die  erstere , in  die  beiden  ein- 
zelnen Gleichungen  auf,  welche  dieselbe  enthält,  so  kommt: 

(A— «0  (x— «)  — p(p— R), 

(A— ö)(x— a)  =s  n(p-f-R). 

Ziehen  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  nachdem  wir  zuvor  die  beiden  x 
durch  Accente  unterschieden  haben,  so  ergibt  sich: 

. ..  2Rp 

X X = — ; , 

Abgesebn  vom  Zeichen  ändert  dieser  Werth  von  x—  x”  sich  nicht,  wenn  wir  den  Con- 
stanten  der  beiden  Kreis -Gleichungen  mit  einander  vertauschen.  Hieraus  ergibt  sich  fol- 
gender Satz,  den  wir  auch  unmittelbar  aus  der  vorigen  Nummer  batten  herleitcn  können. 

12  * 
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Die  beiden  Polaren  des  innern  und  äu/sern  Symmctral-  Punctes  stehen  auf  jedem 
der  beiden  Kreise  gleichwcit  von  einander  ab. 

178.  Durch  Umkehrung;  erhalten  wir  ans  der  172.  Nummer  folgenden  Satz: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Puncte  der  Chordalcn  zweier  gegebener  Kreise  an  je- 
» den  derselben  eine  Tangente  zieht,  so  liegen  die  beiden  Berührungs- Puncte  mit  einem 
der  beiden  Symmctral  - Puncte  in  gerader  Linie. 

Fig.  49.  Da  UberdicCs  die  von  einen  beliebigem  Puncte  der  Chordalcn  zweier  gegebenen  Kreise 
an  dieselben  gezogenen  Tangenten  einander  gleich  nnd  Radien  eines  Kreises  sind,  der  die 
gegebenen  rechtwinklig  schneidet,  so  haben  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  irgend  zwei  gegebene  Kreise  von  einem  dritten  Kreise  unter  rechten  Winkeln 
geschnitten  werden,  so  sind  die  vier  Durchschnitte  (M,  fi,  IT  und  v)  die  Winkel- Puncte 
eines  Vierecks,  dessen  gegenüberliegende  Seilen  sich  bei  gehöriger  Verlängerung  in  den 
beiden  Symmctral-  Punclen  (ß  und  o)  schneiden. 


Fig.50.5t.52.  179.  Wir  wollen  die  vier  Durchschnitte  einer  beliebigen  geraden  Linie  mit  zweien 

gegebenen  Kreisen,  durch  deren  äufsern  oder  innern  Symmctral -Punct  diese  Linie  gebt, 
dnreh  fi,  fi , M nnd  M'  bezeichnen,  so  dafs  sich  die  griechischen  und  lateinischen  Buch- 
staben anf  denselben  Kreis  beziehen,  nnd  dann  wiederum  dafs  den  beiden  accentnirten, 
, wie  den  beiden  nicht  acccntuirtcn , Buchstaben  solche  Puncte  entsprechen,  in  denen  die 

Tangenten  unter  einander  parallel  sind.  Wenn  wir  bei  dieser  Bezeichnung  durch  ÄI  und  fi, 
oder  durch  M'  und  ft  irgend  einen  beliebigen  Kreis  legen,  so  schneidet  dieser  Kreis 
die  beiden  gegebenen  Kreise  unter  gleichen  Winkeln.  Denn  diese  Winkel 
sind  offenbar  gleich  der  Summe  oder  dem  Unterschiede  derjenigen  gleichen  Winkel,  un- 
ter welchen  die  gegebenen  Kreise  von  der,  durch  einen  der  Symmctral -Puncte  gehenden 
geraden  Linie  geschnitten  werden,  und  derjenigen,  wiederum  gleichen,  Winkel,  welche 
jene  gerade  Linie  auf  dem  dritten  Kreise  bestimmt.  In  den  Constructionen  der  50  — 52. 
Figur  geht  der  schneidende  Kreis  durch  M'  und  ft,  cs  ist: 

RM'M — QM*M  k 

RM'Q  f 


- 


pftft  —Xftl,  , 

P/“5 


wobei  wir  die  bczcichnclcn  Winkel  zweier  Kreisbogen,  wie  bekannt,  durch  Tangenten 
bestimmen. 

Der  dritte  Kreis  schneidet  die  beiden  gegebenen  anlser  in  den  Punctcn  M'  nnd  ft  noch 
in  zwei  Punctcn  N und  r.  Die  in  diesen  Durchschnitten  entstehenden  Winkel  sind  eben- 
falls  gleich,  woraus  denn,  wenn  wir  die  eben  angewendete  Schlafs  - Weise  geradezu  um- 
kehren, folgt,  dafs  jene  beiden  Puncte  N und  * mit  dem  SymmetTal -Puncte  in  gerader 
Linie  liegen.  Also: 

Wenn  wir  durch  einen  der  beiden  Symrhctral -Puncte  zweier  gegebenen  Kreise  eine 
gerade  Linie  legen,  welche  die  beiden  gegebenen  Kreise  schneidet,  und  wir  nehmen 
solche  zwei  Durchschnitts -Puncte,  die  nicht  auf  demselben  Kreise  liegen,  und  in  denen 
die  Tangenten  einander  nicht  parallel  sind,  so  schneidet  jeder  beliebige  Kreis,  der 
durch  diese  beiden  Puncte  geht,  die  beiden  gegebenen  unter  gleichen  Winkeln.  Diejenige 
gerade  Linie , welche  durch  die  übrigen  beiden  Durchschnitte  dieses  Kreises  mit  den  bei- 
den  gegebenen  geht,  geht  auch  durch  den  Symmctral  - Punct. 

Wenn,  umgekehrt,  zwei  gegebene  Kreise  von  einem  dritten  unter  gleichen  Winkeln 
geschnitten  werden,  so  lassen  sich  durch  die  vier  fturchschniltc  zwei  gerade  Linien  le- 
gen, die  sich  in  einem  der  beiden  Symmctral -Puncte  vereinigen. 
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180.  Da  die  Punctc  N nnd  v,  die  der  schneidende  Kreis,  welcher  durch  M'  nnd  fi 
geht,  aufserdem  noch  anf  den  beiden  gegebenen  Kreisen  bestimmt,  mit  dem  Symmetral- 
Punctc  in  gerader  Linie  liegen , So  folgt  durch  Umkehrung,  dafs  ein  Kreis , der  durch  M\  u 
nnd  durch  denPunct  N gebt,  der  auf  dem  einen  der  beiden  gegebenen  Kreise  liegt,  zugleich 
auch  durch  einen  vierten  Punct  v geht,  der  auf  dem  andern  Kreise  durch  eine  gerade 
Linie  bestimmt  wird,  die  den  Punct  N mit  dem  Symmetral-Pnncte  verbindet  fiieraus 
folgt  folgender  Satz: 

Wenn  wir  durch  einen  der  beiden  Sy  mm  et  ml  - Punct  e zweier  gegebenen  Kreise  zwei 
gerade  Linien  ziehen,  welche  diese  beiden  Kreise  schneiden,  so  können  wir  durch  zwei 
Durchschnitte  der  einen  und  durch  zwei  Durchschnitte  der  andern  geraden  Linie,  die 
nicht  auf  demselben  Kreise  liegen,  und  in  denen  die  Tangenten  unter  sich  nicht  parallel 
and , einen  Kreis  legen.  Solcher  Kreise  erhalten  wir  vier , von  welchen  jeder  die  beiden 
gegebenen  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  schneidet. 


181. 
Seyen  : 


An  die  Ictite  Nummer  schlicken  sich  die  nächstfolgenden  Entwicklungen  an. 


y’  + z*  = R*,  (0 

(y-ffl’-Kx-a)’  = p»,  <*) 

die  Gleichungen  zweier  gegebenen  Kreise:  wir  wollen  in  Beziehung  auf  den  ersten 
dieser  Kreise  den  geometrischen  Ort  fUr  die  zngeordneten  Pole  aller 
Punctc,  die  auf  dem  Umfange  des  zweiten  Kreises  liegen,  bestimmen. 
Die  Coordinaten  irgend  eines  dieser  Punctc  seyen  y’  und  x , alsdann  ist  die  Gleichung  der 
Polaren  dieses  Punctes  auf  dem  ersten  Kreise: 

yy'-t-xx’  = R’,  (3) 

nnd  der  zogeordnetc  Pol  liegt  in  dem  Durchschnitte  dieser  Polaren  mit  derjenigen  gera- 
den Linie,  welche  den  Punct  (y‘,  x-)  mit  dem  Mittclpunctc  des  ersten  Kreises,  den  wir 
zum  Anfangs  - Puncte  der  Coordinaten  genommen  haben,  verbindet.  Die  Gleichung  dieser 
geraden  Linie  ist: 

yx'  — y'x  — o,  (4) 

Wenn  die  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4)  zugleich  Statt  finden  sollen,  so  bezeichnet 
(y,  z)  einen  bestimmten  Punct,  den  gesuchten  PoL  Wir  können  die  Werthc  der  Coor- 
dinaten dieses  Pnnctcs  eliminiren,  wir  können  aber  auch  umgekehrt  die  Coordinaten  des 
P.unctcs  (y’,x')  durch  die  Coordinaten  des  Punctes  (y»x)  ausdrücken.  Auf  diese  Weise 
kommt : 

R’y  R’x 

y (5) 

Wenn  nicht  der  Punct  (y", x")  selbst,  sondern  blofs  eine  Curvc  gegeben  ist,  auf  der  sich 
derselbe  befindet,  nnd  wir  also  blofs  eine  Gleichung  zwischen  y und  x'  haben,  während 
wir  diese  Coordinaten  als  veränderliche  Gröfsen  betrachten  müssen,  so  erhalten  wir  ver- 
mittelst der  letzten  beiden  Gleichungen  (5)  ebenfalls  eine  Beziehung  zwischen  y und  x, 
d.  h.  einen  Ort  für  den  gesuchten  Pol.  Wir  haben  bei  unserer  Annahme : 

4*  (x—  o)*  = p’, 

wo  y und  x'  veränderliche  Gröfsen  bezeichnen , so  dafs  diese  Gleichung  identisch  ist  mit 
der  Gleichung  des  zweiten  gegebenen  Kreises.  Substituirtn  wir  nun  für  y und  x’  die 
eben  gefundenen  Wcrthe  in  y und  x,  so  ergibt  sich: 
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filr  den  gesuchten  Ort  der  Pole.  Entwickeln  wir,  so  erhalten  wir  ans  der  letzten  Glei- 
chung folgende: 

R4  — 2R5G9y-f-ax)  =(p5— {/P+o5))(yM-x5) , («) 

also  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  wir,  dnreh  eine  gewöhnliche  Umformung,  indem 
wir  zugleich  der  Kürze  halber: 

OSMo1)— = 


setzen,  folgende  Gestalt  geben  können: 

R»/*  ‘ 


/ M"g\J  . r R:fe\s  R4  5 

(y-y) + (*-—)  = p" e • 


(?) 


Weil  die  Gleichungen  (3)  und  ft)  in  Beziehung  auf  die  accentnirten  und  nicht  acccn- 
tuirten  Coordinaten  symmetrisch  sind,  so  ist  auch  die  Beziehung  der  durch  die  Gleichun- 
gen (2)  und  (7)  dargesolltcn  Kreise  zu  einander  reciprok,  d.  h.  als  geometrischen  Ort  für 
die  zugeordneten  Pole  aller  Puncte,  die  auf  dem  letztbezcichneten  Kreise  liegen,  erhalten 
wir  den  Kreis  (2).  Diese  beiden  Kreise  können  wir  ganz  füglich,  rilcksichtlich  des  ersten 
Kreises,  zugeordnete  Kreise  nennen 

Wir  wollen  den  durch  die  Gleichung  C7)  dargcstcllten  Kreis  noch  genauer  betrach- 
ten. Es  folgt  aus  den  Gleichungen  (5)  für  die  Voraussetzung,  dafs  der  Pnnct  (y,  x)  auf 
dem  Umfange  des  Kreises  (I)  liegt: 

x = x,  y = y, 

d.  h.  die  Puncte  (y, x)  und  (y, x)  fallen  zusammen,  der  gesuchte  Kreis  geht  also  durch  die 
Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  Kreise.  Es  haben  überhaupt  die  drei  Kreise  eine 
gemeinschaftliche  Chordale.  Dieses  allgemeinere  Resultat  können  wir  nicht 
aus  den  eben  angezogenen  Gleichungen  (5),  wenigstens  nicht,  ohne  imaginäre  Aus- 
drücke zu  Hülfe  zu  nehmen,  hcrlcitcn.  Wir  Überzeugen  uns  hiervon  indefs  sogleich,  in- 
dem wir  von  der  Gleichung  (I)  nach  einander  die  Gleichungen  (2)  und  (T)  abzichen.  Die 
rcsultirendc  Gleichung  der  Chordalcn  ist  in  beiden  Fällen  ein  und  dieselbe  Gleichung, 


nCm,ich:  2,?y+2«x  = R (.) 

Wenn  wir  ferner  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (7)  mit  einander  vergleichen,  und, 
der  Kürze  halber,  die  letztgenannte  folgendcrmaafscn  schreiben: 

(y-hl’-Ks—a)’  = r=,  (,) 

so  finden  wir  sogleich: 

b _ a _ r 

rf  U ~ n’ 


und  hieraus  ergibt  sich : 

bp+ßr  = o,  ap+«r  = o ; 

mithin  ist  auch,  wenn  wir  durch  (p-Tr)  dividiren:^ 

bp  + ;?r  ap  + ur 

_i — = o,  — — o , 
p+r  pTr 

d.  h.  der  Anfangs  - Punct  der  Coordinaten,  oder  der  Mittelpunct  des  ersten  der  beiden 
gegebenen  Kreise,  ist  entweder  der  äufscrc  oder  innere  Symmetral-P  nnct  der 
iu  Beziehung  auf  diesen  Kreis,  conjugirten  beiden  andern  Kreise  (2)  und  C7>- 


182.  Die  Gleichung  (7)  kann  in  eine  lineare  Gleichung  übergehen,  was  nemlich 
dann  geschieht , wenn  zwischen  den  Constanten  des  zweiten  gegebenen  Kreises  folgende 
Bcdingungs-Gleichnng : 

}■  m (fl1*-»1)-—?'  =o , 
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Statt  findet.  Diefs  ist  sogleich  ersichtlich,  wenn  wir  znr  Gleichung  (6)  znröckgehcn,  die 
sich  bei  dieser  Annahme,  indem  wir  noch  durch  R1  dividiren,  auf  folgende  redneirt: 

Slßy  -t-  2ax  = B3 , («•) 

und  alsdann  die  Chordalc  der  beiden  gegebenen  Kreise  (l)  und  (2)  bezeichnet.  Obiger 
Bedingnngs- Gleichung  entspricht  aber  der  Fall,  dafs  der  zweite  Kreis  durch  den  Miltel- 
punct  des  ersten  Kreises  geht.  Wenn  wir,  umgekehrt,  von  der  Gleichung  (10),  die  wir 
nur  als  eine  Modification  der  Gleichung  (7)  zu  betrachten  haben,  ausgegangen  wären,  nnd 
den  Ort  für  die  Pole  aller  Punctc  derselben  auf  dem  ersten  gegebenen  Kreis  gesucht  hat* 
ten,  so  würden  wir  als  Resultate  die  Glcichnng  (2)  gefunden  haben. 

183.  Wenn  wir  nochmals  die  Gleichung  (7)  anschen,  so  ergibt  sieh,  dafs  der  durch 
dieselbe  dargestellte  Ort  immer  einen  reellen  Kreis  oder  ausnahmsweise  eine  gerade  Linie 
darstcllt;  und  diefs  bewährt  sich  auch  für  den  Fall  noch,  dafs  der  Radius  des  ersten  Kreises 
imaginär  d.  h.  R1  negativ  wird.  Hieraus  ziehen  wir  durch  Umkehrung  den  Schlufs,  dafs 
einer  derjenigen  Kreise,  in  Beziehung  auf  welche  zwei  gegebene  Kreise  (2)  und  (9)  zuge- 
ordnctc  sind,  imaginär  werden  kann.  Wir  können  diese  Kreise,  deren  es  im  Allgemei- 
nen zwei  gibt,  leicht  construircn,  denn  nach  dem  Obigen  liegen  die  Mittclpuncte  dersel- 
ben in  den  Symmctral -Punclen  der  beiden  gegebenen  Kreise,  und  sie  haben  mit  diesen 
dieselbe  ChordaJe.  Aus  der  hierdurch  augedeuteten  Construction  *)  lassen  sich  die  Fälle 
herlcitcn,  für  welche  einer  der  in  Rede  stehenden  Kreise  imaginär  wird.  Wir  ziehen  in- 
defs  vor,  zu  den  frtthern  Gleichnngen  zurUckzukchren,  und  setzen,  der  Kürze  halber:  ß 
mithin  auch  b gleich  Null,  alsdann  gibt  die  Gleichung  (8)  folgende  Bedingungs- Gleichung 
für  die  Realität  von  Ri 

3ax  — u’-t-p’  > o , 

wo  x der  gemeinschaftlichen  Chordalen  entspricht.  Zur  Bestimmung  des  Werthes  von  x 
wollen  wir  von  der  Chordalen  der  beiden  Kreise  (2)  und  (9),  die  wir  nun  als  ursprünglich 
gegeben  betrachten,  aasgehen  und  diese  Chordale  vermittelst  der  Polaren  des  (äufisern 
oder  innern)  Symmetral  - Punctes  dieser  Kreise,  welcher  unser  Anfangs -Punct  der  Coor- 
dinaten  ist,  construircn.  Für  die  Gleichungen  dieser  Polaren  haben  wir  ncmlich: 

— “*  = 

— ax  = r* — a*j 

folglich  erhalten  wir  nach  der  176.  Nummer  für  die  Gleichung  der  Chordalen: 

pJ  , a3 — rJ 

z = ■+■  , 

2a  2a 

nnd  hiernach  geht  obige  Bedingungs  - Gleichung  für  die  Realität  von  R in  folgende  Uber, 

- (a* — r’)  > o. 

a ' 

*)  Wenn  ein  Kreis  und  eine  denselben  nicht  schneidende  gerade  Linie  gegeben  sind  nnd  iiber- 
diefs  noch  ein  Punct,  der  auf  derjenigen  geraden  Linie  liegt,  welche  dnreb  den  Mittelpunrt 
des  gegebenen  Kreises  geht  und  senkrecht  auf  der  gegebenen  geraden  Linie  ist,  so  können 
wir  auf  verschiedene  Weise  aus  dem  gegebenen  Puncte,  als  Mittclpuncte , einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  mit  dem  gegebenen  Kreise  die  gegebene  gerade  Linie  sur  Chordalen  hat.  Es  bie- 
tet sich  uns  z.  B.  sogleich  folgende  Construction  dar: 

Man  beschreibe  aus  irgend  einem  Panctc  der  gegebenen  geraden  Linie,  als  Miiielpuncle, 
einen  Kreis,  der  den  gegebenen  unter  rechten  Winkeln  schneidet,  und  wiederum  aus  dem  ge- 
gebenen Puncte,  als  Mitlelpnncte , einen  Kreis,  der  den  eben  construirteu  rechtwinklig  schnei- 
det. Dieser  letzte  Kreis  ist  der  gesuchte. 


Digitized  by  Google 


9G 


Zur  Theorie 


Bei  der  Interpretation  dieser  Glciclmng  mttisen  wir  die  beiden  Fälle  unterscheiden, 
wo  u and  a von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Zeichen  sind;  dem  ersten  Falle  ent- 
spricht, dafs  der  Anfangs-Punct  der  Coordiaaten  im  äufsern,  dem  zweiten  Falle,  dafs  er 
im  innern  Symmetral-Punctc  liegt.  Im  erstem  Falle  wird  R,  nnd  also  der  bezügliche 
Kreis  imaginär,  wenn  r3  gröfscr  ist  als  a3,  d.  h.  wenn  der  äulsrrc  Symmctral- Punct  in- 
nerhalb des  Kreises  (9)  fällt,  oder  wenn  die  gegebenen  Kreisein  einander  liegen.  Die  (1  ran- 
ze der  Realität  ist,  dafs  diese  Kreise  sich  innerhalb  berühren.  Wenn  wir  den  andern 
Fall  nehmen,  wo  a nnd  a entgegengesetzte  Zeichen  haben,  nnd  wir  also  denjenigen  Kreis 
betrachten,  der  ans  dem  innern  Symmetral-Punctc  als  Mittelpnncte  beschrieben  wird,  so 
wird  dieser  Kreis  imaginär,  wenn,  umgekehrt,  a3  gröfscr  ist  als  r*,  d.  h.  wenn  jener  Sym- 
metral  - Ponct  (derjenige  welcher  zwischen  die  Mittelpnncte  der  beiden  gegebenen  Kreise 
Fi<'  53  anfserhalb  liegt.  Die  äufscre  Bcrührnng  entspricht  der  Gränzc  der  Realität.  Wenn 
die  beiden  gegebenen  Kreise  sich  schneiden,  so  gibt  cs  immer  zwei  reelle  Kreise,  für 
welche  die  gegebenen  zngeordnete  Kreise  sind;  auf  diesen  Fall  bezieht  sich  die  Cpnstmc- 
(io n,  in  der  die  beiden  in  Rede  stehenden  Kreise  C und  C'  stärker  als  die  beiden  gege- 
benen c und  }■  gehalten  sind. 

184.  Wir  können  die  Resultate  der  letzten  Nummern  in  Folgendem  zusammenfassen : 

Wenn  irgend  ein  Kreis  gegeben  und  irgend  ein  zweiter  Kreis  beliebig  angenommen 

wird,  so  befinden  sich  die  zugeordneten  Pole  aller  Puncte,  die  auf  dem  Unfange  des 
, letztem  liegen , auf  dem  Umfange  eines  dritten  Kreises.  Alle  drei  Kreise  haben  dieselbe 
Chordale  und  der  Mittelpunct  des  ersten  ist  einer  der  Symmetral-Punctc  der  beiden 
übrigen,  der  beiden  conjugirlen  Kreise.  Wenn  der  beliebig  angenommene  Kreis  durch 
den  Mittelpunct  des  gegebenen  gebt , so  geht  der  dritte  Kreis  in  eine  gerade  Linie,  der 
Chordale  der  beiden  erstem,  über,  und,  umgekehrt,  die  zugeordneten  Pole  aller  Puncte 
einer  beliebig  angenommenen,  geraden  Linie  liegen  auf  dem  Umfange  eines  Kreises , der 
durch  den  Mittelpunct  des  gegebenen  geht.  Ferner,  wenn  zwei  beliebige  Kreise  gegeben 
sind,  so  gibt  es  zwei  andere  Kreise,  für  welche  die  gegebenen  conjugirte  Kreise  sind, 
je  nachdem  die  beiden  gegebenen  sich  schneiden , berühren,  oder  keinen  Punct  gemein- 
schaftlich haben , sind  diese  Kreise  beide  reell,  einer  derselben  geht  in  einen  Punct  über, 
oder  wird  imaginär, 

ia 

185.  Wenn  wir  drei  Kreise  zusammonstcllcn,  so  können  wir  für  je  zwei  derselben 
diejenigen  beiden  Kreise  construircn,  für  welche  sie  zugeordnete  Kreise  sind.  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  im  Allgemeinen  solcher  Kreise  sechs,  von  denen  drei  die  äufsern, 
dre!  die  innern  Symmetral  - Puncte  der  gegebenen  Kreise  zn  Mittclpunctcn  haben;  jene 
drei  erstem,  so  wie-  je  zwei  der  letztem  und  einer  der  erstem  drei  Laben  unter 

’ sich  dieselbe  Chordale,  nnd  alle  diese  Chordalen,  deren  es  vier  gibt,  gehen 
durch  den  Chordal-Punct  der  drei  gegebenen  Kreise.  Um  diefs  zu  zeiget], 
wollen  wir  nur  den  ersten  Fall  hervorheben.  Bezeichnen  wir,  der  Kürze  halber,  die  drei 
gegebenen  Kreise  durch  y,  c und  C und  die  aus  den  äuCscrn  Symmetral  -Punctcn  von 
C und  c,  C und  y nnd  von  c und  y beschriebenen  Kreise  durch  S,  S'  und  S",  so  haben 
nach  der  obigen  Bestimmung  dieser  Kreise,  von  den  in  folgendem  Schema: 

’ C,  c,  S;  C,  y,  S";  c,  y,  S"; 

jedesmalig  zusammcngcstelltcn  drei  Kreisen  je  zwei  dieselbe  Chordale ; cs  fallen  also  auch 
die  Chordal -Puncte  der  drei  gegebenen  Kreise  y,  c und  C und  der  Kreise  S,  S'  und 
S"  zusammen.  Da  nun  ferner  die  Mittelpnncte  der  letztgenannten  Kreise  in  gerader 
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Linie  liegen,  so  fallen  nolhwcndig  die  Chordaion  je  zweier  derselben  zusammen,  denn 
einerseits  sind  diese  Linien  nntcr  einander  parallel,  und  andrerseits  gebt  jede  derselben 
durch  einen  nicht  nncndlich  weit  entfernt  liegenden  Pnnct,  ncmlich  durch  den  Chordal- 
Puncl  der  drei  gegebenen  Kreise. 

Da  die  Chordale  der  drei  Kreise  S,  S'  und  S"  anf  der  änfsem  Symmetralca  senkrecht 
steht,  und  durch  den  Chordal -Pnnct  der  drei  gegebenen  Kreise  geht,  so  ist  sic  nach  der 
167.  Nummer,  keine  andere  als  die  gerade  Linie,  welche  die  Mitlelpnncte  derjenigen  bei- 
den Beriihrungs -Kreise  enthält,  die  die  gegebenen  Kreise  alle  drei  auf  gleiche  Weise  be- 
rühren. Hierdurch  ist  eine  neue  Modilication  für  die  Construction  des  Problems  der 
Tactionen  angedeutet,  da  wir  jene,  die  Mittelpunclc  der  gesuchten  Beriihrungs  - Kreise 
enthaltenden,  geraden  Linien,  nun  anch  ohne  Construction  von  Chordal -Puncten,  bestim- 
men können.  In  der  5.V  Figur  z.  B.  sind  y,  c und  C die  zu  berührenden  Kreise;  aus  S,  Fig. 
dem  änfsern  Symractral - Punetc  von  C und  c,  ist  ein  Kreis  beschrieben,  der  durch  die 
Durchschnitte  dieser  Kreise  geht,  und  ebenso  ein  entsprechender  Kreis  aus  S',  dem  äu- 
fscro  Symmctral -Punetc  von  C und  y.  Die  beiden  so  beschriebenen  Kreise  schneiden 
sich  nach  der  Figur  in  A und  B;  durch  diese  beiden  Punetc  gebt  diejenige  gesuchte  ge- 
rade Linie,  welche  die  Mittelpuncte  zweier  Beriihrungs -Kreise  enthält. 

186.  Die  folgenden  Entwicklungen  schliefsen  sich  ebenfalls  an  die  Theorie  der  Sym-  fjg,  55, 56, 
mctral- Punetc  an.  Wir  wollen  ncmlich  zunächst  den  Ort  derjenigen  P unctc  suchen,  von 
denen  ans  zwei  gegebene  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  gesehen  werden, 
so  dafs  also  die  beiden  von  einem  dieser  Punetc  an  jeden  dieser  Kreise  gezogenen  Tan- 
genten unter  sich  gleiche  Winkel  bilden.  Seyen: 

(y-Ä’-H*-«)1  = e5,  (0 

(y— h)’-Hx— a)’  = r* , (») 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Kreise  und  y und  x die  Coordinaten  eines  Pnnc- 
tes,  den  wir  beliebig  außerhalb  dieser  beiden  Kreise  annehmen  wollen.  Ziehen  wir  als- 
dann von  diesem  Punetc  Tangenten  an  den  ersten  Kreis , und  bezeichnen  den  von  ihnen 
eingoschlosscnen  Winkel  durch  2o>,  so  haben  wir  offenbar,  wenn  wir  gleich  die  qua- 
dratischen Ausdrücke  nehmen: 

sin1  m—  , . (ä) 

(y — — “) 

Für  den  zweiten  Kreis  Gnden  wir  einen  entsprechenden  Ausdruck: 

wenn  wir  hier  den  von  den  Tangenten  eingcschlosscncn  Winkel  2<o'  nennen.  Vermittelst 
der  letzten  Gleichungen  können  wir,  wenn  die  Coordinaten  y und  x'  gegeben  sind,  die 
Winkel  w und  io  bestimmen ; sind  umgekehrt  diese  W inkel  gegeben , so  sind  diese  Glei- 
chungen Bedingungs- Gleichungen  zwischen  y und  x’,  die  wir  nun  anch  als  veränderliche  Grö- 
fsen  betrachten  können.  Die  auf  diese  Weise  bezeichnten  Oerter  sind,  wie  die  Form  ihrer 
Gleichungen  zeigt,  zwei  Kreise,  die  mit  den  gegebenen  beiden  concentrisch  sind;  von  allen 
Puncten  derselben  erscheinen  die  bezüglichen  gegebenen  Kreise  nntcr  den  gegebenen  Win. 
kein.  Jede  Beziehung  ferner  zwischen  den  beiden  Winkeln  w und  to,  oder  ihren  trigono- 
metrischen Functionen,  führt  uns  wiederum  zu  einer  Gleichung  zwischen  y und  x\  Se- 
tzen wir  jene  W inkel,  mithin  auch  ihre  Sinns  einander  gleich,  so  geben  uns,  bei  Ilinwcg- 
lassujig  der  Accente,  die  letzten  beiden  Gleichungen  (3)  nnd  (*)  folgenden  Ort: 

P3((y— b^+tx— a)’)  = r’((y — W’-H*— «)3)>  (0 

13 
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mithin  die  Gleichung  eines  neuen  Kreises,  den  wir  non  näher  bestimmen  wollen. 
Wir  sehen  sogleich,  dafs  wir  dieselbe  Gleichung  (5)  erhalten  hätten,  wenn  wir  die  Glei- 
chungen der  beiden  gegebenen  Kreise,  nachdem  die  erste  derselben  mit  r1,  die  zweite 
mit  p:  multiplicirt  worden , von  einander  abgezogen  hätten.  Es  folgt  hieraus,  dafs  der 
durch  (5)  da rgcstelltc  Kreis  mit  den  beiden  gegebenen  Kreisen  dieselbe  Chordale  hat. 

Wir  sehen  ferner,  dafs,  wenn  p and  r gleich  sind,  die  Gleichung (5)  in  die  Gleichung 
einer  geraden  Linie,  der  Chordalrn  der  beiden  gegebenen  Kreise,  übergeht. 

Wenn  wir  entwickeln,  so  erhalten  wir  ans  (5): 


■+•  xs—  2~- 


‘x  = ^ 


(6) 


pJ — r2  1 ...  - — r,  - pi — ri 

und  wenn  wir  den  ersten  Thcil  dieser  Gleichung  za  zwei  vollständigen  Quadraten  ergän- 
zen, kommt: 

'££)’  - • « ' 
Zugleich  zeigt  die  Form  dieser  Gleichung,  dafs  der  bezügliche  Kreis  immer  reell  bleibt. 

Setzen  wir,  fUr  einen  \ugcnblick,  zum  Behuf  der  Constroclion  dieses  Kreises,  ß und  b 
gleich  Null,  so  verschwindet  auch  die  Mittclpuncts- Ordinate  dieses  Kreises,  d.  h.  der 
Mittelponct  desselben  liegt  auf  der  Centralen  der  beiden  gegebenen  Kreise.  Setzen  wir 
zugleich  u gleich  Null,  so  geht  die  Gleichung  dieses  Kreises,  was  unmittelbar  aus  (6)  folgt, 
in  folgende  über: 


y’  + x5—  2- 


■ x 4- 


x1—  2- 


p* — r1  * (j1—  r1 

und  wenn  wir  nun  ferner  in  dieser  Gleichung  y gleich  Null  nehmen,  so  gehen  uns  die 
Wurzeln  der  rcsultircndcn  Gleichung: 

nJa  . p’a’ 

pTTj!l+^r;“  ’’ 

die  Durchschnitte  des  besagten  Kreises  milder  Central  - Linie  der  beiden  gegebenen  Kreise, 
welche  wir  zur  ersten  Axc  genommen  haben.  Wir  erkennen  sogleich , dafs 

x = -2L, 

p-r  p-f-r 

die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind;  denn  die  Summe  dieser  beiden  Wurzeln  gibt  den 
CoelKciennn  der  ersten  Potenz  von  x,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen,  und 
ihr  Product  das  constante  Glied.  Jene  Wcrtbc  von  x entsprechen  aber  den  beiden  Sym- 
mctral -Puncten  der  gegebenen  Kreise:  der  zu  bestimmende  Kreis  ist  also  über  den  Ab- 
stand  dieser  beiden  Pnnctc  als  Durchmesser  zu  beschreiben. 

56.  t87*  Wenn  die  beiden  gegebenen  Kreise  sich  schneiden , so  fallt  ein  Bogen  des  eben 

bestimmten  Kreises  innerhalb  derselben;  wenn  einer  der  gegebenen  Kreise  von  dem  an- 
dern  ganz  umschlossen  wird,  so  liegt  der  besagte  Kreis  gan«  innerhalb.  Im  erstem  Falle 
lassen  sich  nicht  von  allen,  im  letztem  Falle  von  keinem,  Puncte  desselben  Tangenten 
an  die  gegebenen  Kreise  ziehen;  für  jeden  beliebigen  Pnnct  desselben,  (y,  x‘),  besteht 
iudefs  die  Gleichung: 

~ (y— b)’-Hx'— a)s’ 

nur  dafs  die  beiden  Thcile  derselben  eine  andere  geometrische  Interpretation  erhallen, 
wenn  der  Pnnct  (y, x)  innerhalb  der  beiden  gegebenen  Kreise  liegt,  als  wenn  er  au- 
fs er  halb  derselben  sich  befindet.  Im  Allgemeinen  bedeutet  diese  Gleichung,  dafs  die 
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Quadrate  der  Radien  der  beiden  gegebenen  Kreise  sich  wie  die  Quadrate  der  Abstände 
jedes,  beliebig  auf  dem  Umfange  des  eben  bestimmten  dritten  Kreises  angenommenen 
Pnnctes  Xy>x  ) von  den  Mittelpuncten  der  gegebenen  Kreise  verhalten.  Hieraus  folgt 
denn,  dafs  die  Flächen  dieser  letztem  in  demselben  Verhältnisse  gctheilt  (oder  erweitert) 
werden,  wenn  man  ans  den  beiden  Mittelpuncten  conccntrischc  Kreise  beschreibt,  die 
durch  denselben,  beliebigen  Punct  auf  dem  Umfange  desjenigen  Kreises  gehen,  der  Uber 
dem  Abstande  der  Symmetral-  Puncte  der  beiden  gegebenen  Kreise  als  Durchmesser  be- 
schrieben werden  kann.  - - , 

Wenn  der  Punct  (y',x-)  innerhalb  des  ersten  Kreises  liegt,  wie  in  der  56.  Figur  der 
Punct  M in  Beziehung  auf  den  Kreis  y,  nnd  wir  construircn  den  Pol  dieses  Pnnctes,  der 
in  u fällt,  so  ist,  wenn  wir,  nm  kurz  an  seyn,  gleich  anf  die  Figur  verweisen! 

1 = » = £ 

sin1  ai  sin 1 <p  (y— Ä’-H«’ — u}3’ 

wo  wir  durch  2»  den  Winkel  bezeichnen,  welche  die  beiden  von  ft,  dem  Pole  des  Punc- 
tes  (y',  x)  an  den  ersten  Kreis  gezogenen  Tangenten  mit  einander  bilden.  Da  wir  ftlr  den 
entsprechenden  Ausdruck  rücksichtlich  des  zweiten  Kreises  einen  durchaus  glcichgcbildeten 
Ausdruck  erhalten,  so  haben  wir  folgende  Ergänzung  des  in  dem  Vorstehenden  enthalte- 
nen Satzes: 

Wenn  zwei  gegebene  Kreise  sich  schneiden  oder  ganz  in  einander  liegen,  so  fällt 
derjenige  Kreis,  welcher  Uber  den  Abstand  der  beiden  Symmetral -Pnncte  als  Durchmes- 
ser beschrieben  wird,  zom  Theil  oder  ganz  innerhalb  der  beiden  gegebenen  Kreise;  wenn 
wir  alsdann  für  irgend  einen  innerhalb  liegenden  Pnnct  des  Umfanges  dieses  Krei- 
ses auf  den  beiden  gegebenen  Kreisen  die  zogeordneten  Pole  Sachen,  so  werden  von 
diesen  Polen  ans  die  bezüglichen  gegebenen  Kreise  unter  gleichen  Win- 
keln gesehen. 

188.  Wenn  wir  ferner  drei  Kreise  zusammenstcllcn,  so  können  wir  über  die  Ab- 
stände der  Symmetral -Puncte  je  zweier  dieser  Kreise,  als  Durchmesser,  neue  Kreise 
beschreiben,  deren  Gleichungen  wir  nach  deu  vorigen  Nummern  sogleich  erhalten.  Die 
Gleichung  des  dritten  gegebenen  Kreises  scy  : 

(y-n):-f-(x— A)’  = R3; 

bezeichnen  wir  alsdann  durch  2co"  denjenigen  Winkel  unter  welchem  dieser  Kreis  von  ei- 
nem beliebig  angenommenem  Puncte  (y',x)  aus  gesehen  wird,  so  haben  wir,  ähnlich  wie 
in  der  185.  Nummer: 

. , .,  R3  „ 

sin 3 CO  --  ■ , ■ , ; — — . 

(y— B)H<*  — A)3 

Stellen  wir  endlich  für  einen  Augenblick  die  Ausdrücke  fiir  sin'a,  sin 1 «o  und  sin1«)'  durch 
A,  A und  A"dar,  so  sind,  indem  wir  y'  und  x als  veränderliche  Grüfscn  betrachten, 

A — A'  = o , 

A — A"  = o , (»)  , 

A'—  A"  = o, 

die  Glcichnngcn  jener  drei  in  Rede  stehenden  Kreise.  Zwei  dieser  Gleichungen  bedingen 
die  dritte,  d.  h.  die'drci  bezüglichen  Kreise  haben  ein  nnd  dieselbe  Chordalc;  sie  schnei- 
den sich  also,  wenn  überhaupt  Durchschnitte  Statt  finden,  in  denselben  beiden  Puneten. 
Die  Abstände  jedes  dieser  Pancte  von  den  Mittclpanctcn  der  drei  gegebenen  Kreise  ver- 
halten sich  wie  die  Radien  derselben.  Liegen  diese  Pnncte  aufserhalb,  so  werden  von 
denselben  aus  die  drei  gegebenen  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  gesehen. 

13  * 


c 
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Da  ferner  jeder  dieser  Kreise  mit  den  beiden  gegebenen,  in  denen  er  gehört,  dieselbe 
Chordalc  hat,  so  gebt  auch  die  gemeinschaftliche  Chordalc  der  Constructions- Kreise  durch 
den  Chnrdal-Punct  der  drei  gegebenen. 

Wenn  man  aber  über  den  Abständen  der  innern  und  äufsern  Symmctral - Puncte  je 
ziteier  von  drei  gegebenen  Kreisen  als  Durchmesser  drei  neue  Kreise  beschreibt , so 
haben  diese  ein  und  dieselbe  Chordalc,  und  diese  gehl  durch  den  Chordal-Punct  der 
gegebenen  Kreise.*) 

Da  die  Millelpuncte  solcher  Kreise,  welche  dieselbe  Chordale  haben,  in  gerader  Li- 
nie liegen,  so  ergibt  sich  noch  folgender  Satz: 

Die  drei  Milien  zwischen  den  Abständen  der  beiden  Symmelral- Puncte  je  zweier 
von  drei  gegebenen  Kreise  liegen  in  gerader  Linie. 

180.  Wir  wollen  die  Gleichung  der  den  drei  Constructions  - Kreisen  gemeinschaft- 
lichen Chorde  suchen ; wir  brauchen  zu  diesem  Ende  nur  irgend  zwei  der  drei  Gleichun- 
gen (8)  zu  entwickeln  und  dann  von  einander  abzuzichen.  Für  die  erste  dieser  Gleichun- 
gen haben  wir  in  dem  Obigen  folgende  gefunden : 

v»—  3 Pah— T*ß  „ . . „ p’a— r*« . rVH-«*)  - p’flH-a*) 

^ q1 — r1  y pJ — r2  ' p’ — rJ 

und  erhalten  hieraus  für  die  zweite  derselben,  durch  Buchstaben- Vertauschung  auf  der 
Stelle  folgende  Gleichung: 


. 3 v 


o’A— R’n 
2 — = — ^r-x  ’ 


p’-R1 


pJ— Rl  > pl — K1 

Nehmen  wir  ferner  an , dafs  der  Anfangs  - Punct  der  Coordinaten  in  dem  Chordal- 
Punctc  der  drei  gegebenen  Kreise  liege,  so  ist: 

?’  = b’-f-a1— r1  = BM-A1— R1, 

mithin  ist: 

b’-f-a2  = (p>— r1 ) , 

BM*Aa  = IP-hu'— (p:— R1), 

und  wenn  wir  für  (bM-a5)  und  ihre  Werthc  in  die  zweiten  Thcile  der  letzten 

beiden  Kreis-Gleichungen  snbstitnircn,  so  linden  wir  nach  einer  leichten  Rcduction,  dafs 
beide  Theile  gleich  sind  — p5).  Die  Chordale  der  bezüglichen  Kreise  geht  also, 

dem  Frühem  gcmäfs,  durch  den  Anfangs -Punct  der  Coordinaten.  Ziehen  wir  nun  jene 
beiden  Kreis -Gleichungen  wirklich  von  einander  ab,  so  kommt: 

/pJb— r3,3  _ paB-naA  /paa— r*a  _ paA— BV\  , 

\ p: — r1  p5 — KJ  ) ^ \ p1 — r1  p’ — r1  J 

und  wenn  wir  entwickeln : • 

v = — p’f* — Al+rlA- a)+Ra(s- a)  . . 

1 pa(b  — B)  -+-H(B  -,i)  ~h  ' W 

Diefs  ist  dir  Gleichung  der  in  Bede  stehenden  geraden  Linie,  wenn  wir  den  Anfangs- 
Punct  der  Coordinaten  im  Chordal  - Puncte  der  drei  gegebenen  Kreise  annchmcn. 

190.  Zu  derselben  Gleichung  hatten  wir  auf  eine  directcrc  Weise  gelangen  können. 
Vergleichen  wir  nemlich  die  eben  gefundene  Gleichung  (9)  mit  der  in  der  153.  Nummer 
hergclcilctcn  Gleichung  (5)  der  geraden  Linie,  welche  die  Millelpuncte  derjenigen  beiden 
Kreise  enthält,  von  welchen  die  drei  gegebenem  gleichnamig  berührt  werden,  so  ist  offen- 
bar, dafs  die  letztgenannte  Gleichung  (5)  in  die  eben  entwickelte  Gleichung  (9)  übergeht. 


x «=  o. 


*)  Gerg,  Ann.  XI,  p.  3 Bk- 


* 
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wenn  wir  znnäcbst,  der  letzten  Annahme  der  Coordinaten  gemäfs,  y'  und  x’  gleich  Null 
setzen,  und  dann,  statt  der  Madien  p,  r and  R,  die  Quadrate  derselben  nehmen,  und 
diesem  entspricht  dieselbe  Veränderung  schon  in  dein  Cocfiicicnten  von  f in  der 
4.  Gleichung  der  angezogenen  153.  Nummer  zu  machen.  Zu  Gleichungen  von  so  be- 
stimmter Form  wären  wir  aber  gekommen,  wenn  wir  die  Radien  der  drei  gegebenen 
Kreise,  nicht,  wie  in  der  angezogenen  Nummer  geschehen  ist,  alle  drei  um  irgend 
ein  gleiches  Stück,  sondern  um  denselben  aliqanten  Theil  vergreisen  hätten.  Wenn 
wir  ncmlich  die  Radien  der  drei  gegebenen  Kreise  am  den  fi.  Theil  grü(scr  nehmen, 

and  der  Kürze  halber  gleich  <f  setzen,  so  haben  wir  folgende  drei  neue  Kreis- 

Gleichungen: 


(y — — «P  *=*  (i-f-T)?’, 

(y-b)*+<x— a)1  = (t-f-f)r», 

(y-B)*-H*-A)3  = (1+T)Rj, 

and  mithin  zar  Bestimmung  des  Chordal-Panctes  dieser  Kreise,  wenn  wir,  wie  in  der  vo- 
rigen Nummer,  den  Anfangs  - Punct  der  Coordinaten  in  den  Chordal-Punct  der  gegebe- 
nen Kreise  legen,  folgende  beide  Gleichungen  i 

2(b— 0)y+-2(a— «)x  — (pZ—r’Jip, 

2(ß— j%-+-  2(A — a)x  = (p1— 

Durch  Elimination  von  <p  erhalten  wir  die  Gleichung  (9),  die  also  den  geometrischen 
Ort  der  Chordal  Puncte  aller  Systeme  dreier  Kreise  darstellt,  die  wir  dadurch  bestim- 
men, dals  wir  die  Radien  der  drei  gegebenen  Kreise  in  dems eiben  Verhältnisse 
vergrößern,  oder  auch,  indem  wir  oben  n negativ  nehmen,  verkürzen.  Auf  dieser 
Linie  liegen,  wovon  man  sich  auch  leicht  durch  Conslruction  Überzeugt , die  beiden  Puncte, 
von  denen  aus  die  gegebenen  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  erscheinen,  wenn  cs  über- 
haupt solche  Puncte  gibt. 


191.  Wir  wollen  hier  nicht  bei  der  Gleichung  derjenigen  Linie  verweilen,  welche  die 
Mitten  zwischen  den  Symmetral-Pnnetcn  je  zweier  der  drei  gegebenen  Kreise  enthält. 
Ohne  die  Rechnung  indefs  auszuführen , erkennen  wir  sogleich  aus  der  Anlage  derselben, 
indem  wir  dieselbe  mit  der  Herleitung  der  Gleichung  für  die  ankere  Symmetrale  (l66) 
vergleichen,  dafs  wir,  um  die  besagte  Gleichung  aus  der  letztgenannten  zu  erhalten,  wie- 
derum bloüs  die  Radien  mit  den  Quadraten  derselben  zu  vertauschen  brauchen. 


192.  Eh  wir  weiter  gehen,  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dafs  die  Centrale  Fig.  $7. 
zweier  gegebene^  Kreise  durch  die  beiden  Mittclpnnctc  nnd  SymmclraJ  - Puncte  derselben 
harmonisch  gethcilt  wird.  Hiervon  überzeugen  wir  uns  sogleich,  wenn  wir  diese  Linie 
zur  ersten  Axe  nehmen,  und  den  Anfangs -Punct  der  Coordinaten  nach  einander  in  die 
4 Mittclpnnctc  des  ersten  nnd  zweiten  Kreises  (y,  C)  legen.  Alsdann  erhalten  wir  ncmlich: 

pa  pa  _ ra  _ ra 
r— p’  p+r’  r — p ’ r-j-p’ 

für  die  Abstände  des  änfsern  und  innern  Symmctral-Punctes  von  den  Mittelpnnclcn  des 
ersten  und  zweiten  Kreises , wenn  wir  den  Abstand  dieser  Mittelponete  von  einander  durch  a 
bezeichnen.  Nach  der  bezüglichen  Figur  sind  diels  die  Ausdrücke  für  jS , yo,  CS  nnd  Co 
nnd  cs  verhält  sich 

yS:  CS  = yo:  oC  ■=  pr  r, 

wobei  wir  nnr  das  Zeichen  des  Ausdruckes  für  Ca  ändern  müssen. 
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Hierauf  folgt  nntcr  Andern  folgender  Satz:  Wenn  wir  über  den  Abtland 

der  Symmetral -Punctc  zweier  gegebener  Kreise,  als  Durchmesser , einen  neuen  Kreis 
beschreiben , und  durch  irgend  einen  Punct  auf  dem  Umfange  desselben,  etwa  durch 
M,  und  durch  die  Miltelpuncte  der  beiden  gegebenen  Kreise,  y und  C,  zwei  gerade  Li- 
nien ziehen,  so  werden  die  Winkel,  welche  dieselben  mit  einander  bilden,  von  denjeni- 
gen geraden  Linien,  welche  von  M nach  den  beiden  Symmetral  - Punct  en  a und  S ge- 
zogen werden  können,  halbirl. 

(yMo  «=  oMC,  CMS  = SMN ).  *) 

Da,  im  Falle  die  gegebenen  Kreise  sich  schneiden,  der  lctztbczcichnctc Kreis  durch 
die  Durchschnitte  derselben  geht,  so  können  wir  jeden  dieser  Durchschnitte  Dir  den  Punct 
nehmen , den  wir  vorhin  M genannt  haben.  Ziehen  wir  also  von  einem  dieser  Durch- 
schnitte gerade  Linien  nach  den  beiden  Symmetral -Puncten,  so  bilden  dieselben  nnter 
sich  einen  rechten  Winkel  nnd  halbircn  iiberdiefs  diejenigen  Winkel,  welche  in  jenem 
Durchschnitte  von  den,  durch  die  Miltelpuncte  der  gegebenen  Kreise  gezogenen,  geraden 
Linien  gebildet  werden. 

]$3.  Um  die  nachfolgenden  Entwicklungen  nicht  zu  unterbrechen,  schalten  wir  gleich 
liier  schon  die  Construclion  des  Problems  der  Tactioncn,  die  H.  Gcrgonnc  in  der  Me- 
moiren von  Turin  und  später  in  seinen  Annalen,  sogleich  mit  einer  neuen  Modilication, 
entwickelt  hat**)  Das  Characteristischc  dieser  Construction  besteht  darin,  dafs  Ger  gone 
nicht  geradezu  den  Mittel  punct  des  Ueriihrimgs  - Kreises , sondern  die  Punctc,  in  welchen 
derselbe  die  drei  gegebenen  Kreise  berührt,  analytisch  bestimmt.  Auf  diese  Weise  wird 
die  zusammengesetztere  Construction  gewissermaafsen  in  drei  einfachere  Constroctionen 
zerlegt.  Die  Constroction  des  Berührung* -Pnnctcs  auf  jedem  der  drei  gegebenen  Kreise 
ist  ganz  dieselbe,  so  dafs  cs  genügt,  einen  dieser  Punctc  analytisch  zu  construiren.  YVir 
legen  den  Anfangs  - Punct  der  Coordinaten  in  den  Mittclpunct  desjenigen  Kreises,  auf 
dem  wir  den  Berührungs -Punct  bestimmen  wollen,  nehmen  aber  die  Richtung  der  Azcn 


*)  Wenn  nemlich  die  Winkel,  welche  zwei  gerade  I-inien  mit  einander  bilden,  von  zweien  an- 
dern geraden  Linien  halbirt  werden , so  wird , wie  wir  früher  im  ersten  Abschnitte  bemerkt 
haben,  jede  gerade  Linie,  welche  jenen  vier  geraden  Linien  begegnet,  von  denselben  har- 
monisch geschnitten.  Die  Linien  des  letstbczcirhneten  Paares  stehen  aof  einander  senkrecht. 
Wenn,  amgekchrt,  zwei  gerade  Linien  MS  und  Mu  (wir  beziehen  uns  hier  auf  die  Figur  des 
Textes)  gegeben  sind,  die  auf  einander  senkrecht  sind  und  einer  beliebigen  gegebenen  gera- 
den Linie  in  Sand  et,  einem  ünfsern  und  innern  harmonischen  Theilnngs -Punctc  begegnen, 
so  bilden  diejenigen  geraden  Linien,  die  von  M nach  den  beiden  andern  Theilnngs • Puncten 
gesogen  werden,  gleiche  Winkel  mit  jeder  der  erstgesogenen. 

Da  ferner  der  Ort  des  Durchschnittes  zweier  gerader  Linien,  die  dnreh  zwei  feste  Punete,  * 
S,  und  a,  gehen,  und  sich  rechtwinklig  schneiden,  ein  Kreis  ist,  der  über  den  Abstand  die- 
ser festen  Punete  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann,  so  erhalten  wir  denselben  geo- 
metrischen Ort,  für  alle  Punete  M,  welche  die  Bedingung  erfüllen,  dafs,  wenn  wir  von  den- 
selben nach  dreien  festen  Puncten  y,  a und  C gerade  Linien  ziehen,  die  zweite  derselben 
mit  den  beiden  übrigen  gleiche  Winkel  bildet-  Der  vierte  harmonische  Theilnngs  - Punct 
S findet  sich  leicht  durch  Construction. 

**)  Gerg.  Ami.  T.  VfL 
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beliebig:  auf  diese  Weise  kurzen  wir  die  Entwicklungen  ab,  ohne  dadurch  der  Symmetrie 
derselben  Abbruch  zu  tbun.  Demnach  seyen: 

, ?’+*’  = <>V 

(y— b)’-Kx— a)3  = r*,  (,) 

fy — B)3-f-'x — A)3  =3  K3, 

die  Gleichungen  der  drei  gegebenen  Kreise;  wir  wollen  den  Ptincl  suchen,  in  welchem  der 
erste  Kreis  berührt  wird,  und  zwar  von  einem  solchen  Berührungs -Kreise,  der  keinen 
der  gegebenen  nmschlicfst.  Bei  diesen  Voraussetzungen  haben  wir,  indem  wir  die  Mittel- 
puncts- (Koordinaten  des  letztgenannten  Kreises  y und  x‘,  den  Radius  desselben  (f  nennen, 
folgende  drei  Gleichungen: 

y'H*'1  = (p-f-r)3, 

(y— b)*-Hx'— a)1  *=»  (r-+-y)3,  (.) 

(y'-B)3-Kz'-A)  - (R-+-7}3, 

nnd  diese  Gleichungen  sind  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Gröfsen:  y',  x'  nnd  f hin- 
reichend. Ziehen  wir  nach  einander  die  zweite  und  dritte  Gleichung  von  der  ersten  ab, 
so  kommt: 


2by'-p-2ax’  ü a ’-t-b’-p-p3  - r3  -p-2(p— r ) f , 

SBy’  -4*  2Ax‘  - A^B^p3— R34-2(p— R)t  , 

Gleichungen,  die  wir  xnm  Behuf  späterer  Substitutionen  folgcndermaafsen  schreiben  können : 
2by-P-2ax  — 2(p— r){<f+t)  «=  aH-b3— <p— r )3, 

2By-p-2Ax-2(p— R)(<H-p)  = AH-B3-(p-R)3, 

Diese  beiden  Gleichungen,  verbunden  mit  der  ersten  der  Gleichungen  (2),  sind  die  mög- 
lichst einfachen  zur  Elimination  von  y , x'  nnd  <f.  Statt  hier  indessen  geradem  zu  elimi* 
niren,  führen  wir  an  die  Stelle  der  Mittclpnncts- Coordinaten  die  Coordinatcn  des  oben 
bezeichnctcn  Berührungs -Punctes  ein  nnd  nennen  dieselben  y nnd  x.  Nnn  haben  wir 
aber  offenbar: 

y _ X = *(e+V; 

e e 

nnd  wenn  wir  diese  Werthe  für  y'  und  t in  die  letzten  Gleichungen  (3)  substituiren,  kommt: 
2(byP-ax— p(p— r))(p-H>)  = p(a3-+-b3— <p— r)3), 

2(By-P-Ax— - p(p— -R))(p+9)  ■=  p(A3-t-B3 — (p — R)3), 
nnd  endlich  durch  Elimination  von  (p-P-y) : 

by-P-ax— pfp— r)  _ By-p-Ax— pfp — R) 

a3-«-b3—  (p— r)3  - A3-f-B3 — (p— R)3  ‘ (4) 

Diese  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  y und  x vom  ersten  Grade,  nnd  stellt  mithin, 
wenn  wir  diese  Coordinaten  ab  veränderliche  Gröfsen  betrachten,  eine  gerade  Linie  dar, 
die  auf  dem  ersten  Kreise: 

y’+z3  ■=  P3, 

den  gesuchten  Berührungs -Punct  bestimmt.  Solcher  Puncte  erhalten  wir  zwei,  die  offen- 
bar den  beiden  Kreisen  entsprechen,  die  sich  auch  in  dem  Frühem  schon  znsammengc- 
ordnet  haben,  zweien  Kreisen  nemKch,  die,  je  nach  der  verschiedenen  Lage  der  drei  gege- 
benen Kreise  zn  einander,  entweder  beide  dieselben  innerhalb,  oder  beide  dieselben  au- 
fserhalb  berühren,  oder  ancb  von  denen  der  eine  die  drei  gegebenen  Kreise  innerbalb, 
der  andere  dieselben  außerhalb  berührt.  Dafs  die  Gleichung  (fc)  sich  auf  die  doppelte  Art 
von  Berührung  bezieht,  erhellet  daraus,. dafs  diese  Gleichung  dieselbe  bleibt,  wenn  wir 
die  Reichen  aller  Radien  ändern. 
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Es  kommt  nun  blofs  noch  darauf  an , die  Glcichnng  (4)  zu  construiren  und  hei  dieser 
Gelegenheit  wandte  H.  Gergonne  die  sinnreiche,  bereits  schon  (ftl)  erwähnte  Construc- 
tions-Art  einer  linearen  Gleichung  an.  Er  setzt  ncmlich  zuerst  jeden  Tbcii  derselben  für 
sich  gleich  Null,  so  kommt: 

by-f-az  — p(e — r),  (s) 

By-KAz  = p(p— It).  (S) 

Diese  beiden  Gleichungen,  mit  einander  verbunden,  bezeichnen  einen  bcstioimten  Punct 
der  zu  construirenden  geraden  Linie.  Diesen  Pnnct  können  wir  mithin  construiren  durch 
den  Durchschnitt  der  durch  (S)  und  (6)  (indem  wir  y und  x als  veränderliche  Grötsen  be- 
trachten), dargestcllton  geraden  Linien,  in  welchen  wir  sogleich  die  Polaren  der  äufsern 
Symmctral-Puncte  des  ersten  und  zweiten  und  des  ersten  und  dritten  der  gegebenen 
Kreise  auf  dem  ersten  derselben  wieder  erkennen  (175). 

Ferner  setzt  II.  Gergonne  jeden  Theil  der  zu  construirenden  Gleichung  gleich  Eins, 
Hnd  erhält  auf  diese  Weise : 

h(y— b)+a(x— a)  «=  r(p— r),  (7) 

, B(y — B)-4-A(x — A)  = R(p— B),  (z) 

Gleichungen,  durch  welche  die  Polaren  der  äufsern  Symmctral-Puncte  des  ersten  und 
zweiten  und  des  ersten  und  dritten  Kreises  auf  dem  zweiten  und  dritten  Kreise  bezeich- 
net werden  (175).  Der  Durchschnitt  dieser  beiden  Linien,  die  den  vorigen  beiden  Pola- 
ren (5)  nnd  (6)  bezüglich; parallel  sind,  gibt  einen  zweiten  Punct  der  gesuchten  geraden 
Linie,  die  nun  also  völlig  bestimmt  ist. 

Hiernach  gibt  denn  II.  Gergonne  folgende  Construction  des  Problems  der 
Tactioncn  für  drei  gegebene  Kreise: 

58.  Man  ziehe  die  gemeinschaftlichen  äufsern  Tangenten  an  je  zwei  der  drei  gegebenen 
Kreise  und  dann  die  Uerlihrungs  - Chorden , die  drei  Paar  Parallel -Linien  bilden.  Die 
- Leiden  Chorden  des  ersten  Kreises  y schneiden  sich  in  M,  und  die  ihnen  parallele  Chor- 
den auf  den  beiden  andern  Kreisen  c und  C in  N.  Ebenso  schneiden  sieb  die  beiden 
Chorden  des  zweiten  Kreises  c in  M'  und  die  ihnen  parallele  Chorden  der  Kreise  y und  C 
in  N'  nnd  endlich  schneiden  sich  die  beiden  Chorden  des  dritten  Kreises  C in  M"  und  die 
ihnen  parallele  Chorden  der  ersten  beiden  Kreise  y nnd  c in  N". 

„Man  ziehe  ferner  MN,  M'N'  und  M"N".  MN  schneidet  den  Kreis  y in  T und  9; 
M N’  schneidet  den  Kreis  c in  T’  und  9';  M"N"  schneidet  den  Kreis  C in  T"  und  9".  Legt 
man  nun  einen  Kreis  durch  T,  T'  und  T",  einen  andern  durch  9,  9'  und  9",  so  sind 
diefs  die  gesuchten  Kreise,  welche  die  drei  gegebenen  entweder  'aCc  drei  aufscrhalb 
oder  alle  drei  innerhalb  berühren.  Hiernach  ergeben  sich  die  Mittclpunctc  dieser  Kreise 
auf  die  leichteste  Weise;  denn  ziehen  wir  durch  die  Mittclpunctc  der  drei  gegebenen 
Kreise  nnd  einmal  durch  die  Punctc  T,  T und  T",  das  andere  Mal  durch  die  Pnncte 
9,  9'  und  9"  gerade  Linien,  so  laufen  die  ersten  drei  in  dem  Mittelpnncte  des  einen, 
die  andern  drei  in  dem  Mittclpunctc  des  andern  Kreises  zusammen.“ 

Nach  den:  Bisherigen  überzeugt  man  sich  leicht,  dafs  man  auf  ganz  ähnliche 
Weise  die  sechs  übrigen  Berühruugs  - Kreise  erhält,  indem  man  in  der  angezeigten  Con- 
slruction  statt  der  gemeinschaftlichen  änfsern  Tangenten  die  innere  nimmt.  Wir  for- 
men nemlich  die  Gleichung  (t,)  für  diese  Fälle  um,  indem  wir  nach  einander  die  Zeichen 
der  Radien  der  drei  Kreise  ändern. 

Zugleich  ist  offenbar , dafs  die  Möglichkeit  der  Auflösungen  im  Allgemeinen  nicht  von 
der  Möglichkeit  der  gemeinschaftlichen  Tangenten,  deren  Construction  wir  nicht  wuira- 
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gänglich  nöthig  haben,  abhängt,  sondern  einzig  davon,  ob  die,  immer  conslruirbaren, 
Gleichungen  von  der  Form  der  Gleichung  (4)  gerade  Linien  bedeuten , die  dem  bezügli- 
chen Kreise  begegnen,  oder  nicht. 

I ... 

«94.  Wir  erhalten  mit  H.  Gergonnc  eine  Modiflcation  der  angczcigtcn  Constrnc- 
tion,  indem  wir  jeden  Theil  der  Gleichung  (4)  gleich  - setzen;  auf  diese  Weise  kommt: 

ahy4-2az  = e’ — r2-f-a24-b5, 

' 9By-H2Ax  ms  g2 — R’-f.A’+B2. 

In  diesen  Gleichungen  erkennen  wir  die  Gleichungen  der  Chordalcn  des  ersten  und 
jedes  der  beiden  andern  Kreise  wieder;  der  Durchschnitt  dieser  Linien  bestimmt  also  ei- 
nen Pnnct  der  zu  copstruirenden  Linie,  die  mithin  durch  den  Chordal-Punct  der  drei  ge- 
gebenen Kreise  geht.  Dorch  diesen  I’unct  geht  also,  wenn  wir  uns  wieder  auf  die  vorige 
Fignr  beziehen,  jede  der  drei  geraden  Linien  MN,  M’N'  und  RI'N',  wir  künnen  also  auch 
statt  die  drei  Pnncte  N,  ft'  und  N"  zu  construircn,  den  Chordal-Punct  P der  drei  gege- 
benen Kreise  suchen.  Dieb  ist,  wie  wir  uns  leicht  überzeugen,  als  eine  Folge  davon  an- 
zoschen,  dafs  die  Chordalc  zweier  gegebenen  Kreise  gleichweit  von  den  Polaren  eines  be- 
liebigen ihrer  beiden  Symmctral-Pnnctc  absteht.  Durch  den  Chordal-Punct  P gehen  auch  l 
die  entsprechenden  geraden  Linien  für  die  drei  übrigen  Paare  von  Berührunga  - Kreisen ; 
diefs  folgt  unmittelbar  daraus,  dafs  die  Gleichungen  (9)  keine  Acndcrnng  erleiden,  indem 
man  die  Zeichen  der  Radien  der  drei  gegebenen  Kreise  beliebig  ändert. 

Wir  betrachten  die,  in  den  letzten  beiden  Nummern  auseinandergesetzte,  analytische 
Construction  als  ein  Muster  der  Behandlungs  - Art  und  verweisen  deshalb,  da  wir  ilbcr- 
diefs  ganz  frei  verfahren  sind,  auf  den  Original -Aufsatz  selbst.  Zu  derselben  Construc- 
tion werden  wir  in  dem  Folgenden  noch  auf  andere  Weise  gelangen,  indem  wir  die  iso- 
lirt  dastehende  Aufgabe  in  ihre  natürliche  Verbindung  bringen  und  auf  diesem  Wege 
kommen  wir  auch  noch,  ungemein  leicht,  zur  Auflösung  zusammengesetzterer  und  allge- 
meinerer Aufgaben.  Hiermit  wollen  wir  diesen  zweiten  Abschnitt,  den  wir  hier  nicht 
weiter  ausdehnen  dürfen,  beschlicfscn. 

195.  Seyen  C und  C zwei  gegebene  Kreise , die  von  einem  dritten  Kreise  y berührt 
werden.  Wir  legen  die  erste  Axc  durch  die  Mittclpnnctc  der  beiden  ersten  Kreise,  die 
Form  ihrer  Gleichungen  ist  demnach  folgende: 

y’-K*— A)*  = R’, 
y3-t-{x— A ')*  = R'2; 

wir  nehmen  ferner  die  Chordalc  derselben  als  zweite  Are ; alsdann  haben  wir  zwischen 
den  Constanten  der  letzten  beiden  Gleichungen  folgende  BcdingungS- Gleichung: 

K3— A2  = IV2— A3. 

Die  Gleichung  des  BcrUhrungs -Kreises  y sey: 

(y-W’-Ky— “)2  = e’. 

wenn  alsdann  dieser  Kreis  y den  Kreis  C aufserhalb,  den  Kreis  C innerhalb  berührt,  wie  j-jg  5g 
in  dem  Falle  der  59.  Figur,  so  kommt: 

— A)2  = (R-K>)’. 

/f’-H“ — A')3  = (IV — p)2, 

und  wenn  wir  abziehen,  und  die  obige  Bcdingungs  * Gleichung  berücksichtigen: 

(A— A)a  = (R-t-R)p. 

14 
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Würde  umgekehrt,  der  Kreis  C innerhalb  und  der  Kreis  C aufserhalb  berlihrt,  so 
wären  wir  zu  folgendem  Ausdruck  gekommen: 

(A'-A)o  = — (R'-t-R)p. 

Würden  endlich  die  beiden  Kreise  C nnd  C'  vom  dritten  Kreise  beide  aufserhalb  oder 
beide  innerhalb  berührt,  so  ergibt  sich: 

(A'-A)<*  = T (R-R)p. 

Für  jeden  dieser  einzelnen  Fälle  ist  also  - constant.  Der  auf  diese  Art  bewiesene 
Satz  ist  folgender:  ” 

Wenn  beliebig  viele  Kreise  ztvei  gegebene  und  feste  Kreise  auf  dieselbe  Weise  be- 
rühren, so  ist  für  alle  das  Verhältnifs  des  Radius  zum  Abstande  des  Miltelpunctes  von 
der  Chorda/en  der  beiden  gegebenen  Kreise  ein  conslantes. 

Wenn  wir  eine  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Kreise  C und  C als  die 
Gränzc  betrachten,  der  sich  die  Berlihrungs -Kreise  immer  mehr  nähern,  je  grüfscr  die 
Radien  derselben  genommen  werden , so  haben  wir  für  diese  Gränzc : 

- o • 

- sa=  Sin  CD  , 

* P 

wenn  wir  durch  <a  denjenigen  Winkel  bezeichnen,  den  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 

mit  der  Central -Linie  der  beiden  gegebenen  Kreise  bilden.  Jenes  ronstante  Verhältnifs  — 

P 

ist  also  gleich  dem  Sinus  des  W inkels,  welchen  die,  der  jedesmaligen  Berlihrungs  - Art 
entsprechenden,  gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  der  Central -Linie  bilden. 


. 196.  Wir  wollen  nun  zwei  Berlihrungs -Kreise  betrachten  und  für  die  Gleichungen 

derselben  folgende  nehmen : 

Cy = p1, 

(y— 0')*+<x— «')’  *=  p3, 

alsdann  erhalten  wir  fUr  den  Uufsern  Symmetral - Punct  (166): 

. pu—pd 

A =z  ■ ,■  ♦ 

£.  P — P 

Wenn  wir  nun  Für  die  beiden  Bcr'ührnngs-  Kreise  die  Kreise  y nnd  / nelunen,  weiche  je- 
den der  beiden  gegebenen  C nnd  C auf  dieselbe  Weise  (fiir  den  Fall  der  59.  Figur  den 
ersten  Kreis  C aufserhalb,  den  zweiten  C'  innerhalb)  berühren,  so  ist: 

a ai , 


P e 

nnd  diese  Bedingung  rcducirt  obigen  Werth  von  x auf  Null.  Es  liegt  also  der  änfsere 
Symmetral- Punct  S der  Kreise  y und  y auf  der  zweiten  Are,  mithin  auf  der  Chordalcn 
der  beiden  Kreise  C und  C. 

Fiir  die  Abscissc  des  innem  Symmetral -Punctcs  der  obigen  beiden  Kreise  erhalten  wir: 

p'«-H>« 

Z ; , -» 

und  dieser  Ausdruck  wird  Nnll  wenn: 

a d 


eine  Beziehung,  die  nach  der  195.  Nummer  dann  cintritt,  wenn  wir  zwei  Kreise  y ond  x 
nehmen,  die  den  einen  wie  den  andern  der  Kreise  C und  C auf  verschiedene  Weise  be- 
rühren. In  dem  Falle  der  Figur  berührt  y den  Kreis  C aufserhalb  nnd  den  Kreis  C'  in- 
nerhalb , während  x den  Kreis  C innerhalb  und  den  Kreis  C'  aufserhalb  berührt.  Ein  an- 
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derer  hierher  gehöriger  Fall  ist , dafs  y z.  B.  die  beiden  Kreise  C nnd  C anfscrhalb  berührt, 
während  * dieselben  innerhalb  berührt  In  beiden  Fällen  liegt  der  innere  Symmctral- 
Pnnct  a für  y nnd  x aof  der  Chordalcn  der  beiden  Kreise  C nnd  C. 

Wenn  zwei  gegebene  Kreise  von  irgend  zweien  andern  beiden  gleichartig  oder  beide 
ungleichartig  berührt  werden , so  liegt  im  ersten  Falle  der  äußere , im  letztem  Falle  der 
innere  Symmetral - Punct  der  beiden  letztgenannten  Kreise  auf  der  Chordalcn  der  bei- 
den gegebenen. 

*97-  Wir  bemerken  hier  noch,  dafs  zwischen  den  Kreisen  y,  y nnd  C,  C eine  ge- 
genseitige Beziehung  Statt  findet,  denn  während  C nnd  C'  ungleichartig  berührt  werden, 
werden  y and  y gleichartig  berührt;  der  änfserc  Symmetral-Pnnct  S von  y nnd  y liegt 
auf  der  Chordalen  von  C nnd  C',  während  der  innere  Symmetral-Pnnct  P von  G 
und  C anf  der  Chordalen  von  y nnd  y liegt 

198-  Wenn  wir  endlich  beliebig  viele  Kreise  y,  y , y"  n.  s.  w.  construiren,  von  denen 
jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise  C nnd  C’  anf  dieselbe  Weise  berührt,  so  geht  die 
Cbordale  jedes  Paares  derselben  dnreh  einen  der  beiden  Symmetral-Pnnctc  der  zwei  ge- 
gebenen Kreise,  dnreh  den  änfsern  Symmetral- Punct,  wenn  die  Berührungen  für  C undC' 
gleichnamig,  dnreh  den  innern  Symmetral-Pnnct,  wenn  dieselben  ungleichnamig  sind. 
Dieser  Punct  ist  mithin  der  C hordal-Pnnc  l je  dreier  Berührnngs-Krcisc,  die 
also  auch  alle  von  demselben  Kreise  nntcr  rechten  Winkeln  geschnitten  werden. 

Wenn  die  beiden  Kreise  C nnd  C sich  schneiden,  wie  in  der  59.  Figur,  so  sondern 
sich  die  eben  betrachteten  Bcrührnngs -Kreise  in  zwei  Reihen  von  Kreisen  ab,  von  wel- 
chen die  eine  Reihe  y,  y , y”  n.  s.  w.  den  Kreis  C anfscrhalb,  nnd  den  Kreis  C innerhalb 
berührt,  während  die  andere  Reihe,  in  welche  x gebürt,  jeden  jener  Kreise  auf  die  ent- 
gegengesetzte Art  berührt  Die  Uebcrgängc  von  der  einen  Reihe  zar  andern  gesche- 
hen, indem  die  Berührnngs  - Kreise  sich  anf  Pnnctc,  anf  die  Durchschnitts- 
Pnncte  ncmlich  von  C nnd  C',  redneiren.  Dasselbe  findet  Statt,  wenn  wir  von 
denjenigen  Kreisen,  die  zwei  sich  schneidende  Kreise  C und  C aufserhalb  berühren,  so 
denjenigen  übergehen,  welche  beide  innerhalb  berühren.  Die  aufserhalb  berührenden 
Kreise  sondern  sich  wiederum  in  solche  ab,  welche  die  beiden  gegebenen  umschliefscn 
nnd  nicht  nmschlicfscn , mithin  selbst,  im  ersten  Falle  innerhalb,  im  zweiten  Falle  anfscr- 
halb von  C nnd  C berührt  werden.  Die  gemeinschaftlichen  äufsern  Tangenten  der  gege- 
benen Kreise  C nnd  C bezeichnen  hier  die  Ucbergänge. 

199-  Ans  den  Bemerkungen  der  letzten  Nummer  erhellt,  dafs,  wenn  die  beiden  ge- 
gebenen Kreise,  C und  C',  sich  schneiden,  derjenige  Kreis,  welcher  alle,  die  beiden  gege- 
benen Kreise  gleichnamig  oder  angleichnamig  berührende , Kreise  rechtwinklig  schneidet, 
durch  die  Durchschnitte  der  beiden,  gegebenen  Kreise  C nnd  C'  geht  In  allen  Fällen  hat 
der  eben  bezcichnctc  Orthogonal- Kreis  mit  C nnd  C’  dieselbe  Cbordale.  Denn  da 
der  gemeinschaftliche  Cbordal -Punct  der  Berührnngs -Kreise,  P,  der  (innere)  Symmetral- 
Pnnct  der  Kreise  C nnd  C'  ist,  so  sind  jede  zwei  Durchschnitte,  wie  Q nnd  Q',  einer  geraden 
Linie,  die  durch  P geht,  mit  den  letztgenannten  Kreisen,  zwei  Puncte , in  welchen  diese 
von  irgend  einem  Bcrührnngs -Kreise,  von  y,  berührt  werden  (171).  Je  zwei  anf  diese 
Weise  bestimmte  Durchschnitte,  Q nnd  Q’,  sind  also  in  Beziehung  anf  den  Orthogonal- 
Kreis  zogeordnete  Pole  (133),  nnd  die  beiden  gegebenen  Kreise,  C und  C"  zngeord- 
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ncte  Kreise.  Jener  Orthogonal -Kreis  hat  also  mit  den  beiden  gegebenen  Kreisen  C 
und  C dieselbe  Chordale  (10  t). 

Fig.59.G0.  200.  Wenn  wir  also  drei  jener  Kreise  y,  y nnd  y”  als  ursprünglich  gegeben  betrach- 

ten, so  können  wir  ihren  Chordal -Panct  constrniren,  nnd  erhalten  auf  diese  Weise  ei- 
nen der  Symmclral -Pancte  filr  jedes  der  vier  möglichen  Paare  von  Kreisen,  welche  die 
gegebenen  berühren,  so  dafs  also  für  vier  Paare  ein  nnd  derselbe  Punct  einer  der 
beiden  Symmctral -P  n n c te  ist.  Ob  wir  für  ein  bestimmtes  Paar  der  Berührungs- 
Kreise  den  äufsern  oder  innern  Symmctral  - Punct  erhallen , hängt  davon  ab,  ob  diese  beiden 
Kreise  ihrerseits  gleichartig  oder  ungleichartig  berührt  werden,  nnd  diefs  bestimmt  sich 
dann  wiederum  nach  der  gegenseitigen  Lage  nnd  Gröfsc  der  gegebenen  Kreise.  Die  gleich- 
artige Berührung  entspricht  dem  äufsern,  die  ungleichartige  dem  innem  Symmctral-Poncte. 
Wir  können  hier  in  keine  ausführliche  Erörterungen  cingehen;  die  Nebeneinander- Stel- 
lung der  59-  und  60.  Figur  läfst  indefs  keine  Dunkelheit  über  das  eben  Gesagte  mehr  übrig. 
In  der  ersten  Construclion  gibt  cs,  wenn  die  Kreise  y,  y und  y"  gegeben  sind,  einen 
Kreis  C,  der  von  jedem  derselben  aussrrhalb,  einen  andern  C,  de?  von  jedem  der  gegebenen 
innerhalb  berührt  wird;  der  Chordal -Punct  P ist  also  der  innere  Symmctral- Punct  der 
beiden  zu  construircnden  Berührungs- Kreise.  In  der  Construction  der  60.  Figur  gibt  cs  für 
die  drei  gegebenen  Kreise  y,  y und  y"  zwei  Kreise  C und  C',  von  denen  jeder  von  jedem 
der  gegebenen  aufscrhalb  berührt  wir,  mithin  ist  der  Chordal -Punct  in  diesem  Falle  der 
äofscrc  Symmctral -Punct  jener  Berührungs -Kreise  C und  C’. 

Fig.  59.  201.  Wir  wollen  wiederum  beliebig  viele  Kreise  betrachten,  von  denen  jeder  zwei 

gegebene  Kreise  gleichartig  oder  ungleichartig  berührt.  Um  die  Ideen  zn  fixiren,  nehmen 
wir  den  letzten  Fall,  auf  den  sich  die  59.  Figur  bezieht,  nnd  betrachten  also  die  Kreise 
y,  V j y”  . . . x.  u.  s.  w.  Alsdann  liegt  einer  der  Symmetral-Puncte  je  zweier  dieser  Kreise 
auf  der  Chordalen  von  C und  C",  und  zwar  der  änfsere , wenn  wir  zwei  Kreise  zusam- 
menstellen,  die  wie  y und  y,  jeden  der  gegebenen  Kreise  C und  C’  aof  gleichartige  Weise 
berühren,  während  wir  den  innern  Symmctral-Punct  erhalten,  wenn  die  beiden  Berüh- 
rnngs  - Kreise , wie  y and  x,  jeden  der  gegebenen  Kreise  ungleichartig  berühren.  Hieraus 
folgt  denn  unmittelbar,  dafs  für  je  drei  obiger  Berührungs  - Kreise  drei  Symmetral-Puncte 
auf  der  Chordalen  der  beiden  gegebenen  Kreise  C nnd  G liegen,  und  diese  Symmetral- 
Pnncte  sind  drei  änfsere,  wenn  wir  drei  Kreise  nehmen,  die  wie  y,  y und  y"  den  Kreis 
C sowol  als  den  Kreis  C gleichartig  berühren,  hingegen  zwei  innere  und  ein  äufserer, 
wenn  wir  drei  Kreise  wie  y,  y und  x,  xusammenstellcn,  von  denen  zwei  jeden  der  beiden 
gegebenen  Kreise  C und  C auf  dieselbe,  der  dritte  aber  jeden  derselben  auf  entgegenge- 
setzte Weise,  als  die  beiden  ersten,  berührt. 

Auf  diese  Art  haben  wir  also  auf  eine  neue,  sehr  directc , Weise  den  Satz  bewiesen, 
dafs  für  drei  gegebene  Kreise  viermal  drei  Symmetral-Puncte  in  gerader  Linie  lie- 
gen, weil  wir  nemlich  ursprünglich  von  dreien  beliebigen  Kreisen  y , y und  y"  (oder  x) 
ansgehen  können.  Nur  ist  ersichtlich,  dafs  dieser  Beweis  des  Satzes,  da  vorausgesetzt 
werdeu  mufs,  dafs  die  jeder  Symmctralcn  entsprechende  Berührungs  - Art  wirklich  Statt 
haben  könne,  nicht  wie  die  früher  gegebenen  ohne  alle  Beschränkung  gilt,  nnd  darin 
kommt  er  mit  dem,  von  Monge  in  seiner  dcscriptiven  Geometrie  gegebenen, 
überein.  ■ 

Den  in  den  letzten  Entwicklungen  enthaltenen  Satz  können  wir  in  folgende  Anssage 

• einkleiden : 
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Wenn  irgend  drei  Kreise  gegeben  sind , so  sind  die  vier  Symmetralen  derselben  die 
Chordalcn  der  vier  Paare  möglicher  Berührungs-Kreise. 

202.  In  dem  Bisherigen  liegen  die  Elemente  mehrerer  Constrnctionen  des  Problems 
der  Tactionen.  Wir  wollen  deren  drei  hier  aufstellen.  Als  erste  Constrnction,  die 
auf  der  Stelle  cinlcnchtct,  erhalten  wir  folgende: 

.Man  constrnire  die  vier  Symmetralen,  constrnirc  ferner  denjenigen  Kreis,  der  die 
„gegebenen  alle  drei  rechtwinklig  schneidet,  und  der,  wie  bekannt,  ans  dem  Chordal- 
'„Punctc  mit  einem  Radios,  der  den,  von  diesem  Pnnctc  an  die  gegebenen  Kreise  gezoge- 
nen, unter  sich  gleichen,  Tangenten  gleich  ist,  beschrieben  wird.  Dieser  Kreis  schnci- 
„det  im  Allgemeinen  jede  der  Symmetralen  in  zwei  Punctcn.  Constrnirt  man  nun  die  bei- 
„den  Kreise,  die  durch  jedes  Paar  dieser  Durchschnitts -Pnnctc  gehen,  and  zugleich  einen 
„beliebigen  der  drei  gegebenen  berühren,  so  erhält  man  die  acht  möglichen  Kreise,  die  , 

„den  Forderungen  der  Aufgabe  Gcntlgc  leisten.“ 

„Wenn  obiger  Orthogonal -Kreis  eine  oder  mehrere  Symmetralen  nicht  schneidet,  so 
„werden  die  bezüglichen  Berührungs-Kreise  deshalb  nicht  unmöglich.  Die  Constrnction 
».rcducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  die  bekannte,  einen  Kreis  zn  beschreiben,  der  mit  einem 
, gegebenen  (dem  Orthogonal -Kreise)  eine  gegebene  gerade  Linie  (eine  der  Symmctra- 
,,lcn)  zur  Chordalcn  hat  und  tiberdiefs  einen  zweiten  gegebenen  Kreis  berührt  (119).“  , 

Die  Möglichkeit  der  verschiedenen  Auflösungen  der  Aufgabe  hängt  von  der  Mög- 
lichkeit der  einzelnen,  eben  bezekhnctcn,  Constrnctionen  ab,  auf  welche  dieselbe  zuriiek- 
gcfiihrt  worden  ist. 

203.  Wenn  zwei  gegebene  Kreise  C nnd  C von  einem  dritten  y berührt  werden,  Fig.  59. 
so  geht  diejenige  gerade  Linie,  welch)  die  beiden  Berührungen,  Q und  Q'  verbindet, 

durch  einen  der  Symmctral-  Puncte  dei*  beiden  Kreise  C nnd  C',  in  dem  Falle  der  59- 
Figur  durch  den  innern,  durch  P.  Wenn  drei  Berührung«  - Kreise  y,  y und  y”,  oder 
auch  y,  y und  x , welche,  alle  drei,  die  beiden  gegebenen  entweder  gleichnamig  oder  un- 
gleichnamig berühren,  so  können  wir  P,  als  den  Chorda] -Punct  dieser  Kreise,  construi- 
rcn.  Legen  wir  ferner  in  den  Berührungen  des  Kreises  y und  der  beiden  gegebenen  die  ge- 
meinschaftlichen Tangenten,  so  liegt  der  Durchschnitt  derselben  auf  der  Chordalen  der  bei- 
den gegebenen  Kreise  (172)»  nach  der  Figur  in  T.  Wenn  wir  also  wiederum  drei  Berüh- 
rungs-Kreise y,  y nnd  y*  oder  y,  y nnd  * zusammenstellen,  so  erhalten  wir  eine  gerade 
Linie,  auf  der  T liegt,  indem  wir  einmal  die  äufscre,  das  andere  Mal  eine  der  innern 
Symmetralen  construiren. 

Wenn  wir  ursprünglich  von  den  Kreisen  y,  y nnd  y”,  um  diesen  einen  Fall  vorzugs- 
weise zu  betrachten,  ansgehen,  so  können  wir  das  Problem  der  Tactionen  als  anfgelöset  . 

betrachten,  wenn  wir  entwederfür  jeden  dieser  Kreise  diejenigen  geraden  Linien  be- 
stimmen, welche  durch  die  jedesmaligen  beiden  Puncte  gehen,  in  wel- 
chen derselbe  von  jedem  Paare  der  gesuchten  Kreise  berührt  wird,  oder 
auch  wenn  wir  nur  die  Puncte  finden,  in  welchen  die  in  je  zwei  jener  Bertth- 
rnngs-Pnncte  gelegten  Tangenten  sich  schneiden,  die  Pole,  mit  andern 
Worten,  der  eben  bezci ebneten  Linien. 

204.  Betrachten  wir  nun  wieder  einen  einzelnen  Kreis  y nnd  wollen  wir  die  gerade 
Linie  QQ'  bestimmen,  so  kennen  wir  schon  einen  Punct,  durch  welchen  dieselbe  geht, 
nemlich  den  Chordal-Ponct  P der  drei  zn  berührenden  Kreise  y,  y'  und  y”.  Ferner  wii- 
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sen  wir,  dafs  der  Pol  T dieser  geraden  Linie  QQ'  auf  der  äufsern  Symmetralen  der  ge- 
gebenen Kreise  liegt,  und  folglich  gebt  gegenseitig  QQ’  durch  den  Pol  der  äufsern  Sym- 
mctralen,  durch  M;  weil  ncmlich  die  Polare  jedes  Punctcs  der  letztgenannten  Linie,  mit- 
hin auch  die  Polare  des  Punctcs  T,  d.  h.  eben  jene  zu  construircnde  gerade  Linie  QQ’ 
durch  den  Pol  derselben,  durch  M,  gebt.  Die  gerade  Linie  QQ'  ist  auf  diese  Weise 
durch  die  Pnncte  P und  M bestimmt. 

Nehmen  wir  die  Kreise  y,  y und  x fiir  die  gegebenen,  und  suchen  wir,  am  uns  auf 
dieselbe  Figur  beziehen  zu  können,  diejenigen  beiden  Kreise,  deren  jeder  von  y nnd  y 
auf  dieselbe,  von  x aber  auf  die  entgegengesetzte  Weise  berührt  wird,  so  ist  sogleich  er- 
sichtlich, dafs  die  eben  angezeigte  Constrnclion  von  QQ'  sich  nur  in  soweit  ändert,  als 
wir  mit  der  äufsern  Symmclralcn  der  zu  berührenden  Kreise,  diejenige  innere  vertauschen 
müssen,  welche  den  innern  Symmelral-Pnnct  von  y und  x,  so  wie  von  y und  x,  mithin 
den  äufsern  von  y und  y enthält. 

Hiernach  ergibt  sich  denn  folgende  allgemeine  und  leicht  übersichtliche  zweite  Con- 
struction  des  Problems  der  Tactioncn: 

„Man  construirc  den  Chordal-Punct  der  drei  gegebenen  zn berührenden  Kreise;  con- 
„»truirc  ferner  die  vier  Synimetralen  und  für  jede  derselben  den  Pol  auf  jedem  der  gege- 
benen Kreise.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  zwölf  Pnncte,  und  wenn  wir  dieselben  mit 
„dem  Cbordal- Pnncte  verbinden,  zwölf  gerade  Linien,  welche  im  Allgemeinen  die bezltgli- 
- „eben  Kreise  in  vier  und  zwanzig  Punctcn  schneiden,  und  diese  vier  und  zwanzig  Punclc 
„sind  diejenigen,  in  welchen  die  acht  möglichen  Berlthrnngs- Kreise  die  drei  gegebenen 
„Kreise  berühren“ 

Die  Determination  der  Aufgabe  liegt  in  der  Realität  der  Durchschnitte  der  eben 
constrnirtcn  dreimal  vier  geraden  Linien  mit  den  bezüglichen  gegebenen  Kreisen. 

Sg,  205.  Die  eben  angezeigte  Constmction  erleidet  Modificationen  nach  den  verschiede- 
nen Methoden,  den  Pol  einer  gegebenen  geraden  Linie  auf  einem  gegebenen  Kreise  zn  be- 
stimmen. Dieser  Pol  liegt  z.  B.  in  dem  Durchschnitte  des  vom  Mittclpmictc  des  Kreises 
anf  die  gerade  Linie  gefällten  Perpendikels,  (das  wir  als  die  Polare  eines  unendlich  weit 
abstehenden  Pnnctcs  der  geraden  Linie  betrachten  können)  mit  der  Polaren  irgend  eines 
Punctes  der  gegebenen  geraden  Linie,  oder  auch  im  Durchschnitte  der  Polaren  irgend 
zweier  beliebiger  Pnncte  derselben.  Nehmen  wir  insbesondere  für  diese  beiden  Pnncte,  wenn 
wir  z,  B.  QQ’  auf  dem  Kreise  y construiren  wollen,  die  äufsern  Symmetral -Puncte  von 
y nnd  y und  von  y and  y"  , so  fallen  wir  auf  die  Conslruction  des  H.  Gcrgonnc  zu- 
rück 

Wir  können  auch,  mehr  in  dem  Sinne  der  alten  Geometrie,  den  Pol  M construiren, 
indem  wir  auf  dem  Perpendikel,  das  von  y auf  die  äufscre  Symrnetrale  gefällt  werden  kann, 
den  Punct  M so  bestimmen , dafs  yM  die  dritte  Proportionale  fiir  yL  oder  « und  dem 
(fad  ius  des  Kreises  oder  p ist,  dafs  also: 

yfä  = 

a 

oder  wenn  wir  -,  wofür  die  in  Beziehung  auf  y y"  u.  s.  w.  entsprechend  gebildeten  Aus- 
drücke einen  constanten  Werth  haben,  durch  c bezeichnen: 

yM  = c.p  = c 

Wir  bemerken  hier  beigehend,  dafs  das  Verhältnis  von  yM  za  dem  Radius,  oder 
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mm  Abstande  des  Mittclpnnctes  von  der  äufscrn  SymmeCralc  für  alle  Kreise  von  denen 
C und  C auf  cntsprccbcnde  Art  berührt  werden,  ein  constantes  ist. 

206.  Wir  erhalten  eine  dritte  Constraction  des  Problems  der  Tactioncn, 
wenn  wir,  was  oben  schon  bemerkt  worden  ist,  nicht  geradezu  (wir  beziehen  uns  wieder 
auf  den  Kreis  y in  der  Constraction  der  59.  Figur)  die  gerade  Linie  QQ’  construiren, 
sondern  den' Pol  derselben,  den  Punct  T.  Dieser  I’unct  Hegt  zuvorderst  auf  der 
änfsem  Symmetralen  von  y,  y und  y"  oder  auf  einer  leicht  zu  unterscheidenden  innem 
von  y,  y und  x;  dann  liegt  er  ferner  anf  der  Polaren  jedes  Pnnctcs  der  geraden  Linie 
QQ»  deren  Pol  er  ist,  also  auch  auf  der  Polaren  von  P.  Hiernach  erhalten  wir  folgende 
Constroction: 

„Man  constrnire  die  vier  Symmetralen  der  drei  gegebenen,  zn  berührenden  Kreise} 
„eonstruire  ferner  den  Chordal- Punct  nnd  für  dieselben  auf  jedem  der  drei  gegebenen 
„Kreise  die  Polare.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  wir  auf  diese  Weise  erhallen,  schnei- 
„den  jene  vier  Symmetralen  in  zwölf  Puncten ; ziehen  wir  von  diesen  Puncten  Tangenten 
„an  die  bezüglichen  Kreise,  so  erhalten  wir  vier  nnd  zwanzig  Bcrührungs-Puncte.  Diese 
„vier  und  zwanzig  Punclc  sind  zugleich  diejenigen,  in  welchen  die  acht  gesuchten  Kreise 
„die  drei  gegebenen  berühren.“ 

Die  Möglichkeit  der  vier  Paare  von  Bcrilhrungs- Kreisen  hängt  davon  ab,  ob  die 
dreimal  vier  eben  construirten  Pole  aufserhalb  oder  innerhalb  der  drei  gegebenen  Kreise 
fallen. 

Wir  können  noch  bemerken , dafs  die  gemeinschaftlichen  Chorden  des  Orthogonai- 
Kreises  mit  den  drei  gegebenen  Kreisen  die  Polaren  des  Chordal  - Punctes  sind. 

207.  Die  oben  aufgestelltcn  drei  Conilrnclioncn  des  Problems  der  Tactionen  für  den 
Fall,  dafs  drei  gegebene  Kreise  berührt  werden  sollen,  liefert  mehrere  zierliche  Construc- 
tionen  filr  die  andern  Fälle,  wo  gerade  Linien  oder  Puncte  an  die  Stelle  von  Kreisen  tre- 
ten. Nach  den  früher  gemachten,  nnd  durch  Rechnung  unterstützten,  Bemerkungen 
(160,  168,  169)  können  wir  die  Cotutructioncn  für  alle  diese  einzelnen  Fälle  unmittel- 
bar hcrleitcn. 

Wenn  zwei  Kreise  nnd  ein  Punct  gegeben  sind,  so  geben  die  beiden  Symme- 
traten  durch  den  gegebenen  Punct,  durch  welchen  auch  der  Orthogonal  - Kreis  geht.  Die 
erste  Construction  gibt  uns  also  immer  noch  einen  zweiten  Punct  auf  jeder  der  beiden 
Symmetralen,  durch  welchen  zwei  der  vier  möglichen  Bcrührnngs- Kreise  gehen.  Nach  der 
zweiten  und  dritten  Constraction  können  wir  die  Berühr tmgs -Puncte  auf  den  beiden 
gegebenen  Kreisen  bestimmen. 

208.  Wenn  ein  Kreis  y nnd  zwei  Pnncto  y nnd  y gegeben  sind,  so  ist  diejeni-  Fig.  6t. 
ge  gerade  Linie,  welche  durch  diese  beiden  Panclc  geht,  als  Symmctralo  anzuschcn.  Die 
erste  Constraction  gibt  hier  keinen  Denen  Punct,  durch  den  die  Bcrührnngs- Kreise  ge- 
hen. Nach  der  zweiten  Construction  erhalten  wir  die  Bcrührnngs -Puncte  auf  dem  ge- 
gebenen Kreise  y,  wenn  wir  den  Pol,  von  y y"  suchen,  durch  diesen  Pol,  durch  M,  nnd 

den  Chordal  - Punct  eine  gerade  Linie  legen,  nnd  die  Durchschnitte  derselben  mit  dem 
Kreise  y,  nemlicb  Q und  Q',  bestimmen.  Statt  des  Chordal -Punctes  können  wir,  ähn- 
lich wie  in  der  anfänglich  von  H.  Gcrgonnc  gegebenen  Construction  (193),  den  Durch- 
schnitt N zweier  den  Polaren  von  y und  y"  parallelen  und  durch  diese  Puncte  gehenden 
geraden  Linien  suchen. 
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Ans  der  so  modificirtcn  Constmction  ist  sogleich  ersichtlich,  dafs  wir  die  Punctc  M 
und  N durch  den  Durchschnitt  derselben  geraden  Linien , nnr  in  umgekehrter  Ordnung, 
erhalten,  wenn  ursprünglich  statt  der  Punctc  y und  y"  ihre  Pole  x’  und  x"  gegeben  wären. 
Gleichviel  also,  ob  uns  irgend  zwei  Punctc  oder  ihre  Pole  anf  dem  Kreise,  der  be- 
rührt werden  soll,  gegeben  sind,  die  Berührungs- Punctc  sind  in  beiden  Fällen  dieselben. 
Die  beiden  durch  y und  y"  und  durch  *'  und  x"  gelegten  geraden  Linien  schneiden  sich 
in  dem  Pole  von  MN,  der  sowol  auf  der  einen  als  der  andern  dieser  Linien  liegen  mufs. 
Es  ist  hier  der  Ort  nicht,  hieran  noch  weitere  Folgerungen  anzuknlipfcn. 

Fig.  t|2-  S09.  Wenn  zwei  Kreise  und  eine  gerade  Linie  die  gegebenen  zuberuhrenden 

Oertcr  sind,  so  finden  alle  drei  Constructions - Arten  ihre  Anwendung.  Die  Stelle  des 
Chordal  - Punctcs  vertritt  alsdann  der  Durchschnitt  der  gegebenen  geraden  Linie  mit  der 
Chordalen  der  beiden  gegebenen  Kreise.  Man  bestimmt,  wie  wir  in  dem  Frühem  ausführ- 
lich gezeigt  haben,  die  vier  Symmetralen  durch  die  anf  die  gerade  Linie  von  den  Mittcl- 
punclcn  der  Kreise  gefällten  Perpendikel  mit  diesen  Kreisen,  ln  der  bl.  Figur,  auf  die  wir 
hier  zurttckwciscn,  ist  P der  Chordal  - Punct , Kx,  Kx',  K'x  und  KV  sind  die  vier  Symmc- 
tralen.  Die  übrige  Constmction  der  Berührungs -Kreise  ergibt  sich  hiernach  von  selbst, 
und  sind  Ubcrdicfs  den  auf  den  folgenden  Fall  sich  beziehenden,  die  wir  ausführlicher 
' behandeln  wollen , ganz  analog. 

Fig.  62.  210.  Wenn  ein  Kreis,  y,  ein  Punct,  y , und  eine  gerade  Linie,  PG,  gege- 

ben sind,  so  liegt  der  Chordal -Punct  des  Systems  der  drei  Ocrler  im  Durchschnitte  der- 
jenigen geraden  Linie,  welche  die  von  y an  den  Kreis  y gezogenen  Tangenten  halbirt, 
mit  der  gegebenen,  PG.  Dieser  Durchschnitt  fällt,  nach  der  Figur,  in  der  jene  Halbi- 
rungs- Linie  der  leichtern  Ucbcrsichtlichkeit  wegen  fortgelassen  ist,  in  P.  Der  Durchmes- 
ser Sa  des  Kreises  y trifft,  genugsam  verlängert,  die  gegebene  gerade  Linie  unter  rechten 
Winkeln,  demnach  sind  y S und  y'a  die  beiden  Symmetralen  des  Systems.  Hieraus  er- 
geben sich  folgende  Construclionen  der  in  Bede  stehenden  Aufgabe: 

Erstens.  Man  beschreibe  aus  P einen  Kreis,  der  durch  y geht,  nnd  also  den  gege- 
benen Kreis  rechtwinklig  schneidet.  Dieser  Kreis  begegnet,  aufscr  in  y den  beiden  Sym- 
metralcn  noch  in  R und  q.  Zwei  der  Berührungs  - Kreise , diejenigen  ncmlich,  welche  y 
aufserhalb  berühren,  gehen  durch  R,  die  beiden  andern  durch  g. 

Zweitens.  Man  suche  die  Pole  der  beiden  Symmetralen,  M und  ft,  und  lege  durch 
P nnd  jeden  dieser  Pole  eine  gerade  Linie.  Die  auf  diese  Weise  gefundenen  Linien  schnei- 
den den  gegebenen  Kreis  in  Q und  Q',  in  x nne  x:  diefs  sind  diejenigen  vier  Punctc,  in 
welchen  derselbe  von  den  gesuchten  Kreisen  berührt  wird. 

Drittens.  Man  suche  die  Polare  von  P;  diese  Linie  ist  keine  andere  als  die  ge- 
meinsame Chordc  des  gegebenen  und  des  schon  eben  bczcichnctcn  Kreises,  dessen Miltel- 
punct  P ist,  und  der  durch  y gebt.  Die  Durchschnitte  dieser  Polaren  mit  j'S  und  y'a 
sind  T und  9,  und  wir  erhalten  wiederum  die  Puncte  Q,  Q’  und  x,  x',  wenn  wir  von  T 
und  9 Tangenten  an  den  gegebenen  Kreis  ziehen. 

Fig.  63. 64.  211.  Sind  endlich  zwei  gerade  Linien,  PG  nnd  PH,  und  ein  Kreis  gege- 

ben, so  spielt  der  Durchschnitt  der  erstem  die  Rolle  des  Chordal -Punctes,  die  vier 
Symmetralen  bilden  ein  in  den  Kreis  beschriebenes  Viereck,  dessen  Winkel -Punctc 
a,  a' , S und  S'  durch  die  Durchschnitte  der  vom  Mittelpunctc  des  Kreises  auf  die  geg«-  , 
benen  geraden  Linien  gefällten  Perpendikel  bestimmt  werden.  Wenn  die  gegebenen  ge- 
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raden  Linien  sich  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  schneiden,  so  können  wir  die  erste 
Construction  nicht  geradezu  anwenden,  weil  aus  dem  Durchschnitte  derselben,  aus  P,  als- 
dann kein  Orthogonal  - Kreis  beschrieben  werden  kann.  Dicfs  ist  der  Fall  der  63.  Figur. 

In  der  64.  Figur  schneidet  der  Orthogonal -Kreis  die  eine  Symmctrale  <70  in  den  Pnncten 
R und  R',  die  beide  anfserhalb  des  Kreises  liegen ; durch  diese  beiden  Punctc  gehen  zwei 
der  gesuchten  Bertihrungs-  Kreise.  Zwei  andere  dieser  Kreise  haben  mit  dem  Orthogonal- 
Krcise  SS’  zur  gemeinschaftlichen  Chordalcn,  und  sind  daher  leicht  zu  constrniren.  Die 
andern  beiden  Symmctralen  So  und  SV  werden  von  diesem  Kreise  jede  in  zweien  Pnnc- 
ten geschnitten,  von  denen  einer  anfserhalb,  der  andere  innerhalb  des  gegebenen  Kreises 
liegt.  Die  bezüglichen  beiden  Paare  von  Bertihrungs -Kreisen  werden  also  imaginär. 

Am  zierlichsten  stellt  sich  hier  die  zweite  Construction  dar.  Die  Pole  der  vier  Sym- 
metralen  bilden  offenbar  die  Winkel -Punctc  eines  um  den  gegebenen  Kreis  beschriebe- 
nen Parallelogrammcs  MM'M'M",  dessen  Seilen  denselben  in  er,  o',  S und  S'  berühren 
und  mithin  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien,  paarweise  genommen,  parallel  sind. 

Hiernach  bestimmen  sich  die  Bertihrungs-Pnnctc  auf  dem  gegebenen  Kreise  folgcndcr- 
■uaafsen:  man  beschreibe  ein  Parallelogramm  um  den  gegebenen  Kreis,  dessen  beide 
Paare  gegenüberliegender  Seilen  mit  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien  parallel  sind, 
und  ziehe  von  dem  Durchschnitte  der  letztem  vier  gerade  Linien  nach  den  vier  Winkel- 
Punctcn  jenes  Parallelogrammcs.  Die  acht  Punctc  Q,  in  welchen  diese  vier  Linien  den 
Kreis  schneiden,  sind  die  gesuchten.  In  dem  Falle  der  64.  Figur  begegnen  zwei  der  eben 
bczcichnctcn  geraden  Linien,  ncmlich  PM  und  PM  dem  Kreise  nicht,  cs  gibt  also  hier, 
was  uns  auf  die  frühere  Construclions  - Art  zeigte,  nur  zwei  Paare  gesuchter  Berührungs- 
Kreise. 

Auch  die  dritte  Construction  läfst  sich  auf  diesen  Fall  ohne  alle  Schwierigkeit  übertragen, 

P 

212.  Wir  wollen  nun  einen  Schritt  weiter  gehen.  Seyen  C und  C’  zwei  gegebene  Fig.  65. 
Kreise,  welche  von  zweien  andern  y und  y berührt  werden,  und  zwar  im  Falle  der  Figur, 
auf  den  wir  uns  zunächst  beziehen  wollen,  wird  C von  beiden  Kreisen  anfserhalb  und  C 
von  beiden  innerhalb  berührt.  Ans  dem  innern  Symmelral  - Puncte  von  C und  C ist 
ein  Kreis  K beschrieben , der  mit  diesen  Kreisen  dieselbe  Chordalc  hat , und , nm  das 
Entsprechende  gleich  neben  einander  zu  stellen,  aus  dem  äufsern  Symmelral  - Punctc 
der  Kreise  y nnd  y (von  denen  jeder  von  C und  C verschiedenartig  berührt  wird)  ist  ein 
Kreis  x beschrieben , der  mit  y und  y dieselbe  Chordale  hat.  Der  Kreis  K schneidet  als- 
dann (t99)  die  Kreise  y und  y und  alle  mögliche  andere,  welche  C und  C'  auf  entspre- 
chende Weise  berühren,  unter  rechten  Winkeln,  so  wie  der  Kreis  x die  Kreise  C und 
C und  alle  mögliche  andere,  welche  y und  y auf  entsprechende  Weise  berühren,  unter 
rechten  Winkeln  schneidet. ' 

Die  Durchschnitte  der  beiden  Kreise  C und  C mit  einem  beliebigem  Kreise  c,  der 
dnreh  irgend  zwei  Puncte,  A und  B,  geht,  die  fiir  den  Kreis  K zugeordnete  Pole  sind, 
und  der  also  den  letztgenannten  Kreis  rechtwinklig  schneidet,  liegen,  paarweise  genom- 
men, Q und  Q’,  q und  q,  mit  dem  Miltclpuncte  dieses  Kreises  K in  gerader  Linie. 

Denn  ein  Kreis,  der  durch  die  beiden  Pole  A nnd  B nnd  durch  den  Puncl  Q oder  q 
geht,  geht  auch  durch  den  Pol  von  Q oder  q,  durch  Q’  oder  q’  (132).  Da  nun  der  Mit- 
telpnnct  des  Kreises  K der  (innere)  Symmelral- Punct  von  C und  C’,  ist,  50  folgt  weiter, 

(179)  dafs  jener  Kreis  c die  beiden  Kreise  C und  C unter  gleichen  Winkeln  schneidet 
Ebenso  schneidet  jener  Kreis,  der  durch  irgend  zwei  Punctc  geht,  die  rUcksickllich  des  Krci- 
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scs  * «geordnete  Pole  sind,  die  beiden  Kreise  y und  y , im  Falle,  dafs  er  denselben 
überhaupt  begegnet,  unter  gleichen  Winkeln. 

Da  wir  nach  dem  frühem  die  beiden  Kreis-Paare  C nnd  C,  ;■  und  y , conjugirlc 
Kreise  in  Beziehung  auf  K und  x nennen,  so  können  wir  den  eben  bewiesenen  Satz  in- 
folgende  Aussage  cinkleiden : 

Jeder  Kreis,  der  einen  gegebenen  Kreis  rechtwinklig  schneidet , oder , was  hiermit 
einerlei  ist,  durch  irgend  zwei  conjugirte  Pole  desselben  geht,  schneidet  je  zwei  beliebige 
conjugirte  Kreise  unter  gleichen  Winkeln. 

Fig.65.66.  213.  Da  die  beiden  Kreise  K und  y sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  so  be-. 

Stimmt  jede  gerade  Linie,  welche  durch  den  INlittclpimct  des  Kreises  K gebt  und  den 
Kreis  y schneidet,  zwei  Durchschnitte,  die  in  Beziehung  auf  K zugeordnete  Pole  sind. 
Solche  Pole  seyen  N und  N'.  Beschreibt  man  nun  zwei  Kreise  k und  k',  die  beide  mit 
dem  Kreise  K ein  nnd  dieselbe  gerade  Linie  zur  Chordalcn  haben,  und  von  welchen  jeder 
Überdicfs  durch  einen  der  beiden  eben  bczeichncten  Durchschnitts  -Punctc  N und  N'gelit, 
so  sind  diese  Kreise  k und  k’  offenbar  in  Beziehung  auf  K conjugirte  Kreise  und_  werden 
also,  nach  der  vorigen  Nummer  von  y unter  gleichen  Winkeln  geschnitten. 

Fig.  06.  Wir  wollen  nun  sogleich  drei  Kreise  y,  y und  y"  betrachten,  die,  alle  drei,  einen  ge- 
gebenen Kreis  rechtwinklig  schneiden,  oder  cs  seyen  vielmehr  ursprünglich  jene  drei 
Kreise  gegeben,  für  welche  wir  den  Orthogonal -Kreis  K,  der  alsdann  ehi  durchaus  be- 
stimmter ist,  construircn.  Zieht  man  ferner  durch  den  Mittelponct  des  letztgenannten 
Kreises  K,  oder,  mit  andern  Worten,  durch  den  Chordal-Punct  von  y,  y und  y",  irgend 
eine  gerade  Linie,  welche  einen  beliebigen  dieser  drei  Kreise,  etwa  y , wie  vorhin  in  N 
nnd  N'  schneidet,  und  construirt  wiederum  zwei  Kreise  k und  k',  welche  mit  K irgend 
eine  gerade  Linie  SS  zur  gemeinschaftlichen  Cbordalen  haben:  so  werden  k und  k'  zu- 
nächst von  y,  dann  aber  auch  von  den  beiden  andern  Kreisen  y und  y“  unter  gleichen 
Winkeln  geschnitten  (212).  Wir  sehen  also  hieraus,  wie  zwei  Kreise  k nnd  k',  welche 
drei  gegebene  y,  y und  y"  der  Ordnung  nach  unter  bestimmten  Winkeln  a,  tu  nnd  to" 
schneiden,  sich  so  zusammenordnen,  dafs  sic  mit  demjenigen  Kreise,  der  die  drei  gege- 
benen Kreise  alle  drei  unter  rechten  Winkeln  schneidet,  dieselbe  Chordale  haben,  nnd 
dafs  also  ihre  Mittclpuncte  mit  dem  Chordal-Pu  ncte  in  gerader  Linie  liegen.*) 


*)  Dz  im  Durchschnitte  zweier  Kreis -Bogen  jedesmal  Scheitel- Winkel  entstehen,  so  wollen 
wir,  um  alle  Zweideutigkeit  zu  vermeiden,  für  den  Du rchs c h n itt s- Winkel  stets  denje- 
nigen nehmen,  dessen  (krummlinige)  Schenket  einander  ihre  beiden  convexen  oder  ihre  bei- 
den concaven  Seiten  zukehren.  Nehmen  wir  bei  dieser  Bestimmung  die  Winkel  w,  tu'  und 
td'  für  diejenigen,  unter  welchen  k die  Kreise  y , y und  y"  schneidet,  so  schneidet  k*  (fiir  den 
Fall  der  Coustruction  der  00.  Figur)  dieselben  Kreise  unter  folgenden  Winkeln:  (iz — co) , 
(iz— ca)  und  (n — tu).  Wenn  zwei  Kreise  sich  außerhalb  berühren,  »o  ist  der  Durchschnitts- 
Winkel  gleich  Null;  dieser  Winkel  ist  hingegen  gleich  n,  wenn  die  beiden  Kreise  sich  so 
berühren,  dafs  einer  den  andern  umschliefsl. 

Fig.  6).  Wenn  die  Radien  und  der  Abstand  der  Mittelpuncle  zweier  sich  schneidender  Kreise  C 

und  y bekannt  sind,  so  können  wir  leicht  den  Durchschnitts- Winkel  derselben  NMs>,  den 
wir  cu  nennen  wollen,  bestimmen.  Die  Schenkel  dieses  Winkels,  MN  un  Me,  stehen  nem- 
lieh  auf  den  Radien  beider  Kreise,  die  durch  den  Durchschnitt  M gehen,  auf  MC  und  äl y, 
senkrecht;  mithin  ergänzen  sich  die  Winkel  tu  und  CMy  zu  n , und  ihre  Cosinus  sind  also  gleich. 
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214.  Wir  haben  die  beiden  Kreise  k nnd  k',  die  durch  N und  N gehen,  in  der  vo-  Fig.  06. 
rigen  Nummer  dadurch  näher  bestimmt,  dafs  jeder  derselben  mit  dem  Orthogonal -Kreise 
K irgend  eine  gerade  Linie,  die  als  gegeben  betrachtet  worden  ist,  zur  Chordalen  hat. 

Wenn  wir  filr  diese  gerade  Linie  eine  der  vier  Symmetrien  der  drei  gegebenen  Kreise 
y,  y und  y“  nehmen,  so  werden  diese  gegebenen  Kreise  von  k ond  k'  unter  densel- 
ben gleichen  W inkeln  geschnitten. 

Wir  wollen,  um  diefs  darzuthnn,  zunächst  die  drei  Kreise  •/,  )•'  nnd  y"  der  65.  Figur  Fig.  65. 
betrachten,  und  als  gemeinschaftliche  Chordale  die  äufsere  Symmetralc  derselben  nehmen, 
die  den  Orthogonal -Kreis  K in  M und  M'  wirklich  schneidet.  Wir  erhalten  also  zwei, 
vorhin  durch  k nnd  k’  bczeichnctc  Kreise,  wenn  wir  durch  jeden  zweier  Durchschnitte 
N nnd  N',  die  wir  dnreh  eine  beliebige,  durch  den  Chordal-Ptinct  der  gegebenen  Kreise  , 
gehenden,  geraden  Linie  auf  y bestimmen,  einen  Kreis  legen,  der  zugleich  durch  M nnd 
NI  geht. 

Beschreiben  wir  nun  irgend  einen  Kreis,  der  mit  den  Kreisen  y und  y dieselbe  Chor- 
dalc  hat,  in  dem  besondern  Falle  der  Figur  also  durch  fi  nnd  ,u  geht,  so  wird  derselbe 
von  jedem  Kreise,  der  y und  y rechtwinklig  schneidet,  wie  der  Kreis  K es  thnt,  ebenfalls 
rechtwinklig  geschnitten.  Ein  solcher  Kreis  ist  x,  dessen  Mittelpnnct  auf  der  äofsem 
Symmctralen,  mithin  mit  M/nnd  M’  in  gerader  Linie,  liegt.  Diese  Puncto  sind  daher  in 
Beziehung  auf  den  Kreis  x,  der  den  Kreis  K unter  rechten  Winkeln  schneidet,  zugeord- 
nete Pole,  und  jeder  Kreis,  der  durch  diese  Punctc,  durch  M und  M*  geht,  schneidet 
die  Kreise  y und  y unter  gleichen  Winkeln.  Es  schneiden  sich  also  y,  y und  k,  k’  ge- 
genseitig unter  gleichen  W'inkcln. 

Die  Punctc  M nnd  M'  sind  ebenfalls  zugeordnete  Pole  in  Beziehung  auf  jeden  der 
jenigon  beiden  Kreise,  die,  dem  Kreise  x entsprechend,  aus  den  ätifsern  Symmctral-Pnnc- 
ten  von  y nnd  y , so  wie  von  y nnd  y beschrieben  werden  nnd  mit  den  bezüglichen  Krei- 
sen dieselbe  Chordale  haben.  Hieraus  folgt  denn  unmittelbar,  dafs  jeder  Kreis,  der  durch 
M nnd  M' , d.  h.  durch  die  Durchschnitts -Punctc.  des  Orthogonal -Kreises  mit  der  iiu- 
fsern  Symmctralen  geht,  alle  drei  gegebene  Kreise  unter  gleichen  W inkeln  schnei- 
det. Es  ordnen  sich  die  Kreise,  welche  durch  NI  ond  M’  gehen,  paarweise  zusammen, 
wie  k und  k' , so  dafs  wenn  ein  Kreis  jedes  Paares  die  drei  gegebenen  Kreise  nnter  irgend 
einem  Winkel  oj  schneidet,  der  andere  derselben  nnter  dem  Winkel  (w — <o)  schneidet, 
and  beide  Kreise  in  Beziehung  auf  den  Orthogonal -Kreis  zugeordnete  Kreise  sind. 

W.enn  die  äufsere  Symmetrale  der  drei  gegebenen  Kreise  dem  Orthogonal -Kreise  K Fig.  68. 
nicht  begegnet,  so  brauchen  wir  die  Construction  der  in  Rede  stehenden  Kreise,  nur 
dahin  abzuändem,  dafs  wir  statt  Kreise  zu  beschreiben , die  durch  NI  nnd  Nf  (Puncte , die 
bei  jener  Annahme  imaginär  werden)  gehen,  nnn  solche  Kreise, beschreiben,  die  mit  dem 
Orthogonal -Kreise  die  äufsere  Symmetrale  zur  gemeinschaftlichen  Chordalen  haben. 

Hiervon  überzeugen  wir  uns  auf  der  Stelle.  Wir  brauchen  zn  diesem  Ende  nur  die  bei- 
den Kreise  y nnd  y zo  betrachten  und  zn  zeigen,  dafs  jeder  anf  die  eben  angczeiglc  Art 


mithin : 


aber  von  entgegengesetztem  Zeichen.  Nennen  wir  nun  die 
den  Abstand  ihrer  MitUlpuncte  von  einander  (C*/)  i,  so  ist: 

RH-? 

2R? 

f~ — (R  :-f-(i-) 


Radien  beider  Kreise  R und  ? 


n -rp  — c 

cos  CMy  =»  — » 


cos  w = 


2Ro 
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beschriebene  Kreis  dieselben  unter  gleichem  Winkel  schneidet.  Construircn  wir,  ge- 
rade wie  vorhin,  den  Kreis  x,  so  schneidet  derselbe  K rechtwinklig  und  also  auch  je- 
den andern  Kreis  k oder  k',  der  mit  K irgend  eine  gerade  Linie,  die  durch  den  ilütcl- 
pnuct  des  Kreises  x geht,  wie  die  äufserc  Symmmctrale  cs  thnt,  zur  Chordalcn  hat.  y und 
; sind  in  Beziehung  auf  x zngeordnetc  Kreise,  und  werden  von  dem,  x rechtwinklig  schnei- 
denden, Kreis  k oder  k'  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten.  Diese  Beweis  - Art  erstreckt 
sich  auch  auf  den  zuerst  betrachteten  Fall-  » ... 

Wir  müssen  ferner  den  Fall  unterscheiden,  wo  der  O r thogonal -Kreis  imagi- 
när wird,  d.  h.  der  Chordal -Punct  der  drei  gegebenen  Kreise  y,  y und  y innerhalb  die- 
ser Kreise  fallt.  In  diesem  Falle,  dem  die  63.  Figur  entspricht,  sind  diejenigen  Kreise, 
welche  die  drei  gegebenen,  alle  drei,  auf  dieselbe  Weise  berühren,  immer  möglich.  Der 
eine  derselben  C wird  von  jedem  der  gegebenen  umhüllt,  während  der  andere  C dieselben 
alle  drei  umhüllt-  Öffenbar  schneiden  C und  C*  einander  nicht,  mithin  begegnet  diesen 
Kreisen  auch  nicht  die  Chordalc  derselben,  oder  die  äufserc  Symmctralc  der  Kreise  y,  y 
und  y*.  Nehmen  wir  nun  beliebig  zwei  der  letztgenannten  drei  Kreise,  etwa  y und  y , so 
können  wir  immer,  da  diese  Kreise  sich  schneiden,  zwei  Kreise  construiren,  fiir  welche 
dieselben  zngeordnetc  Kreise  sind;  der  eine  dieser  Kreise  x ist  aus  dem  äufsern  Symme- 
tral- Punct  von  y und  y,  als  Miltclpnnct,  beschrieben.  Dieser  Kreis,  dessen  Mittclpnnct 
also  anch  anf  der  Chordalcn  der  Bcrührungs- Kreise  C und  C’  liegt,  schneidet  jeden  die- 
ser Berithrnngs- Kreise  unter  rechten  Winkeln.  Dicfs  ist  sogleich  ersichtlich.  Denn,  neh- 
men wir  z.  B.  den  Kreis  C,  so  berührt  derselbe  y und  y in  Q und  Q . Diejenige  gerade 
Linie,  welche  durch  diese  Berührungen  geht,  geht  auch  durch  den  äufsern  Syminctral- 
Punct  von  y und  y (171) , durch  den  Mittelpunct  des  Kreises  x.  Da  y und  y in  Beziehung 
auf  x zugcordnctc  Kreise  sind,  so  sind  Q und  Q'  zngeordnetc  Pole,  und  ein  Kreis,  der 
wie  C durch  diese  Pole  geht,  wird  von  x rechtwinklig  geschnitten.  Hiernach  schneidet 
denn  ferner  jeder  andere  Kreis  (k,  t),  der  mit  C znsammengcstcllt  die  äufsere  Symmc- 
tralc  zur  Chordalcn  hat,  oder  was  dasselbe  keifst,  der  mit  den  beiden  BerBhrnngs- 
Kreiscn  C und  C dieselbe  Chordalc  hat,  den  Kreis  x rechtwinklig  nnd  mithin  (212) 
die  Kreise  y nnd  y nntcr  gleichem  Winkel. 

Es  kann  endlich  noch  der , aus  dem  äufsern  Symmetral-Pnncte  zweier  der  gegebenen 
Kreise  y und  y zu  beschreibende,  in  dem  Obigen  x genannte,  Kreis  imaginär  werden* 
wenn  nemlich  einer  der  gegebenen  Kreise  y innerhalb  des  andern  y liegt.  Wenn  nun,  bei 
. s*ry°raaw*«mgT  der  dritte  Kreis  y"  nicht  ganz  innerhalb  des  Kreiscsy  liegt,  so  können 
wir  y einmal  mit  y,  das  andere  Mal  mit  y zosammcnstellcn , und  nach  den  obigen  Verfah- 
rungs-  rten  inn,  dafs  jeder  Kreis,  der  mit  dem  Orthogonal -Kreise  die  äufsere  Symmc- 
tra  e zur  or  a en  at,  die  gegebenen  Kreise  y,  y undy”  unter  gleichen  Winkeln  schneidet, 
oc  1 . wennauc  er  ritte  Kreis  y ganz  innerhalb  des  Kreises  y liegt , so  müssen  wir  in  dem 

eweisc  iir  >esen  a nethwendig  zwei  Kreise  znsammenstcllcn,  für  welche  der,  oben  x 
genannte,  is  imaginär  wird,  und  alsdann  können  die  vorstehenden  Beweis -Arten  nicht 
. . , . n en’ . „ lr  können  aber  anf  folgende  Weise  verfahren.  Die  beiden  Kreise 

dafs  dieser  tf0*  "'g  ^ zusammf,nBpstcllt , K znm  Orthogonal -Kreise.  Es  erhellt  sogleich, 

rungs- Kreise  TmVginLlZdrernnntbmC’  recI1  !®‘,  wätrend  dic  bezüglichen  Bcrüb- 

y y und  v"  in  zw  ' r>  ° *Jer  Kreis  K begegnet  immer  der  äufsern  Symmctralcn  von 
nns  nemlich  leicht'^  °“clon»  d‘c  durch  M und  M bezeichnet  sind.  (Wir  Ubcrzengen 
fscre  Symmetral -Punct  V°°.  Iwc‘cn  Kreisen  einer  innerhalb  des  andern  liegt,  der  äu- 

erselbcn  immer  innerhalb  jedes  beliebigen  Kreises  fallt,  der  die- 
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selben  rechtwinklig  schneidet,  dafs  yx  gröCser  ist  als  yO  tmd  kleiner  als  yO\)  Wenn  wir 
irgend  eine  gerade  Linie  durch  x,  den  äufsern  Symmelral -Punct  von  y nnd  y , legen,  so 
schneiden  sich  die  Tangenten  in  N und  N',  in  welchen  Punctcn  diese  Linien  den  Kreisen 
y und  y begegnet,  anf  der  Cbordalcn  dieser  Kreise,  im  { (17a).  Es  läfst  sich  also  darch 
N and  N’,  ein  Kreis  % legen,  der  y nnd  y rechtwinklig  schneidet,  nnd  mithin  die  Cen- 
trale derselben  (da  nemlich  y nnd  y sich  nicht  schneiden)  in  denselben  Pnncten  O nnd 
O'  trifT:,  in  welchen  ihr  der  Orthogonal  - Kreis  K begegnet.  Es  ist  also,  um  ljurz  so  seyn, 
nach  einem  bekannten  Satze  der  Elementar -Geometrie: 

»O.  xO'  = «N.  xN', 
kO.  xO’  = xM.  xM', 

nnd  also  anch: 


xN.  xN'  o xM.  xM', 

woraus  denn  ersichtlich  ist,  dafs  durch  die  vier  Pnncte  M,  M’,  N nnd  N'  sich  ein  Kreis 
legen  läfst,  der,  wie  überhaupt  jeder  Kreis  , der  durch  die  letztgenannten  beiden  Pnncte 
gebt,  die  Kreise  y nnd  y unter  gleichen  Winkeln  schneidet.  Da  nnn  die  gerade  Linus 
MN’  jede  beliebige  Richtung  haben  kann,  so  ist  allgemein  bewiesen,  dafs  jeder  Kreis,  der 
durch  M nnd  M'  geht,  y nnd  y und  demnach  alle  drei  Kreise  y,  y und  y",  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet. 


215.  Diejenigen  Kreise,  welche  drei  gegebene  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  ord- 
nen sich  immer  paarweise  so  zusammen,  dafs  der  Durchschnitts- Winkel  für  die  Kreise 
jedes  Paares  gleich  sind  oder  einander  zn  n ergänzen.  Je  mehr  der  Dnrchschnitts  - W inkel 
sich  einem  rechten  nähert,  desto  näher  rücken  einander  die  beiden  Kreise  solcher  Paare, 
bis  sic  endlich  im  Orthogonal -Kreise  znsammcnfallen.  Als  solche  Kreis -Paare  sind  auch 
die  Berührungs-Kreise  C und  C'  der  65.  68.  nnd  69.  Figur  anzuschcn ; in  der  Construction 
der  letztgenannten  Figur  sind  die  Dnrchschnitts- Winkel  dieser  Kreise  beide  gleich  n,  in 
den  andern  Constroctioncn  einmal  gleich  Null , das  andere  Mal  gleich  n zn  nehmen. 

In  den  Constroctioncn  der  65.  und  68.  Figur  sind  die  beiden  Borührnngs  - Kreise  und 
zugleich  der  Orthogonal  - Kreis  reell  und  der  Mitlelpnnct  des  letzten)  liegt  zwischen  den 
Mittclpnnctcn  der  beiden  erstem.  Der  Dnrchschnitts  - Winkel  kann  hier  jeder  belie- 
bige seyn.  In  der  69.  Figur,  wo  der  Orthogonal -Kreis  imaginär  wird  (der  Mittclpunct 
desselben  fallt  nicht  zwischen  C nnd  C),  gibt  cs  offenbar  ein  Minimum  der  möglichen 
Durchschnitts -Winkel,  und  hierdurch  ist  ein  Kreis  bestimmt,  in  dem  zwei  jener  Schnei- 
dungs-Kreise  zusammenfallen.  Zwei  zusammengehörige  dieser  Kreise  sind  immer  noch 
als  conjugirte  Kreise  zu  betrachten,  aber  rticksichlüch  eines  Kreises,  der,  weil  ihr  än- 
fscrcr  Symmctral -Punct  innerhalb  derselben  liegt,  imaginär  wird  (184).  Je  zwei  sol- 
cher conjngirter  Kreise  haben  denselben  Punct  K zum  äufsern  Symmctral- Pnncte,  nnd 
alle  haben  dieselbe  Chordale.  Nehmen  wir  nun  als  erste  Axc  die  gerade  Linie,  welche 
die  Mittelpuncte  alle  derjenigen  Kreise  enthält,  welche  die  drei  gegebenen  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden,  und  als  Anfangs -Pnnct  den  Punct  K,  so  haben  die  Gleichungen 
zweier  conjugirler  Kreise,  für  welche  wir  C nnd  C nehmen  mögen,  folgende  Form: 

yl+(x— «)’  * eS 

y’-K*—')’  = f*.  W 

and  zugleich  ist: 

«?'  ± <*>  = (») 

wo  wir,  da  K in  der  Construction  der  69.  Fignr  äufserer  Symmctral -Punct  ist,  das  ne- 
gative Zeichen  nehmen  müssen. 
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65.  Wenn  wir  in  der  65.  Fignr  durch  K irgend  eine  gerade  Linie  legen,  die  irgend  zweien 
conjugirtcn  Schncidungs -Kreisen  k und  k'  in  A nnd  B (Punctc,  in  denen  die  Tangenten 
nicht  parallel  sind)  begegnet,  so  ist  das  Product  (KA.  KB)  constant  nnd  gleich  dem  Qua- 
drate des  Radius  des  Orthogonal- Kreises  K,  wie  wir  auch  die  beiden  conjugir- 
69-  ten  Kreise  k und  h'  nehmen  mögen.  Für  die  Construction  der  69.  Fignr,  wo  wir 
für  die  willkilhrlich  durch  K gelegte  gerade  Linie  die  erste  Axe,  und  für  die  conjugirteu 
Kreise  die  beiden  BcrUhrnngs  - Kreise  C und  C.  nehmen  ,,  ist  jenes  constante  Product 
negativ,  der  Orthogonal  - Kreis  imaginär.  Es  ist  aber,  wenn  wir  die  positiven  x von  K 
nach  A rechnen : 


70. 


KA.  KB  = 

und  wenn  wir  entwickeln  und  zugleich  die  Bedingungs- Gleichung  (2)  berücksichtigen: 

KA.  KB  = ad — 

Statt  des  Prodnctes  (KA.  KB)  können  wir  auch  das  Product  (KA'.  KB’)  nehmen  und 
statt  beider,  Jedoch  mit  negativem  Zeichen  das  Quadrat  derjenigen  Ordinate  KL,  welche 
stuf  der  zweiten  Axe  durch  einen  beliebigen  der  beiden , (in  der  Figur  punctirtcn)  Kreise 
bestimmt  wird,  die  Uber  AB  und  AB'  als  Durchmesser  beschrieben  werden  können  nnd 
die  ebenfalls  von  G und  C berührt  werden.  Wie  wir  nur  zwei  conjngirte  Kreise  neh- 
men mögen,  derjenige  Ansdrnck,  welcher  (au — pp")  ähnlich  gebildet  wird,  ist  ein  constan- 
ter  und  gleich  (—  kü2)*  Sollen  die  beiden  Kreise  in  einen  einzigen  zusammcnfallcn,  für 
dessen  Gleichung  wir  folgende  nehmen  wollen : 

yH-(x— •)*  = r3, 

so  entspricht  obigem  Ausdrucke  (a3 — ra)  nnd  wir  haben  — 2 mithin: 

r3— a3  = kT.3- 


H ieraus  ist  ersichtlich,  dafs  der  zu  bestimmende  Kreis,  k,  die  zweite  Axe  ebenfalls  itn 
Pnncte  L schneidet  und  mithin  durch  die  Durchschnitts -Pnncte  der,  in  der  Figur  punc- 
tirtcn, Kreise  geht,  und  da  er  tlberdicfs  mit  C und  C die  Symmetralc  SS  zur  gemein- 
schaftlichen Chordalcn  hat,  so  ist  er  leicht  zu  conslruiren.  Die  beiden  punctirtcn 
Kreise  werden,  da  sic  von  C und  C berührt  werden,  von  k unter  demselben  Winkel 
geschnitten,  als  die  gegebenen  y,  y und  y".  Wenn  wir  den  Winkel  des  Durchschnittes 
jener  punctirtcn  Kreise  unter  sich  durch  <0  bezeichnen,  so  ergibt  sich  für  das  gesuchte  Mi- 
nimum der  in  Rede  stehenden  Durchschnitts- Winkel : • 


Wir  wollen  nun  die  Construction  der  70.  Figur,  in  der  cs  einen  Orthogonal  - Kreis, 
aber  keine  Berührungs- Kreise  gibt,  näher  betrachten.  Znnächs  ist  offenbar,  dafs  hier  die 
äufscre  Symmetralc  SS  der  drei  gegebenen  Kreise  y,  y und  y"  sich,  als  ein  Kreis  von 
immer  gröfser  werdendem  Radius,  unter  diejenigen  Kreise  ordnet,  welche  die  gegebenen 
alle  drei  unter  gleichem  Winkel  schneiden.  Als  zugeordneter  Kreis  ist  derjenige  Kreis 
k"  zu  betrachten,  der  durch  den  Mittelpunct  des  Orthogonal -Kreises  K geht.  Dieser 
Kreis  k"  bezeichnet  eine  Gränzc;  nehmen  wir  nemlich  den  Mittelpunct  eines  Schncidnngs- 
Krcises,  von  k"  aus  nach  derjenigen  Seite  bin,  auf  welcher  der  Mittelpunct  des  Ortho- 
gonal-Kreises  K liegt,  beliebig  an,  so  fallt  der  Mittelpunct  des  conjugirtcn  Kreises  nach 
derselben  Seite  hin  und  zwar  so , dafs  K zwischen  den  Mittclpnnctcn  der  beiden  eonjugir- 
ten  Kreise  sich  befindet  nnd  der  innere  Symmctral -Punct  ist.  Solche  zwei  zugeord- 
nete Kreise  schneiden  also  jeden  der  drei  gegebenen  unter  Winkeln,  die  sich  zu 
n ergänzen.  Das  minimum  des  Durchschnitts  - V\  inkels  ist  der  kleinere  der  Neben- 
winkel, unter  welchen  die  Symmetrale  SS  den  gegebenen  Kreisen  begegnet;  diesen  Win- 
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kel  wollen  wir.to  nennen.  Nehmen  wir  den  Mittelpnnct  eines  Schncidnngs- Kreises  von  k" 
ans,  nach  derjenigen  Seile  hin,  auf  welcher  K nicht  liegt,  beliebig  an,  so  fällt  der  Mit- 
tclpunct  des  conjngirtcn  Kreises  nach  derselben  Seite  hin,  so  dafs  K änfscrer  Symme- 
tral-Punct  wird.  Je  zwei  solcher  conjngirter  Kreise  schneiden  mithin  jeden-  der  gegebe- 
nen unter  gleichem  Winkel.  Solche  Kreise  sind  k und  k'.  Der  Durchschnitts-Win- 
kel wächst,  indem  wir  den  Mitlclpunct  des  Schncidnngs- Kreises  sich  immer  weiter  von  K 
entfernen  lassen  bis  zu  einer  gewissen  Grunze  und  nimmt  dann  wieder  ab,  indem  er  sich 
immer  mehr  (n — to)  nähert.  Jenem  Maximum  entsprechen  zwei  conjugirtc  Kreise, 
welche  in  einen  einzigen  z nsamm  c n fall cn.  Dieser  Kreis,  k"',  ist  offenbar  derje- 
nige, welcher  den  Orthogonal -Kreis  K rechtwinklig  schneidet,  und  daher  leicht  zu  con-  ^ 

stroiren;  sein  Mittelpunct  liegt  in  dem  zweiten  Durchschnitte  des  Kreises  k”  mit  der  ge- 
meinschaftlichen Centralen  aller  Schncidungs-Krcisc. 

2lG.  Wenn  wir  in  den  bisherigen  Entwicklungen  die  äufserc  Symmetrale  dreier  ge-  Fig.  65. 
gebener  Kreise  mit  einer  der  innern  vertauschen,  so  kommen  wir  za  ähnlichen  Con- 
strnctionen.  Wir  brauchen  hier  nur  anzudeuten,  und  wollen  nur  einen  speciellen  Fall 
liorvorheben.  In  der  65.  Figur  ist  mit  den  Kreisen  y nnd  y ein  Kreis  y"  zusanunenge- 
stcllt,  der  jeden  der  Berllhmngs- Kreise  C und  C'  auf  entgegengesetzte  Weise  berührt 
als  die  beiden  erstgenannten  Kreise.  Alsdann  schneiden  sich  C und  C und  der  Orthogo- 
nal-Kreis  K in  denselben  beiden  Puncten  M und  M‘.  Durch  diese  Punctc  geht  diejenige 
innere  Symmetralc  von  y,  y nnd  y",  welche  den  äufsem  Symmctral - Punct  von  y und  / 
enthält.  Der  Kreis  k'  schneidet  die  beiden  Kreise  y und  y in  zwei  Punctcn  N'  und  N', 
die  mit  dem  änfsern  Symmctral -Puncto  dieser  Kreise,  x,  in  gerader  Linie  liegen.  Hier- 
nach schneidet  k‘  die  Kreise  y und  y unter  gleichem  Winkel,  den  wir  a nennen  wolle^ 
während  er  y"  unter  einem  Winkel  schneidet,  der  jenen  Winkel  « zu  « ergänzt  Der  zn- 
geordnete  Kreis  k schneidet,  im  besondern  Falle  der  Figur,  die  Kreise  y und  y unter  ei* 
nem  Winkel  (a— to)  und  den  Kreis  y“  unter  einem  Winkel  to. 

Bei  einer  andern  Grobe  und  gegenseitigen  Lage  der  drei  gegebenen  Kreise  zu  einan- 
der, können  zwei  conjugirte  Kreise,  wie  k und  k’  jeden  der  gegebenen. statt  nnter  Win- 
keln, die  sich  zu  a ergänzen,  unter  gleichen  Winkeln  schneiden. 

317.  Wir  wollen  hier  nun  gleich  die  Constrnction  folgender  Aufgabe  ansehlielsen : Fig.  71. 

Einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  vier  gegebene  unter  gleichem  Winkel  schneidet. 

Seyen  y,  y,  y"  nnd  y“  die  vier  gegebenen  Kreise;  M"M„,,  M"M„,  MM,  nnd  RIM  die 
änfsern  Symmctralen  von  y,  y und  y" ; y,  y und  y" ; y,  y“  und  nnd  von  y y”  und  y"\ 

K ',  K",  K’,  und  K die  Orthogonal  - Kreise  jener  vier  Systeme  von  drei  Kreisen.  Die 
Symmetrale  von  y,  y und  y schneide  den  bezüglichen  Orthogonal -Kreis  K’"  in  M“  und 
RI.,:  diese  Punctc  sind  alsdann  zugeordnctc  Pole  für  den,  in  der  Figur  punclirten,  Kreis 
x,  der  aus  dem  äufsem  Symmctral -Puncte  von  y nnd  y so  beschrieben  worden  ist,  dafs 
er  mit  diesen  Kreisen  dieselbe  Chordale  hat  Die  Symmetrale  von  y,  y und  y"  schneide 
den  bezüglichen  Orthogonal -Kreis  K”  in  M"  nnd  M„;  diese  Puncte  sind  alsdann,  wie 
eben,  zngeordnete  Pole  für  den  Kreis  x.  Dnrch  RI'",  M,„,  RI"  und  RI„  läfst  sich  also  ein 
Kreis  legen:  dieser  Kreis  schneidet  die  gegebenen  alle  vier  unter  gleichem  Winkel.  Die 
Constrnction  dieses  Kreises,  auf  die  wir  später  zurückkommen,  ergibt  sich  hiernach  auf 
der  Stelle. 
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213.  Nachdem  wir  ans  in  den  letzten  Nummern  in  einem  Cyclas  von  Aufgaben  und 
Constrnctionen  orientirt  haben,  wollen  wir  nnn  den  Gegenstand  durch  Rechnung  gerade- 
zu angreifen.  Zunächst  nehmen  wir  die  Aufgabe: 

Einen  Kreis  zu  beschreiben , der  jeden  von  drei  gegebenen  Kreisen  unter  einem  ge- 
benen  Winkel  schneidet. 

Seyen : 

(jr— — «)’  = p’i 

(y-b)’-Kx-a)5  = r*  , {,) 

(y-B)’-Kx-A)’  = R»j 

die  Gleichungen  der  drei  gegebenen  Kreise,  die  der  Ordnung  nach  unter  den  Winkeln  co, 
ei  und  co"  geschnitten  werden  sollen.  Der  Mittclpunrt  des  gesuchten  Kreises,  dessen  nn- 
bekannten  Radius  wir  cp  nennen  wollen,  liegt  alsdann  (21ii,  Amu.)  zugleich  auf  folgenden 


drei  Kreisen: 

(y~ßY~Hx~~a)  — P -Nt -+-2p <f  cosa, 

(y-b)M-(s — a)J  = rM-'f’-t-Sry  cos  cd  , (,) 

(y — B)M-(x — A)1  = R3-NrM-2Rycosa)"> 

er  ist,  mit  andern  Worten,  der  Chordal-Puuct  dieser  drei  Kreise.  Nehmen  wir  für  cp 
nach  einander  jeden  beliebigen  Werth,  so  stellen  die  Gleichungen  (2)  verschiedene  Sy- 
steme dreier  Kreise  dar.  Die  Chordal  - Puncte  aller  dieser  verschiedener  Systeme  liegen 
in  gerader  Linie.  Um  diefs  zu  zeigen  und  zugleich  die  Gleichung  dieser  geraden  Li- 
nie zu  entwickeln,  wollen  wir 

p’-Cß’-h?7)  = r5 — (a’-f-lr)  = R;-(AM-R-)  (3) 

setzen,  d.  h.  den  Anfangs -Punct  der  Coordinaten  im  Chordal -Puncte  der  drei  gegebe- 
nen Kreise  <t)  annchmen.  Ziehen  wir  nun  von  der  ersten  der  drei  Kreis -Gleichungen  (2) 
nach  einander  die  zweite  und  dritte  ab,  so  ergibt  sich  mit  Berücksichtigung  der  Bedin- 
gungs-Gleichung (3): 

» (b — j5)y»Ka— <0*  *=  (p  cos  co — rcoscd)cp , 

(B — (3)y-KA— «)x  = (p  cos  co  — R cosv>")tp  j 
und,  wenn  wir  <p  climinircn,  kommt  als  gesuchte  Gleichung: 

p(a— A)  cos  <o-f-r(A — a)  cos  co'-l-R(a — a)  cos  cd' 

^ p(b — B)cos  o>4-itll  - 1)  cos  co‘-t-R.{ß — b)  cos  co”  *’  4 

Auf  der  durch  diese  Gleichung  dargcstellten  geraden  Linie  liegt  der  Miltolpnnct  des 
gesuchten  Kreises.  Solcher  Kreise  sind  zwei  möglich , nur  müssen  wir  hierbei  nicht  au- 
fser  Acht  lassen,  dafs  einer  dieser  Kreise  oder  auch  alle  beide  solche  seyn  können,  wel- 
che die  gegebenen  Kreise  unter  Winkeln  schneiden,  die  alle  drei  Winkel  co,  cd  und  et"  zu 
n ergänzen,  denn  die  Gleichung  (4)  ändert  sich  nicht,  wenn  wir  zugleich  die  Zeichen  al* 
ler  Cosinus  ändern. 

Setzen  wir  co  = cd  = ca",  so  verschwinden  aus  der  letzten  Gleichung  die  Winkel- 
Functionen  ganz,  und  wir  erhalten  die  5.  Gleichung  der  153.  Nummer,  die  Gleichung  der- 
jenigen geraden  Linie , welche  die  Mittclpnncte  zweier  Bcrührungs  - Kreise  enthält.  Diese 
gerade  Linie  ist  also  der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpuncte  aller  Kreise,  welche  die 
drei  gegebenen  Kreise  uuter  gleichen  Winkeln  schneiden. 

Wenn  wir  Nenner  und  Zähler  des  CoefScienten  von  x in  der  Gleichung  (4)  dnreh 
cos  co  dividiren,  so  kommen  wir  zu  einer  Gleichung,  die,  rücksicbtlich  der  Winkel-Func- 
tionen, nur  die  Quotienten  ros  und  ros  m enthält:  Hieraus  erhellt,  dafs  die  Gleichung 
cos  ca  cos  co 

dieselbe  bleibt,  wie  wir  auch  die  Winkel  co,  cd  und  a>"  annehmen  mögen,  so  lange  nur 
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mögen,  so  lange  nnr  jene  Quotienten , die  wir  durch  /i  und  * bezeichnen  wollen,  sich  nicht 
ändern.  Die  Gleichung  (i,)  ist  also  der  Ort  für  die  Miltelpunctc  aller  derjenigen  Kreise, 
welche  die  drei  gegebenen  Kreise  unter  Winkeln  scheiden,  deren  Cosinus  sieb  verhal- 
ten wie  1 : n : v. 

219.  Wenn  wir,  ähnlich  wie  in  der  195.  Nummer,  als  erste  Axe  diejenige  gerade 
Linie  nehmen,  welche  durch  die  Miltelpunctc  der  beiden  zu  construii enden  Kreise  geht, 
so  sind  die  Gleichungen  dieser  Kreise  von  folgender  Form: 

y’-Kx-A)’  = R3,  . 

y’-Hx— A-)3  = R'3; 

nnd  wenn  wir  als  zweite  Axe  der  Chordale  dieser  Kreise  nehmen,  so  findet  zwischen  den 
Constanicn  ihrer  Gleichungen  überdiefs  noch  folgende  Beziehung  Statt: 

R3 — A3  = IV3— A'3.  (.) 

F.s  seyen  ferner  die  Gleichungen  der  drei  gegeben  Kreise,  die  wir  in  der  vorigen  Num- 
mer durch  (1)  dargcstcllt  haben,  nun  folgende: 

(r— Ä’-Kx— =*■  eS 

(y— = p'*>  (3) 

(y— «")*  = t*. 

Diese  drei  Kreise  werden  in  einem  Falle  von  beiden  Kreisen  (I)  unter  den  gegebenen  W in- 
kcln  n»,  to  und  o>" , oder  von  beiden  unter  denjenigen  Winkeln  geschnitten,  die  die  gege- 
benen zu  n ergänzen;  im  andern  Falle  werden  sie  von  einem  der  Kreise  (1)  unter  den  gege- 
benen Winkeln,  von  dem  andern  unter  den  Ergänzungs  - Winkeln  geschnitten.  In  dem 
einen  Falle  haben  wir,  wenn  wir  den  ersten  der  Kreise  (3)  betrachten: 

A )3  = R 3-4-p3  + 2R  p cosn, 

/S3-H» — A')1  = R’3-+-p3  + 2R'p  cos  o> , 
und  wenn  wir  abzichcn  nnd  auf  (2)  Rücksicht  nehmen,  kommt: 

(A — (R’—  R)  p costo. 

In  dem  andern  Falle  ergibt  sich  auf  ähnliche  Weise: 

(A- — A )a  = + (R'-f-R)p  costo, 

und  wir  haben  also,  indem  wir  beide  Fälle  zusammenfassen: 

p cos  to  _ _ A‘ — A 

~ R +R  ‘ . eos  m 

In  Beziehung  auf  den  zweiten  und  dritten  der  Kreise  (3)  finden  wir  für  — und 

denselben  Ausdruck , so  dafs  also : 

u , . „ * 

p cos  01  p cos  to  p costo 

Hieraus  folgt:  0 a 0 


ap  COSW  = ap costo,  ap  COSto  s=  « 0 COS  to, 

nnd  mithin  verschwinden  die  Ausdrücke: 


ap  cos  to  — ■ a p cos  to 
p cos  ui — p costo 


«p  costo  — a p cos  to 


ap  COSto  — ap  COSto, 

a'p"  cosco"  — a"p'  cos  to 
p"  cos  a"  — p’  cos  to 


(♦) 


Q COS  CO  Q COStO 

d.  h.  die  Abscisscn  dreier  Symmetral-Puncte  derjenigen  drei  Kreise,  die  aus  den  Mittel- 
puncten  der  gegebenen  mit  den  Radien  p cosa>,  p‘  costo'  nnd  p " cos  a"  beschrieben  wer- 
den können.  Diese  Symmetral-Puncte  liegen  also  anf  der  Chordalen  der  beiden  Kreise 
(1),  die  mithin  eine  Symmetralc  der  eben  bczcichncten  drei  Kreise  ist.  Im  Falle  dafis  die 
Winkel  »,  a>  und  to “ alle  drei  gröfser  oder  alle  drei  kleiner  als  - sind,  ist  diese  Symme- 
trale  eine  änfscre,  sonst  eine  der  innern,  die  wir  sogleich  nntersebeiden. 

16 
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Achnlich  wie  in  der  vorigen  Nummer,  erkennen  wir,  dafs  auch  die  Ausdrücke  (ö)  die- 
selben bleiben,  so  lange  das  Verhällnifs  der  Cosinus  der  Schncidungs- Winkel  sieb  nichj 
ändert.  Dieses  Yerbällnifs  sey: 

1:  n:  v, 

so  dafs  die  drei  Cosinus  durch  folgende  VVcrlbe  dargcstcllt  werden  können : 

(,  ffl,  yjf, 

indem  wir  durch  i beliebige  W’erlbc  bezeichnen.  Nehmen  wir  t immer  kleiner,  so  nähert  sich 
der  Schncidungs -Kreis  immer  mehr  dem  Orlhogonal -Kreise , der  dem  Uebcrgangc  von 
positiven  W’erthen  von  i in  negativen  NYerthen  entspricht.  Dieser  Kreis  hat  also  mit 
allen  in  Rede  stehenden  Schncidungs -Kreisen  die  eben  näher  bestimmte  Symmctrale  zur 
gemeinschaftlichen  Chordalen.  Hiernach  ergibt  sich  folgende  Constrnclion  der  Aufgabe, 
einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  jeden  von  drei  gegebenen  Kreisen  unter  einem  gegebenen 
W inkel  schneidet  (wobei  auch  an  die  Stelle  aller  drei  gegebenen  Winkel  die  Nebenwin- 
kel derselben  treten  können): 

„Man  verkürze  den  Radius  jedes  der  drei  gegebenen  Kreise  im  Verhältnisse  von  f.ins 
„zum  Cosinus  desjenigen  W inkels , unter  welchem  derselbe  geschnitten  werden  soll.  Für 
„die  drei  neuen,  auf  diese  Art  bestimmten,  Kreise  construirc  man  die  äufscre  Symmetralc, 
„wenn  die  gegebenen  W inkel  alle  drei  grüfser  oder  alle  drei  kleiner  sind  als  — , sonst  die- 
jenige innere  Symmctrale,  welche  durch  den  äufsern  Symmetral-Punct  derjenigen  beiden 
„(zuvor  verkleinerten)  Kreise  geht,  die  unter  den  beiden  der  gegebenen  Winkel  geschnit- 
ten werden  sollen,  welche  beide  kleiner  oder  beide  grüfser  sind  als  -j . Man  constroire 
„ferner  fltr  die  drei  ursprünglich  gegebenen  Kreise  den  Orthogonal -Kreis.  Dicjcnigen|bci- 
„den  Kreise,  welche  alsdann  mit  diesem  Orthogonal -Kreise  jene  Symmctrale  zur  gcmcin- 
„scbaftlichcn  Chordalen  haben,  und  Ubcrdiefs  einen  beliebigen  der  drei  gegebenen  Kreise 
„unter  dem  gegebenen  Winkel  schneiden,  sind  die  gesuchten.“ 

Die  Determination  liegt  in  der  Möglichkeit  derjenigen  Aufgabe,  auf  welche  die  ur- 
sprüngliche zuriiekgefuhrt  worden  ist.  *)  Der  Orthogonal  Kreis  kann  imaginär  werden 
(sein  Radius  unter  der  Form  Rw'^Tj  erscheinen)  nnd  doch  die  Aufgabe  möglich  bleiben. 


*)  Um  uns  nicht  zu  unterbrechen , deute  ich  die  Construction  dieser  Aufgabe  nur  beiläufig 
nach  der  gewöhnlichen  analytischen  Behandlungs  - Weise  an.  Setzen  wir  nemlich  den  An- 
fangs -Punct  der  Coordiuaten  in  den  Fufs-Punct  des  vom  Chordal-Puncte  der  gegebenen 
Kreise  auf  die  im  Texte  bezcichnete  Symmctrale,  gefällten  Perpendikels  und  nehmen  die  Symmo* 
trale  selbst  zur  zweiten  Aac,  so  ist  die  Gleichung  des  Orthogonal -Kreises  folgende: 

r-Kx-A)*  = R% 

wo  A die  Ahscissc  des  Chordal -Pe.nctes  bezeichnet,  nnd  Ra  sich  auf  bekannte  Weise  be- 
stimmt, der  Orthogonal -Kreis  mag  reell  oder  imaginär  seyn.  (Einmal  ist  Rl  das  Quadrat  ei- 
ner Tangente,  das  andere  Mal  ( — R a ) das  Quadrat  einer  halben  Chorde).  Die  Gleichung 
eines  Kreises,  der  mit  dem  Orthogonal -Kreise  die  zweite  Axe  zur  Chordalen  hat,  ist  von 
derselben  Form: 

y’-Kx— a)»  = r*,  (a) 

und  zugleich  ist,  ganz  allgemein  und  auch  für  den  Fall,  dafs  der  Orthogonal -Kreis  imagi- 
när wird : 

R1— Al  ss  r*— a*.  (b) 
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990.  Wir  können  die  eben  behandelte  Aufgabe  anch  dabin  ausdehnen , da  Ts  die  Durch- 
schnitte des  gesuchten  Kreises  mit  den  gegebenen,  zum  Theil  oder  alle,  imaginär  wer- 
den; indem  wir  nemlich  die  Cosinus  der  gegebenen  Durchschnitts- Winkel  grüfser  als  Eins 
nehmen,  ihnen  aber  immer  noch  einen  bestimmten  Werth  beilegen.  Hierdurch  wird  eine 
Beziehung  der  Lage  und  Grüfse  des  verlangten  Kreises  zu  der  Lage  und  Grüfse  jedes  der 
gegebenen  Kreise  angegeben,  die  wir  nach  der  Note  zur  213.  Nummer  geometrisch  leicht 
näher  bezeichnen  können.  So  lange  das  Verhältnifs  der  Cosinus,  sie  mögen  alle  oder  zum 
Theil  anch  gröfser  als  Eins,  mithin^ blofs  lictiv  scyn , folgendes  bleibt: 

1:  n : v, 

so.  lange  liegen  die  Mittelpnncte  der  gesuchten  Kreise  auf  der  durch  die  in  der  218.  Num- 
mer entwickelten  Gleichung  dargcstelltcn  geraden  Linie. 

In  die  auf  diese  Weise  erw  eiterte  Reihe  von  gesuchten  Kreisen  ordnet  sich  jedesmal 
auch  die  in  der  vorigen  Nummer  hezeichnete  Symmctrale,  und  wenn  diese  den  Ortho- 
gonal - Kreis  nicht  schneidet,  gehören  hierhin  auch  zwei  Puncte. 

22t.  Wir  wenden  uns  schlicfslich  nun  zu  folgender  Aufgabe: 

Einen  Kreis  zu  beschreiben , der  vier  gegebene  Kreise  uni  er  Winkeln  schneidet,  de- 
ren Cosinus  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  1:  fix  v:  p : stehen. 

Seyen : 

(y — *$)’ ■+• (u— «)*  — (i!, 

(y— /ttM-cx— «0*  = e'S 
(y— /OM«»— df  = *'», 

(y— = e"’s. 

die  Gleichungen  der  vier  gegebenen  Kreise.  W ir  wollen  ferner  den  Radius  des  gesuch- 
ten Schneidungs -Kreises  durch  q , und  die  Winkel,  für  welche  das  Ycrhältnifs  der  Co- 
sinus gegeben  ist,  durch  a>,  cd',  cd"  und  cd’"  bezeichnen.  Alsdann  liegt  der  Miltclpunct  des 
zu  constrnircnden  Kreises  zugleich  auf  folgenden  vier  Oertem: 

(y — ß )M-(X — “ )’  *f*  P H-iy’-Ftp  q COS  a , 

(y — ff  IHK*—“  )’  = p '-t-p'-hlp'  <f  cos  cd'  , 

(y—ß"  )'-Ht — «”)*  = p"’-Hf  5-+-2p  "9P  cosco", 

(y — ß“y~i~x — cc'")1  = cos  cd". 

Nehmen  wir  die  Differenz  je  zweier  dieser  vier  Gleichungen,  und  setzen  zugleich  der 
Kürze  halber: 

= 5,  = Jf,  p HV)  = r,  «rMc.-’-Hn  = f > 

so  kommen  wir  zu  folgenden  sechs  linearen  Gleichungen: 

2(ff  — ß)  y-f-2(«  — ec)  x-f-j  — | — 2(p  cos  co  — q cos  cd  )<p, 

2{ff'  — ß)  — a)  I-t-5"  — ? = 2(p  COS  CD  — p"  COS  a>"  )q, 

2(ß" — ß)  y-f-2(o" — cc)  x-t-if" — ; s=  2(p  COS  cd — p"’  COS  cd"  )cp  , 

2(jS"  — ff  )y-f-2(o"  — es  )x-t-|"  — !f  = 2(p'  cos  cd  — p"  COS  co"  )<f , 

2{ff— (f  )y+2(o"'— u )x-Vf' — ? = 2(p'  cos  cd — p " cos  cd")  f, 

2(,?' — /S")y-f-2(a’" — = 2(p"  COS  cd' — p"’  cos  td")cf  . 

Soll  ferner  der  durch  (»)  darge  .teilte  Kreis,  den  ersten  der  .gegebenen  (3)  unter  dem  gege- 
benen Winkel  cd  schneiden,  so  ist: 

ßi-Hu—  a)*  = r*-f-p*-f-2rp  cos  co.  (c) 

Die  beiden  Gleichungen  (b)  und  (c)  führen,  um  r und  a zu  bestimmen,  zu  leicht  COllitruir- 
baren  quadratischen  Gleichungen. 

t6  * 
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Wir  wollen,  mm  Bchnf  der  Kürze,  die  Ausdrücke  in  y,  x und  gegebenen  Grüfsen, 
die  wir  für  <p  aus  den  letzten  sechs  Gleichungen  erhalten,  dnreh  A,  A, , Aa,  As,  A4  und 

6. 5 • • 

Aj  darstcllcn.  Diese  sechs  Symbole  können  ^ — 15  Mal,  paarweise  genommen,  einan- 


der gleich  gesetzt  werden,  and  so  kommen  wir  zu  folgenden  Gleichungen: 


A — A,  ® o, 
A — A.  = o, 
A, — A2  = o, 
Aj — A,  = o, 
A — A,  — o. 


A — Aj 
A — A4 
Al Aj 

Aj-Aj 
Al Aj 


= o, 
= o. 


“ o, 
= 0, 


Al Aj  = 

Aj— A»  = 
Aj— Aj  = 
A»-As  = 
Aj-A, 


«*} 

«>S 

01 

Oj 

o. 


(.) 


Die  in  diesem  Schema  zusammengestellten  Gleichungen  enthalten  nicht  mehr  <f , sind 
nicht  mehr  unmittelbar  von  den  Cosinns  der  Winkel  ra,  a , <o"  und  w"’,  sondern  blofs  von 
den  Quotienten  je  zweier  derselben  abhängig,  nnd  stellen  also,  da  diese  Quotienten  gege- 
ben sind,  constmirbarc  gerade  Linien  dar. 

Die  in  jeder  der  vier  ersten  Reihen  des  letzten  Schemas  enthaltenen  drei  Gleichnngen 
sind  identisch  nnd  haben,  entwickelt,  die  Form  der  5.  Gleichung  der  218.  Nummer.  Sic 
stellen  die  vier  Ocrter  für  die  Mittclpnncte  derjenigen  Kreise  dar,  welche  den  ersten, 
zweiten  nnd  dritten;  den  ersten,  zweiten  und  vierten;  den  ersten,  dritten  und  vierten;  den 
zweiten,  dritten  und  vierten  gegebenen  Kreis,  der  Ordnung  nach,  unter  Winkeln  schnei- 
den, deren  Cosinus  sich  verhalten  wie: 


1 t ft:  y,  1 : h P,  P>  *■  P- 

Diese  vier  Oerter,  die  gerade  Linien  sind,  schneiden  sich  in  demselben  Puncte. 
Dicfs  ist  sogleich  ersichtlich,  denn,  in  folgenden  Zusammenstellungen  z.  B: 

A— A,  o , A— Aj  — o,  A,— Aj  c o; 

A— Aj  = o , A — -Aj  — o , Aj — A j o ; 

bedingen  zwei  Gleichungen  die  dritte;  es  gehen  also  die  bezüglichen  geraden  Linien,  ein- 
mal die  erste,  zweite  und  dritte;  das  andere  Mal  die  erste,  zweite  nnd  vierte,  mithin  alle 
zier  durch  denselben  Punct.  Dieser  Punct  ist  der  Mittclpnnct  des  gesuchten  Kreises, 
der  die  gegebenen  unter  Winkeln  schneidet,  deren  Cosinns  sich  verhalten  wie  1:  ft:  »:  p. 
Denn  ein  Kreis,  der  aus  diesem  Puncte,  als  Mittclpnncte,  beschrieben  wird  und  die  drei 
ersten  Kreise  unter  Winkeln  schneidet,  deren. Cosinus  sich  verhalten  wie  1:  ft : y,  schnei- 
det, weil  er  ebenfalls  auf  der  letzten  der  vier  zusammenlaufcnilcn  geraden  Linien  hegt  und 
schon  den  zweiten  und  dritten  Kreis  unter  Winkeln  schneidet,  deren  Verhältnis  ft;  y ist, 
den  vierten  gegebenen  Kreis  so,  dafs  die  Cosinus  der  Scboeidungs-  Winkel  für  die  letzten 
drei  Kreise  sich  verhalten  wie  ft;  y : p.*) 

Der  gesuchte  Kreis  selbst  ist  hiernach  leicht  zu  constrniren,  es  kommt  nur  noch 
darauf  an,  aus  einem  bestimmten  Puncte  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  Millel- 
puncte  aller  Kreise  enthält,  welche  drei  der  gegebenen  nntcr  Winkeln  schneiden,  deren 
Cosinus  in  gegebenem  Verhältnisse  stehen , einen  dieser  Kreise  tu  beschreiben,  und  die 
219.  Nummer  führt  diese  Construction  auf  folgende  zurück : aus  einem  gegebenen  Puncte, 
als  Mittclpnncte,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  mit  einem  gegebenen  Kreise  eine  be- 


*)  Die  in  der  5.  Reihe  des  Schemas  (1)  lusammengestcllten  drei  Gleichungen  bezeichnen  gerade 
Linien,  deren  geometrische  Bedeutung  sogleich  erhellt,  und  die  sich  leicht,  durch  Bestimmung 
von  zwei  Runden,  constrniren  lassen.  Diese  drei  Linien  gehen  ebenfalls  durch  den  Mittelpunct 
des  gesuchten  Schneidungs -Kreises. 
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kannte  gerade  Linie  rar  Chordalen  hat.  In  der  Möglichkeit  dieser  letzten  Constrnction 
liegt  die  Determination  unserer  Aufgabe.  Da  wir  auf  vierfache  Weise  die  vier  gegebenen 
Kreise  zn  drei  zusammcnstcllcn  können,  so  können  wir  auch  vier  Kreise  bestimmen  und 
vier  gerade  Linien,  welche  die  Chordalen  dieser  vier  Kreise  und  des  gesuchten  Kreises 
sind.  Im  Falle  lauter  wirklicher  Durchschuitte  können  wir  also  acht  Puncte  bestimmen, 
die  auf  demselben,  dem  gesuchten,  Kreise  liegen.  Dieser  Kreis  ist  immer  reell,  wenn 
auch  nur  eine  einzige  jener  Chordalen  dem  bezüglichen  Orthogonal  - Kreise  begegnet. 

Wir  müssen  ferner  auch  darauf  aufmerksam  seyn , dafs  der  gesuchte  Kreis  reell  seyn 
kann,  ohne  dafs  er  den  gegebenen  allen  oder  auch  nur  irgend  einem  derselben  be- 
gegnet (230). 

ln  dem  Bisherigen  liegen  die  Elemente  zn  verschiedenfach  modificirten  Constructionen 
unserer  Aufgabe.  Wir  heben  die  folgende  hervor: 

„Man  construirc  für  zweimal  irgend  drei  der  gegebenen  vier  Kreise  den  Orthogonal* 

„Kreis;  man  verkürze  ferner,  indem  man  den  Hadius  des  ersten  gegebenen  Kreises  beibe- 
„hält,  die  Radien  des  zweiten,  dritten  und  vierten  Kreises  in  den  Verhältnissen  l:p, 

„1 : y und  l:p;  und  construirc  für  die  beiden  Systeme  von  drei  neuen  Kreisen,  die  den- 
jenigen entsprechen , für  welche  wir  eben  den  Orthogonal  - Kreis  conslruirtj  haben , die 
„änfsern  Syinetralen.  Derjenige  Kreis,  welcher  alsdann  mit  den  beiden  Orthogonal- 
„Krcisen  diese  beiden  Symctralen  zu  Chordalen  hat , ist  der  gesuchte.“ 

222.  Die  in  der  vorigen  Nummer  behandelte  Aufgabe  gestattet  nur  eine  einzige  Auf- 
lösung, so  lange  wir  die  Durchschnitts  - Winkel  stets  auf  die  früher  festgesetzte  Weise 
nehmen.  Nehmen  wir  aber  will  kührlieh  jene  Durchschnitts- Winkel  oder  ihre  Nebenwin- 
kel, so  erhalten  wir  acht  Auflösungen,  weil  das  gegebene  Verhältnifs: 

1:  fit  v.  p,  . 

durch  Zeichenänderung  der  einzelnen  Glieder  acht  Fälle  cinschlicfst.  Einmal  können 
wir  nemlich  alle  Glieder  mit  demselben  Zeichen  nehmen,  viermal  drei  mit  demselben 
nnd  das  vierte  mit  verschiedenem  Zeichen,  und  dreimal  zwei  und  zwei  mit  gleichem 
Zeichen.  Die  Modification  obiger  Constrnction  für  die  einzelnen  Fälle  bestehen  einzig  in 
der  Vertauschung  äufsercr  Symmetralen  mit  innern. 

223.  Die  Constrnction  der  221.  Nummer  schliefst,  als  besondem  Fall  die  Construc- 
tion  desjenigen  Kreises  in  sich,  der  vier  gegebene  unter  gleichen  Winkeln 
schneidet,  und  kommt  alsdann  auf  die  217.  Nummer  hinaus.  Hier  können  wir  auch 
auf  folgende  Weise  verfahren: 

„Man  constrnire  für  jedes  zweier  Systeme  von  drei  gegebenen,  beliebig  zusammenge- 
>, stellten  , Kreise  die  beiden  bezüglichen  Berithrnngs  - Kreise.  Der  gesuchte  Kreis  hat  als- 
„dann  mit  den  beiden  Berührungs-Kreisen  jedes  Paares  dieselbe  Chordalc,  und  ist  roit- 
„liin  leicht  zu  beschreiben.“ 

Die  Lage  des  Mittclpunctes  des  gesuchten  Kreises,  rücksichtlich  der  Mittelpuncte  der 
Berührungs  - Kreise  jedes  beliebigen  Paares,  bestimmt,  ob  der  Durchschnitts  - Winkel  ein 
reeller  ist  oder  nicht. 

22Z|.  Wenn  wir,  indem  wir  bei  der  Constrnction  der  7l.Fig.  stehen  bleiben,  aus  dem  Fig.  7>- 
äufsern  Symmetral -Puncte  der  Kreise  y und  y einen  Kreis  * beschreiben,  der  mit  diesen 
beiden  Kreisen  dieselbe  Chordalc  hat,  so  schneidet  derselbe  den  Orthogonal -Kreis  K~ 
von  y und  y"  unter  rechten  Winkeln,  und  ebenso  jeden  andern  Kreis,  der  mit  K” 
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eine  gerade  Linie,  die,  wie  M“M„,  durch  jenen  Synimclral  - Pnnct  geht , zur  Chordalen  hat, 
also  auch  den  gesuchten  Kreis  G Solcher  Kreise,  die  dem  Kreise  x entsprechen,  gibt 

cs  im  Allgemeinen  — = 6,  nnd  diese  sechs  Kreise  können  wir  auf  - ^ = 20  verschie- 

e 1.2  1.2.3 


denc  Weisen  zu  drei  combiniren.  Die  drei  Kreise  von  vier  dieser  Comhinationen  haben 
eine  gemeinschaftliche  Chordale,  welche  durch  den  Mittelpunct  des  gesuchten  Kreises 
geht;  für  jede  der  Übrigen  Combinationen  von  drei  Kreisen,  können  wir  den  gesuchten 
Kreis,  als  Orthogonal -Kreis,  constrniron.  Nicht  auf  der  Realität  des  Kreises  x und  der 
entsprechenden,  sondern  in  der  Realität  des  Orthogonal -Kreises,  beruht  die  Möglichkeit 
der  Aufgabe,  die  so^ar  immer  Statt  hat,  wenn  einer  oder  mehrere  Kreise,  die  x entspre- 
chen, imaginär  werden.  Hieraus  ergibt  sich  folgende  Construction  eines  Kreises,  der 
vier  gegebene  unter  gleichen  Wiukcln  schneidet: 

„Aus  den  äufsern  Symmctral-Puncten  von  drei,  beliebig  unter  den  gegebenen  Kreisen 
„zusammcngcstellten , Paaren , die  jedoch  alle  vier  gegebene  Kreise  enthalten  müssen, 
„beschreibe  man  drei  Kreise,  die  mit  den  bezüglichen  gegebenen  dieselbe  Chordale  haben. 
„Der  Orthogonal -Kreis  des  Systems  dieser  drei  Kreise  ist  alsdann  der  gesuchte  Kreis.“ 

225.  W ir  können  die  letzten  Constrnclioncn  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  es  in 
Beziehung  auf  das  Problem  der  Tactionen  gethan  haben,  unmittelbar  auf  die  entsprechen 
den  Aufgaben  übertragen,  wo  Puncte  und  gerade  Linien  an  die  Stelle  eines  oder  mehre- 
rer der  gegebenen , unter  gleichen  Winkeln  zu  schneidenden , Kreise  treten.  Wir  verwei- 
len hier  nicht  bei  diesen  leichten  Uebertragnngcn. 


* 
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Zur  Theorie  der  Linien  zweiter  Ordnung. 


226.  Jede  einzelne  Linie,  die  durch  eine  Gleichung  vom  zweiten  Grade  zwischen 
zweien  veränderlichen  Grüfsen  dargestellt  wird,  pflegt  man  mit  dem  Namen:  „Linie  des 
zweiten  Grades“  oder  „der  zweiten  Ordnung“  zu  bezeichnen.  In  der  analytischen 
Behandlung  können  wir  daher  alle  diese  einzelnen  Linien,  die  eine  besondere  Classc  von 
Curven  bilden,  durch  die  allgemeine  Gleichung  vom  zweiten  Grade  zwischen  y und  x ver- 
treten lassen,  also  durch  folgende  Gleichung: 

Ay’-l-Bxy-f-Cx’-t-  Dy  + Ex-f-F  = o, 

wo  A,  B,  C,  D,  E und  F unbestimmte  constantc  Cocflicienten  bedeuten,  denen  wir  erst 
bestimmte  Wcrthe  beilegen  für  eine  bestimmte,  fttr  eine  gegebene  Cnrve.  Indem  wir  nun 
diese  Gleichung  behandeln  und  die  Resultate,  zu  denen  wir  kommen,  geometrisch  deuten, 
gelangen  wir  zu  den  Eigenschaften  der  Linien  zweiter  Ordnung.  Diese  Eigenschaften  er- 
scheinen unter  sehr  verschiedenen  Modificationcn , je  nachdem  wir  die  Cocfficienten  obi- 
ger Gleichung  bestimmen;  da  aber  alle  besondern  Gleichungen  desselben  Grades  gewisse 
charactcrislische  Eigenschaften  (was  z.  B.  die  Zahl  der  Wurzeln  und  die  Beziehung  dersel- 
ben zu  einander  betrifft)  gemein  haben  und  diesen  Eigenschaften  eine  geometrische  Be- 
deutung entspricht,  so  durchblickt  man  leicht  den  Grund,  warum  die Eintheilung  dcrCur- 
ven  nach  dem  Grade  der  Gleichungen,  durch  welche  sie  analytisch  ausgedrückt  werden, 
eine  der  Natur  der  Curven  selbst  angemessene  ist.  Diese  Eigenschaften  der  Curven  sind 
unabhängig  von  irgend  einem  bestimmten  Coordinatcn- Systeme,  und  so  ist  denn  auch 
aus  dem  eben  Erwähnten  a priori  ersichtlich,  dafs  der  Grad  der  Gleichung  ein  und 
derselben  Cnrve  sich  nicht  ändern  kann,  wenn  wir  dieselbe  auf  verschiedene  Systeme  ge- 
radliniger Coordinatcn- Axcn  beziehen. 

227.  Den  Emlheilungs -Grund  für  die  Linien  des  zweiten  Grades  in  Arten  wollen 
wir  wiederum  in  den  besondern  Formen  aufsuchen,  unter  welche  dieselben  vermittelst 
Coordinatcn -Umformung  gebrächt  werden  können.  Diese  Methode  scheint  mir  vor  allen 
andern  den  Vorzug  zu  behaupten. 

Die  Verwandlung  der  Coordinatcn  zerfällt  in  zwei  wesentlich  von  einander  unabhän- 
gige Operationen:  in  die  Verlegung  des  Anfangs -Pnnctes  der  Coordinatcn  mit  Beibehab 
tung  der  Richtung  der  Axcn,  und  in  Veränderung  der  Axen -Richtung,  indem  der  An- 
fangs -Punct  der  Coordinaten  nnvcrrückt  bleibt.  Wir  wollen  also  sehen,  welche  For- 
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men  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  annelimcn  kann,  vermittelst  jener  zwie- 
fachen Coordinatcn- Veränderung. 

Statt  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  wollen  wir  in  der  Folge 
ans  vorzugsweise  der  folgenden  bedienen: 

yH-ü.zy  -+-f‘!xJ-f-2;.'y-t-2<lx-f-f  = o, 

die,  indem  wir  den  Cocflicienlcn  des  ersten  Gliedes  durch  Division  fortgeschalTt  haben, 
nichts  von  ihrer  Allgemeinheit  verloren  hat,  und  in  der  2a,  ß,  2 y,  2d  und  t wiederum 
anbestimmte  Cocfficienten  sind,  wo  der  Factor  2,  wo  er  vorkommt,  nur  der  Symmetrie 
in  den  folgenden  Entwicklungen  wegen,  hinzugefiigt  worden  ist. 


§.  1. 


Verlegung  des  Anfangs -Punctes  der  Coordinaten.  Discttssion  aller  einzelnen 
Fälle,  welche  die  allgemeine  Gleichung  umfafst. 


228.  Scy  also : 

y’-f-2axy4-|?i,-t-2j')-4-2d*-H  = o (i) 

die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  auf  irgend  ein  beliebiges , rechtwink- 
liges oder  schiefwinkliges,  Coordinatcn- System  bezogen.  Sind  alsdann  y und  x'  die 
Coordinaten  eines  Punctcs,  Uber  dessen  Lage  wir  einstweilen  noch  keine  nähere  Bestim- 
mung machen,  so  brauchen  wir  blofs  in  die  Gleichnng  (l) 

y— f-y-  statt  y,  und  x+x'  statt  x, 

zu  suhstituiren , um  die  bezügliche  Curvc  auf  ein  neues  Coordinaten  - System  zn  beziehen, 
dessen  Axcn  den  frühem  parallel  bleiben,  dessen  Aniangs-Puncl  aber  in  den  Punct  (y>*) 
verlegt  ist.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir: 

y5+2axy4-/S*H-2(y'-l-ax'-f-;)y-t-2(ay'-J-(?x'+J)x 

-J.(y'M-2«x’y'-t-j3x’2-t-2}'y'-f-2i)x'4-t)  = o.  (a) 

Wir  bemerken  «vorderst,  dafs  diese  Aufforderung  sich  nur  auf  die  Cocfficienten  von 
y und  x and  aaf  das  constantc  Glied  erstreckt.  Durch  eine  schickliche  Annahme  von  y 
nnd  x',  d.  h.  indem  wir  die  Lage  des  neuen  Anfangs -Punctes  gehörig  wählen,  können 
wir  im  Allgemeinen  jene  beiden  Coefhcienlen , oder  auch  jeden  einzelnen  derselben  und  das 
constantc  Glied  verschwinden  lassen. 


229,  Damit  die  CoefScicnten  von  y and  x in  der  nmgeformten  Gleichung  verschwin- 
den , müssen  wir  y nnd  x so  nehmen , dafs  die  beiden  Gleichnngen : 

y'-fox'-t-y  = °>  m 

ay’-t-,?x'-f-J  = 0,  V ' 

befriedigt  werden.  Da  diese  beiden  Gleichungen  linear  sind,  SQ  gibt  die  Elimination  nie- 
mals imaginäre  Werthc  für  y und  x’;  diese  Wcrtlie  können  aber  unendlich  und  unbe- 
stimmt werden.  Eliminircn  wir  wirklich,  so  kommt: 

, flr— ad  , d — ay 

* = ihr  x ~ w 

Weil  wir  den  CoefScicnten  des  ersten  Gliedes  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten 
Grades  auf  Eins  gebracht  haben,  ist  nicht  sogleich  ersichtlich,  welche  Form  die  letzten 
Ausdrücke  annehmen,  wenn  jenes  erste  Glied  fehlt.  Für  diesen  Fall  ist  die  allgemeine 
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Gleichung,  nachdem  wiederum  alle  Glieder  derselben  dnreh  den  Cocfficienicn  von  xy  di- 
vidirt  worden,  unter  folgender  Form: 

xy-hßx  , 

die  Gleichungen  (3)  verwandeln  sich  hiernach  in : 

x'+9  =o,  y'-4-2 ßx'+i  *=  o, 

und  inithm  kommt: 

* = — /»  j=*2ßy—i. 

VVcnn  endlich  auch  ß Null  ist,  also  auch  das  mit  xJ  behaftete  Glied  ausfälll  und  dir 
Form  der  Gleichung  folgende  ist: 

. , xy+yy+dx-f-s  = o , 

so  ergibt  sich: 

x = — y,  y r=  — S. 

230.  FUr  die  in  der  vorigen  Nummer  bestimmten  Werlhc  von  y und  x'  verschwinden  aus 
der  Gleichung  (2)  diejenigen  beiden  Glieder , welche  die  ersten  Potcnxcn  der  veränderli- 
chen Gröfscn  enthalten.  Zugleich  bekommt  das  von  denselben  unabhängige  Glied  einen 
bestimmten  Werth,  den  wir  durch  die  CocfRcicntcn  der  ursprünglichen  Gleichung (l)  ans- 
drücken  können.  Addiren  wir  zu  diesem  Ende  die  ersten  Theile  der  beiden  Gleichungen 
(3),  nachdem  wir  zuvor  die  eine  mit  y,  die  andere  mit  x'  multiplicirt  haben,  und  ziehen 
den  auf  diese  Weise  erhaltenen  Ausdruck  von  jenem  constantcn  Gliede,  nemlich  von: 

y'J-t-2ax'y'-f-^zJ-f.2)'y'-t-2dx-f-r 
ab,  so  vereinfacht  sich  dasselbe,  so  dafs  wir  blofs: 

yy'-Mx'-f-e 

Übrig  behalten. 

Snbstiluiren  wir  in  diesem  Ausdruck  die  eben  entwickelten  Werthe  von  y und  x",  so 
kommt,  wenn  wir  Alles  auf  gemeinschaftlichen  Nenner  bringen: 

«P— 2a<ry+ft',-K«s— iS)r 
a*—ß  ’ 

und  diesem  Ansdrucke  können  wir  auch  folgende  Form  geben: 

u2—ß 

Es  verwandelt  sich  also  die  Gleichung  (I),  indem  wir  den  Anfangs  - Puncl  der  Coor- 
dinaten  in  den  Punct  (y  , x')  verlegen  und,  der  Kürze  halber: 

— ß 

setzen,  in  folgende  Gleichung: 

y7+2cay-i-ßi!-ht  = o.  (s) 

Diese  Umformung  kann  immer  Statt  finden  nnd  die  nngeformte  Gleichung  dieselbe 
Curvc  noch  immer  wirklich  darstcllen,  wenn  die  Werthe  von  y und  x’  nicht  nnendlich 
werden,  nnd  sie  kann  immer  nur  auf  eine  einzige  Weise  geschehen,  wenn  diese  Werthe 
nicht  unbestimmt  werden.  Diese  beiden  Fälle,  denen  beiden  die  Bedingung: 

aß—ß  = O, 

entspricht,  wollen  wir  für  den  Augenblick  ausschliefscn  nnd  später  besonders  betrachten. 

23t.  Ziehen  wir  durch  den  neuen  Anfangs -Pnnct  der  Coordinatcn  irgend  eine  ge- 
rade Linie,  deren  Gleichung  also  von  der  Form: 

y = x*. 

ist,  so  finden  wir  für  die  gleichnamigen  Coordinatcn  der  Durchschnitte  dieser  geraden  Li- 
nie mit  der  Linie  zweiter  Ordnung  gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe.  Substitniren 

»7 
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wir  den  Werlli  von  j , den  die  letzte  Gleichung  gibt,  in  die  umgeformte  Gleichung  Curve 
(5),  so  finden  wir 

K = 1 Ch^-w)  ’ 

für  die  Abscisscn  der  Dnrcbschnitts-Punctc,  und  hieraus  die  entsprechenden  YVerthc  von 
v,  indem  wir  mit  x multiplicircn.  Es  wird  also  im  Allgemeinen  jede,  von  der  Curve  be- 
grenzte gerade  Linie,  die  durch  den  neuen  Anfangs  - Punct  der  Coordinatcn  geht,  in  die- 
sem Punctc  halbirt.  Dieser  Punct,  mit  andern  Worten,  ist  der  Mittel  punct  der  Curve- 
Jede  gerade  Linie,  die  durch  den  Mitlelpnuct  geht,  heifst  ein  Durchmesser. 

232.  Die  eben  gefundenen  beiden  gleichen  und  cnlgcgcsctztcn  Wierthe  von  x sind 
nicht  immer  reell.  Wir  wollen  die  einzelnen  Fälle,  denen  eben  so  viele  Unterarten  von 
Linien  der  zweiten  Ordnung  entsprechen,  ausführlicher  behandeln.  Es  kommt  hierbei 
Alles  auf  das  Zeichen  des  Altsdrucks  an,  aus  dem  die  Quadrat- Wurzel  gezogen  werden 
mufs,  und  also  zunächst  auf  das  Zeichen  des  Nenners 

*!+2  ux+ß , 

dessen  Werth  sich  ändert,  wie  wir  die  Dichtung  der  geraden  Linie,  die  durch  x bestimmt 
wird,  sich  änderu  lassen.  Nach  einem,  aus  der  Theorie  der  quadratischen  Glciehnngcn 
bekanntem,  Salze  bleibt  dieser  Ausdruck,  wie  wir  auch  x annchmen  mögen,  immer  posi- 
tiv und  kann  auch  nicht  Null  werden,  wenn  die  Factoren  vom  ersten  Grade,  in  die  sich 
derselbe  zerlegen  läfst,  imaginär  sind.  In  seine  Factoren  zerlegt,  nimmt  aber  dieser  Aus- 
druck folgende  Form  an: 

(*+,,_ v/,7w)(*+a+  * 

und  die  Imaginantät  der  Factoren  wird  durch  die  Bedingung : 

ß < o 

angezcigt.  In  diesem  Falle  entscheidet  also  Mols  das  Zeichen  des  Zählers  über  die  floa- 
lität  von  x.  Ist  t'  positiv,  also: 

cd— r5)  < °> 

so  begegnet  keine  einzige  gerade  Linie,  die  durch  den  neuen  Anfangs  - Punct  der  Coordina- 
ten  gebt,  der  Curve ; diese  Curve  ist  also  imaginär.  Ist  negativ,  also 

(J—ayp-Ka’— y1)  > o, 

so  begegnet  jeder  Durchmesser  der  Cnrve,  welche  Richtung  er  auch  haben  mag,  und 
zwar  immer,  da  der  Nenner  des  Wcrthcs  von  x nicht  Null  werden  kann,  in  einer  end- 
lichen Entfernung.  Die  auf  diesen  Fall  sieb  beziehende  Curve  ist  also  eine  nach  allen 
Seiten  hin  begränzte,  in  einem  endlichen  Raume  enthaltene,  und  heifst  Ellipse. 


233.  Dem  andern  Falle,  dafs  die  Factoren  des  quadratischen  Ausdrucks: 

- j xM-2ax-t-/? 

reell  sind,  entspricht  die  Bedingung: 

jf  > o. 

Bei  dieser  Voraussetzung  gibt  es  filr  x zwei  YVcrthc , nemlich 

— (x-t-Vu- — ,f,  — u — Vu2 — ,1 , 

von  welchen  jeder  jenen  Ausdruck  auf  Null  reducirt,  so  dafs  also  die  Abscisscn  und  Or- 
dinalen der  bezüglichen  Durchschnitte  unendlich  werden.  Nimmt  man  den  Werth  von  x 
so  an,  dafs  er  zwischen  jene  beiden  eben  bozcichnctcn  YVcrtlie  fallt,  so  wird  der  Nenner 
im  Ausdrucke  für  x negativ;  nimmt  man  hingegen  x entweder  kleiner  als  jene  beiden 
Wcrlhc,  oder  griifser  als  beide,  so  wird  derselbe  positiv.  Bei  der  ersten  Annahme  gibt 
cs  reelle  Durchschnitte,  wenn  t positiv,  hei  der  zweiten  Annahme,  wenn  t negativ  ist. 
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Wir  schm  hieraus  dafs  cs  zwei  gerade  Linien  gibt,  deren  Gleichungen,  anf  den  neuen 
Anfangs -Panel  bezogen,  in  folgender  enthalten  sind: 

y-K«± V'o’ — fl)  x = o, 

welche  den  Uehergang  von  derjenigen  Dnrrhmesscrn , die  der  Cnrvc  hegegnm,  zn  denjeni- 
gen, die  ihr  nicht  begegnen,  anzeigen.  Dieser  Uehergang  geschieht,  indem  die  Abstände 
der  Durchschnitte  dnrehs  Unendliche  gehen.  Die  so  bestimmten  beiden  geraden  Linien 
heifsen  Asymptoten.  Ans  dem  eben  Bemerkten  ist  ferner  ersichtlich,  dafs  fiir  den  in 
Rede  stehenden  Fall , dafs  nemlich  : 

u1— fl  > o 

die  Curve  immer  möglich  ist,  dafs  sic  ganz  in  ein  und  dasselbe  Paar  der  am  Durchschnitte 
der  Asymptoten  gebildeten  Scheitel -Winkel  fallt,  und  zwei  ganz  von  einander  abgeson- 
derte, sich  ins  Unendliche  erstreckende,  Zweige  bildet.  Diese  Curve  Reifst  Hyperbel. 
Das  Zeichen  von  <’  entscheidet  darüber,  in  welchem  jener  beiden  Paare  Scheitel -Winkel 
die  Hyperbel  liegt. 

23ti.  Wir  haben  in  den  beiden  letzten  Nummern  auf  den  Fall  nicht  Rücksicht  ge- 
nommen, dafs  * verschwindet,  oder,  was  hiermit  gleich  viel  sagen  will,  dafs  die  beiden 
Gleichungen: 

y'-f-ax'-f-y  «=  o, 
wf+flx-hi  — o, 

folgende  dritte  bedingen : 

y'M-2«s’y’H^x',-F2yy,-K2<lx'H-4  = o. 

DieAiden  ersten  Gleichungen  drücken,  indem  wir  y'  und  x als  veränderliche  Grü- 
fsen  ansenen,  zwei  Durchmesser  der  Cnrvc  aus;  denn  wir  haben  ja  den  Mittclpunrt  der- 
selben eben  durch  den  Durchschnitt  dieser  beiden  Linien  analytisch  constrnirt.  W enn 
wir  die  letzte  Gleichung  allein  flir  sich  nehmen,  nnd  auch  hier  y’  und  x'  als  veränderlich 
betrachten,  so  geht  dieselbe  in  die  Gleichung  der  gegebenen  Cnrve  selbst  über,  was  leicht 
n priori  ersichtlich  ist;  weil,  wenn  wir  den  Anfangs -Punct  der  Coordinatcn  auf  der  Curve 
selbst  nehmen,  y nnd  x zu  gleicher  Zeit  verschwinden,  nnd  also  das  von  y und  x unab- 
hängige Glied  in  der  umgeformten  Gleichung  fehlen  mnfs.  Aus  der  Gleichung  jeder  reel- 
len Curve  können  wir  das  constante  Glied  fortschaffen  und,  umgekehrt,  wenn  das  con. 
stantc  Glied  fehlt  oder  durch  Coordinatcn  -Verwandlung  sich  wegbringen  läfst,  so  ist  die 
Cnrvc  reell.  Diefs  findet  jedesmal  Statt,  wenn  obige  drei  Gleichungen  zugleich  Statt  fin- 
den sollen , oder  wenn  mit  andern  Worten  der  Mittclpuncl  der  Cnrvc  anf  der  Curve 
selbst  liegt;  denn  vermittelst  der  beiden  ersten  Gleichungen  redneirt  sich  die  dritte  auf 
folgende  lineare  Gleichung: 

jy'-f-dx’+z  = o, 

die  in  Verbindung  mit  jenen  beiden  ersten  Gleichungen  die  Bcdingungs  - Gleichung: 

(d-ayl’-K«* — Ä(» — y1)  = O, 

gibt,  welche  auf  die  Fälle,  die  wir  eben  betrachten  wollen,  sich  bezieht.  In  diesen  Fäl- 
len verschwinden  also  aus  der  gegebenen  Glcichnng  durch  Verlegung  des  Anfangs- 
Punctcs  der  Coordinatcn  in  den  Punct  (y  , x)  die  drei  letzten  Glieder  und  es  bleibt  blofs: 

y3-f-2uxy-f-)SxI  = o.  (i) 

Diese  Gleichung  läfst  sich  folgender  Gestalt  in  ihre  beiden  Factorcn  vom  erster* 
Grade  zerlegen : 

(y+(o— Vu'— ^jxXy-l-^a-t-V'u3 — .f)x)  = 0,  (•) 

und  drückt  also  ein  System  zweier,  im  neuen  Anfangs  - Punclc  der  Coordinalen,  d.  h. 
. »7  * 
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im  MiUelpanctc,  sich  schneidender,  gerader  Linien  ans.  Diese  beiden  Linien 
sind  nur  dann  reell  and  von  einander  verschieden,  wenn:  % 

a'—ß  > o. 

Ihre  Glcichnngcn  erscheinen  hingegen  unter  imaginärer  Form,  wenn 

— fl  < o, 

geben  alsdann  aber,  ganz  den  Bemerkungen  im  Anfänge  dieser  Nummer  gemäfs,  einen 
reellen  Punct,  denn,  wenn  wir  in  der  Gleichnng  (2)  x gleich  Null  setzen,  so  wird  y 
ebenfalls  gleich  Null,  nnd  wir  erhalten  also  den  neuen  Anfangs -Punct.  (Dieser  Punct 
spielt  die  Rolle  des  Mittclpunctcs,  der  immer  als  reell  zu  betrachten  ist , auch  dann,  wenn 
die  Curve  selbst  imaginär  wird.)  Dafs  im  zuletzt  betrachteten  Falle  die  Gleichung (l)  einen 
Punct  darstcllt,  erhellet  sogleich,  wenn  wir  ihr  folgende  Form  geben: 

(y — aiJ’-K/f — <‘r)x*  ■=  o , 

welche  Gleichung  nur  dann  befriedigt  wird,  wenn 

X2  = o und  (y — ax)2  = o , 

mithin  nnr  wenn  x,  und  demnach  auch  y,  Null  sind. 

Flir  den  fall,  auf  den  wir  noch  zuriiekkommen  werden,  dafs 

u2—ß  = o, 

lallen  die  beiden  geraden  Linien  in  eine  einzige  zusammen. 


235.  Es  bleiben  uns  jetzt  nur  noch  diejenigen  Fälle  zu  betrachten  Übrig,  in  welchen 

«’-/»  = o, 

wohin  zunächst  derjenige  gehört,  wo  der  Mittclpunct  anendlich  weit  liegt,  d.  h.  wo  die 
heiden  geraden  Linien,  durch  deren  Durchschnitt  wir  denselben  construiren,  nyn üch  die 
Durchmesser:  • 

y-t-ux-f-y  — o, 

“y-hßx-bJ  =0, 

parallel  sind.  In  diesem  Falle  können  aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  mit  y nnd  x be- 
hafteten Glieder,  beide  zugleich  nicht  mehr  verschwinden,  wir  können  aber  ein  belie 
ges  derselben,  zugleich  mit  dem  constantcn  Gliede,  fortschaffcn. 

Um  überhaupt  aus  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  das  constante 
Glied  zugleich  mit  demjenigen,  in  welchem  die  erste  Potenz  einer  der  Veränderlichen, 
für  welche  wir  hier  y nehmen  wollen,  fortznschaflen,  müssen  wir  y'  und  x'  vermittelst  der 
beiden  Gleichungen: 

y M-äazy-f^x’-f-apy'-f-Six'-f-«  **  o,  (i) 

y-Ha-hy  = o,  (,) 

bestimmen.  Betrachten  wir  diese  Gleichungen  als  geometrische  Oerter,  so  mufs,  damit 
die  Elimination  wirklich  Statt  finden  können,  da  der  zweite  derselben,  der  Durchmesser, 
immer  reell  ist,  auch  der  erste,  netnlieh  die  gegebene  Gurve,  immer  seyn,  nnd  Uberdicfs 
mufs  jener  Durchmesser  der  Curve  wirklich  begegnen.  Die  Bedingungen,  dafs  beides  Statt 
finde , ergehen  sich  aus  der  V erbindang  jener  heiden  Gleichungen.  Multipliciren  wir  zn 
diesem  l.ndc  die  Gleichung  (4)  mit  2y  und  ziehen  alsdann  dieselbe  von  (t)  ab,  so  kommt: 

— )' ,_M*’M-2(Jx'-*-c  =*  o, 

und  wenn  wir  in  diese  Gleichnng  den  ans  (4)  gezogenen  Werth  für  y substituiren  nnd 
ordnen,  so  kommt: 

(ß — “*)  x's+2(J— 07)  x'4-(< — y2)  = o.  (3) 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  sogleich  die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der  Umfor- 
mung der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  eine  Gleichung  von  folgender  Form : 

y3+3ßxy+/fx1+2<r x ~ O , (4) 
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wenn  wir,  der  Kürze  wegen: 

ay'+ßx'+l  — X (s) 

setzen.  Wir  erhalten  im  Allgemeinen  ans  der  Gleichung  (3)  zwei  verschiedene  Werthe 
für  x',  denen  eine  zwiefache  Weise  jener  Umformung  entspricht  Diese  ist  immer,  aber 
nnr  auf  eine  einzige  Weise  möglich,  wenn  die  Gleichung  (3)  sich  auf  den  ersten  Grad 
rcducirt,  wenn  nemlich: 

oJ — ß = o. 

In  diesem  Falle  können  wir  der  nmgeformten  Gleichung  (4)  auch  noch  folgende  Form 
gehen: 

(y+HX)M-2<rr  = 0,  (S) 

und  der  Ausdruck,  den  wir  nach  allen  Rcdoctioncn  für  $ erhalten,  ist: 

S = S — uy. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (6)  x gleich  Null  setzen,  d.  h.  die  beiden  Durchschnitte 
der  Curve  mit  der  zweiten  Axc  suchen,  so  kommt  anch  y3  gleich  Noll,  cs  fallen  also  jene 
Durchschnitte  im  Anfangs -Puncte  der  Coordinaten  zusammen:  die  Curve  wird  in  diesem 
Punctc  von  der  zweiten  Axe  berührt.  Weil  das  erste  Glied  der  besagten  Gleichung  ein 
vollständiges  Quadrat,  mithin  nothwendig  positiv  ist,  so  mnfs,  nm  fernere  reelle  Werthe 
für  y zu  erhalten,  das  Zeichen  von  x in  Beziehung  auf  das  Zeichen  von  d'  entgegenge- 
setzt genommen  werden.'  Es  gibt  also  Punctc  der  Curve  immer  nur  nach  einer  Seite  der 
x hin,  nach  der  positiven  oder  negativen,  je  nachdem  <!*,  umgekehrt,  negativ  oder  positiv 
ist,  d.  h.  je  nachdem: 

S — ay  < O,  oder  «I — a y > 0. 

Bei  dieser  Beschränkung  kann  der  Werth  von  x jeder  beliebige  scyn:  die  Curve  er- 
streckt sich  nach  der  einen  Seite  hin  ins  Unendliche.  Diese  Corve  heifst  Parabel. 

Den  Fall,  dafs 

<5 — ay 1=  o, 

nmfafst  die  folgende  Nummer. 


M 


236.  Eis  können  zuletzt  noch  die  beiden  Gleichungen: 

y‘+ax'+y  = o, 
ay'+ßx'+i  = o, 

identisch  seyn,  und  also  die  Durchmesser,  welche  sic  bedeuten,  indem  wir  y’  and  x- 
als  veränderlich  betrachten,  in  eine  einzige  gerade  Linie  Zusammenfällen.  Alsdann  lassen 
sich  ans  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  auf  unendlich  viele  Weisen , die 
mit  den  ersten  Potenzen  von  y und  x behafteten  Glieder  fortschaffen:  die  Cnrve  hat  un- 
endlich viele  Mittelpnncte,  deren  geometrischer  Ort  jene  beiden  zusammcnfallenden  Durch- 
messer sind.  Für  die,  diesem  Falle  entsprechenden,  Bcdingungs- Gleichungen  erhalten  wir 
sogleich  aus  obigen  Gleichungen  (1): 

a1 — ß = o,  ay — 6 — o. 

Der  Gleichung,  die  sich  hei  der  angozeigten  Umformung  ergibt,  können  wir,  mit  Be- 
rücksichtigung der  ersten  dieser  Bcdingungs -Gleichungen,  folgende  Form  gehen: 

(y — hx):+s'  ai  o, 

woraus  wir  denn  sogleich  ersehen,  dafs  die  bezügliche  Linie  zweiter  Ordnung  e in  System 
zweier  Parallelen  ist.  Für  i erhalten  wir,  wie  in  der  230.  Nummer  folgenden.  Aus- 
druck: 

. 1’  = yy'+ix+t; 

Substituircn  wir  in  denselben  den  Werth  für  y,  den  wir  ans  einer  der  beiden  Gleichungen 
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(1)  ziehen,  so  fallt  nach  der  zweiten  Bedingungs- Gleichung  x'  von  selbst  ans,  und  es 
bleibt  blofs: 

Je  nachdem  also  dieser  Ausdruck  negativ,  Null  oder  positiv  ist,  sind  jene  beiden  Pa- 
rallelen reell  und  verschieden,  fallen  zusammen  oder  werden  imaginär. 

§•  2- 

Veränderung  der  Richtung  der  Coordinatcn -Axen.  Beziehung  der 
constanten  Gröfscn  ein  ttnd  derselben  Curve  zu  einander 
für  verschiedene  Systeme. 


237-  Scy  wiederum: 

),-t-2azy-t-|?x"+2;y+3dz4-f  = o (1) 

die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung,  bezogen  auf  irgend  ein  beliebiges 
Axen- System.  Wir  wollen  den  Coordinalcn  Winkel  9 nennen.  Um  dieselbe  Curve  auf 
ein  anderes,  ebenfalls  beliebiges,  Coordinatcn- System,  dessen  Anfangs -Pnnrt  derselbe  ist, 
zu  beziehen,  braoehen  wir  nur,  nach  der  QO.  Nummer: 

y sin  q'+x  sin  y ^ y sin  x//+x  sinxp 

sin  9 , sin  9 

an  die  Stelle  von  y und  x in  obige  Gleichung  zn  setzen ; wobei  wir  durch  7 und  >/'  dieje- 
nigen Winkel  bezeichnen,  welche  die  erste  und  zweite  der  neuen  Axen  mit  der  ersten  ur- 
sprünglichen, und  durch  \j>  und  qi  diejenigen  W'inkel,  welche  dieselben  erstgenannten 
Axen  mit’  der  zweiten  ursprünglichen  bildtgt.  Durch  diese  Snbstitntionen  erhalten  wir, 
wenn  wir  ordnen: 

sin  3 7'— 2a sin  g‘  sin  ui+ßsin 3 qi 
. sin 3 9 


r 


+ 3 


sin  i/ ' sin q — a'sin  7'  sin  1 p+sin  7 sin  qi)+ ß sin  V/ sin  xy 


sin  - ’{- 


sin  ■ 9 

-ln  sin  7 sin  xp+fi  sin 3 141 

r » - ■■■■  -j  1 ■ — ■ ■ ".1  , X* 

sin 1 9 

_ 1 sin  q—i  sin  qi  rsinq—Hsinqi 

+ -y-t-2- x — x-t-f  = o. 

sin  9 f sin  9 

Wir  wollen  die  verschiedenen  Formen,  welche  die  anf  diese  Weise  uuigefonnie  Glei- 
ehnng,  bei  einer  schicklichen  Bestimmung  der  Dichtung  der  beiden  neuen  Axen,  anneh- 
inen  kann,  umständlicher  erörtern.  Diese  Discussion  scheint  auf  den  ersten  Blick  nicht 
ganz  einfach  zn  scyn ; sic  wird  cs  aber,  indem  xvir  auf  folgende  Art  dieselbe  angreifen. 
Seyen 

V = ax,  y = tis  (3) 

die  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  neuen  Coordinatcn -Axe,  bezogen  anf  das  ur- 
sprüngliche System,  alsdann  ist,  nach  obiger  Bezeichnung: 

sin  7 . sin  q‘ 

a 3 ...  , - — s s — . --  y 

sin  [9—q)  sin  {9—q  ) 

wclr.hr  Ausdrücke,  vermittelst  der  Gleichung: 

9~q—xp  ■=  1 . 
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in  folgcudc  übergehen: 

sin  (p  2l  — ? 

sin  y/  * sin  yi 

Hiernach  können  wir  nun  die  Gloichong  (2)  folgender  Gestalt  schreiben: 

Sir  <a'1+w+«-  y1 


+ 2 


sin  v sin  yj 


sin 2 9 
sin 2 tf; 
sin  1 9 
sinyi 
sind 


(aa'+afa+a')-^?).  xy 


(a’+2aa+fl.  x1 

(ay+J')y  — 2-^~  (ay+d).  x+« . 

sm  v 
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(♦) 


238. 


Betrachten  wir  zuerst  den  CocfTicionten  von  y2  und  x2,  nemlich: 


sin 2yi 
sin2  9 


(a'2+2«a'+$, 


sm2\p 
sin2  9 


(a’+2«a+,l), 


so  hat  offenber  eine  einzige  Gleichung  vom  zweiten  Grade,  deren  Form  folgende  ist: 


z2+2az+ß  = 0,>  (5) 

diejenigen  Werthe  von  a und  a'  zu  Wurzeln,  für  welche  jene  beiden  Coefficientcn  ver- 
schwinden. Nur  in  dem  Falle,  dafs  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  und  verschieden 
sind,  das  heifst,  wenn: 

n3— ß > o, 

lassen  sich  aus  der  gegebenen  Gleichung  (l)  die  mit  y2  und  x2  behafteten  Glieder  durch 
Coordinatcn-Vcrwandlong  fortschafTcn,  so  dafs  dieselbe  folgende  Form  annimmt: 

xy-t-2/y+2<T x+«'  = o.  (6) 

F.ine  solche  Umformung  kann,  im  Falle  imaginärer  W urzeln,  gar  nicht  Statt  finden, 
und  auch  im  Falle  gleicher  Wurzeln,  wird  die  umgeformte  Gleichung  illusorisch,  denu, 
dafs  a gleich  a'  wird,  heifst,  dafs  die  neuen  Coordinaten-Axen  in  eine  einzige  Zusammen- 
fällen. 

Da  die  Werthe  von  a und  a ' Wurzeln  ein  und  derselben  quadratischen  Gleichung 
sind,  so  ist,  wenn  eines  der  beiden  mit  y2  und  x2  behafteten  Glieder  verschwinden  kann, 
dadurch  zugleich  auch  die  Möglichkeit  für  das  Verschwinden  des  andern  gegeben.  Diefs 
ist  auch  a priori  darans  ersichtlich,  dafs  wir  beliebig  die  beiden  Axen  mit  einander  ver- 
tauschen können;  und  eben  hierin  finden  wir  den  Grund,  warum  die  heiden  Werthe  von 
a und  a'  Wurzeln  ein  und  derselben  Gleichung  seyn  müssen. 


239.  Durch  Verlegung  des  Anfangs  - Punctes  der  Coordinaten  in  den  Mittclpunct  der 
Curvc,  die,  weil  der  Ausdruck  (a2 — ß)  einen  positiven  WTerth  hat,  für  unsern  Fall  eine  Hy- 
perbel ist,  nimmt  die  Gleichung  (6)  folgende  Form  an: 

xy+«"  = o,  (7) 

wo  wir  durch  t"  eine  neue  Constantc  bezeichnen.  Aus  dieser  Gleichung  springt  der  asymp- 
totische Characlcr  der  Hyperbel  sogleich  in  die  Augen;  denn,  je  gröfser  wir  y nehmen, 
desto  kleiner  wird  x,  und  desto  mehr  nähert  sich  die  Curvc  der  zweiten  Axe;  je  gröfser 
wir  x nehmen,  desto  mehr  nähert  sic  sich  der  ersten  Axo.  Die  Gleichung  (9)  ist  die 
Gleichung  einer,  anf  ihre  Asymptoten  bezogenen,  Hyperbel.  Je  nachdem  s" 
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negativ  oder  positiv  wird,  liegen  die  beiden  Hyperbel -Zweige  in  dem  ersten  tind  dritten, 
oder  in  dem  zweiten  und  vierten  Coordinalen- Winkel.  Die  Gleichung  (6)  ist  die  Glei- 
chung einer  Hyperbel,  deren  Asymtotcn  den  Coordinatcn-Axon  parallel  sind- 
Wenn  wir  nur  für  einen  der  beiden  Ausdrücke  a und  a'  eine  Wurzel  der  Gleichung 
(5)  nehmen  , während  wir  den  andern  hcliebig  bestimmen , so  verschwindet  nur  x3  oder  y* 
aus  der  umgeformten  Gleichung  (4) : nur  eine  der  neuen  Coordinatcn-Axen  ist 
einer  der  Asymptoten  parallel.  Wenn  schon  in  der  ursprünglichen  Gleichung  ß 
Null  ist,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  (5)  auf  den  ersten  Grad,  oder  mit  andern  Wor- 
ten, eine  ihrer  Wurzeln  ist  gleich  Null,  d.  h.  eine  der  neuen  Axen,  und  mithin  eine  der 
beiden  Asymptoten,  mufs  der  ersten  der  urspünglichen  Axen  parallel  seyn.  Nehmen  wir 
in  der  so  bezeichneten  Gleichung: 

y3+2oxy+2yy+2«Jx-H  = o , 

für  y irgend  einen  constanten  Werth,  so  erhalten  wir  nnr  einen  einzigen  entsprechenden 
Werth  für  x,  d.  h.  jede  der  ersten  Axc,  oder  einer  der  beiden  Asymptoten,  parallel  gezo- 
gene gerade  Linie  schneidet  die  Curve  nur  |in  einem  einzigen  Puncte.  Für 
den  in  Rede  stehenden  Fall  sind  die  Gleichungen  (3)  der  neuen,  den  Asymptoten  paralle- 
len, Axen  folgende: 


240.  Der  Winkel,  welchen  die  beiden  Asymptoten  einschlicfscn , der  Asymptoten- 
Winkel,  ist  demjenigen  Winkel,  welchen  die  neuen  Axen,  deren  Gleichungen  im  All- 
gemeinen folgende  sind: 

y = ax,  y = ax, 

mit  einander  bilden,  gleich.  Bezeichnen  wir  daher  diesen  Winkel  durch  jj,  so  gibt  die 
17.  Nummer: 

(a1 — a)  sin  # 

lanS  ’J  ~ i+{a-t-a')  cos tt+aa 

Wir  erhalten  aber,  nach  der  Gleichung  (5),  deren  Wurzeln  a und  a sind  folgende 

Ausdrücke : , 

a+a-  =*  — 2 a,  aa  = ß , 

und  hiernach : 

a— a = iV«’-;, 

±2V'u2—ß-  sin# 

1—  2ucos9+ß 


lang  17 


(s) 


Wenn  das  ursprüngliche  Coordinalen- System  ein  rechtwinkliges,  also  9 = - 15t, 


so  erhalten  wir: 


lang  17 


+ 2 \/u—ß 

l±t> 


M 


24t.  Wenn  der  Asymptoten- Winkel  ein  rechter  ist,  so  heifst  die  Hyperbel  eine 
gleichseitige.  Alsdann  ist,  für  beliebige  Coordinalen: 

t — 2acos9+ß  — o, 

und  für  den  besondern  Fall  eines  rechtwinkligen  Systems: 

/»--!• 

Hiernach  erkennen  wir  also  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  sogleich 
den  Fall  wieder,  wo  dieselbe  eine  gleichseitige  Hyperbel  darstcllL  Bei  der  Annahme 
rechtwinkliger  Coordinalen  müssen  die  Cocfficicnlcn  von  y3  und  x3  gleich  seyn,  aber  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  Vorkommen. 
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Die  Gleichung: 

xy+2/y+2J'x+«’  — o 

ist  nach  der  239.  Nummer  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf  Coordinaten- Aren, 
die  den  Asymptoten  derselben  parallel  sind.  Hätten  wir  statt  der  allgemeinen  Gleichung 
des  zweiten  Grades  (1)  diejenige  Gleichung  betrachtet,  die  wir  erhalten,  indem  wir  blofs  die 
drei  ersten  Glieder  derselben  nehmen,  und  gleich  Null  setzen,  mithin  folgende  Gleichung : 

yJ-t-2«xy+,Sxl  = o , (n) 

so  hätte  d:"sc  bei  derselben  Coordinaten  - Umformung  folgende  Form: 

sty  *=■  o, 

angenommen,  und  bedeutet  also  das  System  der  neuen  Azcn,  die  den  Asymptoten  paral- 
lel sind.  Jene  Gleichung  (lf)  stellt  also,  auf  die  ursprünglichen  Axcn  bezogen,  ein  Sy- 
stem zweier  geraden  Linien  dar,  die  den  Asymptoten  der  Gurre  parallel  sind  und  durch 
den  Anfangs  - Punct  der  Coordinaten  gehen.  Diefs  ist  in  Uebcrcinstimmung  mit  den  Ent- 
wicklungen der  233.  Nummer. 

Wir  erhalten  hiernach  für  das  Asymptoten -System  selbst  folgende  Gleichung: 

(y— y')’+2«(y— y')(x— x'H-,9(x—  x*)*  =0,  (it) 

wenn  wir,  wie  in  dem  Frühem , den  Mittelpnnct  der  Curre  durch  (y',  x’)  bezeichnen.  Setzen 
wir  an  die  Stelle  von  y'  und  x’  die  in  der  229.  Nummer  entwickelten  Werthc: 

, ßy — uS  . , S—ay 

y “ TT  »’  x — -Ta» 

a1 — p uS—p 

so  kommt  nach  allen  Reductionen: 

y5+2«xy+/?xJ+2yy+2dx+l  = o , 

wenn  wir,  der  Kürze  halber: 

d3— 2 aSy+ßy1  , 

v . *^7? 

schreiben.  Die  so  erhaltene  Gleichung  (13),  die  das  System  der  beiden  Asymptoten 

ansdrückt,  ist  durchaus  unabhängig  von  t,  dem  constantcn  Gliedc  in  der  allgemeinen  Glei- 
chung des  zweiten  Grades.  Alle  verschiedenen  Curvcn  also,  welche  diese  Gleichnng: 
y3+2uxy+,?x,+2j’y+2dx-)-f  = o , 

darstcllt,  indem  wir  * nach  einander  alle  möglichen  Werlhe  geben;  a,  ß,  y und  3 aber 
als  ein  für  alle  Mal  bestimmt  anschcn,  haben  dieselben  Asymptoten.  Nehmen 
wir  t gleich  2,  so  erhalten  wir  die  Asymptoten  selbst,  und  durch  diese  Bestimmung  von 
1 ist  der  Uebergang  von  denjenigen  Hyperbeln , welche  in  einem  Paare  der  von  den  Asympto. 
ton  gebildeten  Scheitel- Winkel  liegen  zu  denjenigen,  welche  von  dem  andern  Paare  dieser 
Scheitel- Winkel  cingcschlosscn  werden,  bezeichnet.  Stimmen  die  Gleichungen  mehrerer 
Hyperbeln  nur  in  den  drei  ersten  Gliedern  überein,  so  sind  ihre  Asymptoten  blofs 
parallel. 

Für  den  Fall  der  Ellipse  reducircn  sich  die  Asymptoten  auf  einen  Punct,  den 
Mittelpnnct  der  Curve , für  den  Fall  der  Parabel  sind  die  beiden  Asymptoten  parallel , lie- 
gen aber  unendlich  weit  entfernt.  Die  Richtung  derselben  ist  zugleich  die  Richlnng  der 
beiden,  leicht  aus  der  allgemeinen  Gleichung  zu  bestimmenden,  Durchmesser: 

ß J 

y+«x+y  = 0 y+-x+-=o 

aa 

«ndjdcmnach  aller  andern,  da,  wie  wir  sogleich  noch  bestimmter  zeigen  werden,  alle 
Durchmesser  der  Parabel  unter  einander  parallel  sind.  Diese  Folgerungen,  die  unmittel- 
bar aus  der  Gleichung  (12)  sich  ergeben,  und  überhaupt  alle  ähnlichen  Betrachtungen 
sind  nur  in  sofern  von  Bedeutung,  als  sie  Eigenschaften  der  verschiedenen  einzelnen  Li- 
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nicn  zweiter  Ordnung  in  Verbindung  bringen.  So  ergibt  sich  zum  Beispiel  ans  der  zwei- 
ten der  eben  gemachten  Bemerkungen  folgende  Analogie  zwischen  Hyperbel  und  Parabel. 
Alle  Eigenschaften  der  erstem  Curve,  welche  sich  auf  Linien,  die  einer  der  Asymptoten 
parallel  sind,  beziehen  nnd  wrlche  eine  Folge  von  eben  diesem  Parallclismns  sind,  las- 
sen sich  anch  nnmittclbar  auf  die  Parabel  (ilcrtragcn,  indem  wir  einen  Durchmesser  der- 
selben, an  die  Stelle  jener  Linie  setzen,  die,  fiir  den  Fall  der  Hyperbel,  einer  der  beiden 
Asymptoten  parallel  ist.  *) 


242.  Wir  gehen  weiter.  Wenn  ans  der  nmgeformten  allgemeinen  Gleichung  des 
weiten  Grades  das  mit  xy  behaftete  Glied  verschwinden  soll,  so  müssen  wir,  was  aus 
der  4.  Gleichung  der  237.  Nummer  erhellet,  die  Richtung  der  beiden  neuen  Axen  vermit- 
telst folgender  Gleichung : 

aa'+  a(a+a')  + ß = o,  (iS) 

bestimmen.  Was  für  (Jonstantc  in  der  allgemeinen,  ursprünglich  gegebenen,  Gleichung 
des  zweiten  Grades  anch  Vorkommen  mögen,  diese  Gleichung  kann  immer  anf  unendlich- 
malig  verschiedene  Weise  befriedigt  werden,  und  zwar  so,  dafs  wir  die  Richtung  einer 
der  beiden  neuen  Axen  beliebig  annchmcn,  and  alsdann  die  Richtung  der  andern  vermit- 
telst der  letzten  Gleichung  bestimmen  können.  Betrachten  w’ir  nun  die  zweite  der  neuen 
Axen,  mithin  a',  als  gegeben,  so  erhalten  wir,  nach  der  letzten  Gleichung  fiir  a folgen- 
den Ausdruck: 


fl-t-aa'  , . 

3 = — — — i > (iS) 

o+a 

und  indem  wir  demgcmäfs  die  Richtung  der  ersten  Axe  nehmen,  nimmt  die  nmgeformte 
allgemeine  Gleichung  folgende  Form  an: 

y,+jS'x,+2y'y+2d'x+*'=  o.  (17) 

Fiir  den  CocfGcicntcn  von  x3  haben  wir,  nach  (4),  allgemein  folgenden  Ausdruck : 

„ _ sin1  v a3+2«a  +ß 

" ~ sin 1 \fi " aß+Sai'+ß  ’ 

und  wenn  wirfür  a seinen  Werth  in  a'  substituiren , so  kommt  nach  einer  leichten  Roduclion : 

sin  3 u’+ß 
sin 3 tfi ' (a+a')3 


ß *=  — 


Os) 


Diese  Gleichung  zeigt,  wie  das  Zeichen  von  ß einzig  vom  Zeichen  des  Ausdruckes  («3 — ß) 
abhängt,  und  dafs,  wenn  dieser  Ausdruck  Null  ist,  auch  ß verschwindet.  In  diesem  Falle 
fallt  also,  durch  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  aus  der  allgemeinen  Gleichung  des 
zweiten  Grades,  das  mit  dem  Quadrate  von  x behaftete  Glied  von  selbst  aus,  so  dafs  diese 
Gleichung  folgende  Form  annimmt: 

y3+2y'y+2d'x+i'  = 0.  {19) 


•)  Dieselbe  Analogie  zwischen  Hyperbel  and  Parabel  stellt  sich  auch  dar,  indem  wir  in  dem 
Sinne  der  alten  Geometer  verfahren  und  wie  Hamilton  (Lehre  von  den  Kegel  - Schnitten, 
übersetzt  von  J.  G.  Fcldhoff,  mit  einer  Vorrede  von  C.  I).  von  Münchow.  Coblenz, 
1825.)  von  der  Kegel -Fläche  ausgehen.  Die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind  nemlich  , so  wie 
die  Durchmesser  der  Parabel , Seiten  des  Kegels , aus  dem  diese  Curven  geschnitten  werden 
können,  parallel.  Ein  Beleg  für  das  im  Texte  Ausgesprochene  ist  zum  Beispiel  der  35.  Satz 
des  1.  Buches  der  eben  angezogeuen  Schrift. 
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Durch  Verlegung  des  Anfangs -Punctcs  der  Coordinaten  können  wir  endlich  noch  der 
Gleichung  (t~)  folgende: 

jr*+jJ ”1*+*"  = o , (ao) 

und  der  Glcichnng  (19)  folgende  Gestalt  geben : 

y3+2J"x  = o.  (ai) 


243.  Da  in  der  Glcichnng  (20)  nnr  die  Qnadrale  der  veränderlichen  Gröfsen  Vorkom- 
men, so  entsprechen  einem  beliebigen  Werlho  jeder  derselben  zwei  gleiche  nnd  entgegen-  . 
gesellte  Werlho  der  andern;  d.  h.  geometrisch  gedentet,  jede  von  der  Curvc  begränzte 
gerade  Linie,  die  einer  der  Coordinatcn-Axcn  parallel  ist,  wird  von  der  andern  halbirt 
Man  sagt  in  diesem  Falle,  die  Glcichnng  der  Curvc  scy  auf  tfonjugirtc  oder 
zogoordnetc  Durchmesser  bezogen.  Uebcrhaupt  sind,  wenn  das  mit  xy  behaftete 
Glied  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  fehlt,  die  Coordinatcn- 
Axcn  irgend  zweien  zngeordneten  Durchmessern  parallel.  Es  gibt  unend- 
lich viele  Systeme  zngeordneter  Durchmesser;  jedem  beliebigen  Durchmesser  entspricht 
ein  conjugirler.  Legen  wir  in  den  Punctcn,  in  welchen  irgend  ein  Durchmesser  die  Curvc 
schneidet,  zwei  gerade  Linien  dem  conjngirlcn  desselben  parallel,  so  berühren  diese  ge- 
raden Linien  die  Curve:  die  beiden  Durchschnitte  fallen,  bevor  sic  imaginär  werden,  in 
einen  einzigen  Pnnct  zusammen.  Setzen  wir  nach  einander  y nnd  x in  (20)  gleich  Null, 
so  erhalten  wir  die  halben  zngeordneten  Durchmesser,  die  wir  uns  immer,  wenn  von  ih- 
rer Grölst  die  Rede  ist,  von  der  Curve  begränzt  denken.  Bezeichnen  wir  diese  halben 
Durchmesser  durch  A und  B,  so  fst: 

B3  = — t,  /TA5  = — «" 

mithin: 

. f A«’ 

und  hiernach  geht  die  Gleichung  (20)  in  folgende  über: 

A:y’+B¥  = A3B3.  • 

Für  den  Fall  der  Hyberbel , wo  ff  negativ  ist,  wird  immer,  entweder  der  Werth  fiir  A, 
oder  der  Werth  für  B,  imaginär,  d.  h.  von  zweien  zngeordneten  Durchmessern  begrg- 
net  immer  nur  einer  der  Curvc.  Vertauschen  wir  in  diesem  FallcA  mit  A^ — 1 oder  B mit 
V'-l,  je  nachdem  der  eine  oder  der  andere  dieser  Ausdrücke  imaginär  wird,  so  gebt  die 

letzte  Gleichung  in  folgende  über: 

Ay— BV  = ± ATI3. 

Das  positive  und  negative  Zeichen  des  zweiten  Theilcs  dieser  Gleichung  bezieht  sich  dar- 
auf, ob  der  zweite  oder  erste  Durchmesser  d.  h.  derjenige,  der  in  die  zweite  oder  erste  Axe 
fällt,  der  Curve  wirklich  begegnet.  Ftir  die  Gröfse  des,  die  Curvc  nicht  schneidenden, 
Durchmessers,  nehmen  wir,  wies  der  Gebrauch  ist,  stets  den  reellen  Werth,  so  dafs, 
wenn  wir  uns  auf  die  letzte  Gleichung  beziehen,  durch  A und  B die  beiden  halben  zn- 
geordneten  Durchmesser  der  Hyperbel  gegeben  sind. 

Den  eben  hergelcitctcn  Gleichungen  für  Ellipse  nnd  Hyperbel  können  wir  auch  folgende, 
für  manche  Entwicklungen  bequemere,  Form  geben: 


~ + 7-,  = » . 


B3  A1  1 


B*  A1 

Indem  wir  endlich  noch  x mit  (x±A)  in  diesen  Gleichungen  vertauschen , verlegen  wir 
wir  den  Anfangs  -Ponct  der  Coordinaten  aus  dem  Mittelpunclc  in  einen  der  beiden  Schei- 
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tei  des  ersten  Durchmessers,  d.  li.  in  einen  derjenigen  beiden  Puncte,  in  welchen  derselbe 
der  Curvc  begegnet.  Auf  diese  Weise  kommt: 

y1  . x’+2Ax  T1  x’+JA: 

*f‘  a!  " = 0 ’ li*  T °* 

Für  den  Fall  der  Hyperbel  setzen  wir  liier  voraus , dafs  der  erste  Dorchtnesser  derselben 
begegnet.  Dem  positiven  nnd  negativen  Zeichen  in  jeder  Gleichung  entspricht,  dafs  der 
erste  Durchmesser  einmal  in  die  negative , das  .andere  Mal  in  die  positive  Seite  der  Axe  der 
x fällt.  Die  zweite  Axe  berührt  die  Curvc. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (2j),  die  eine  Parabel  darstcllt,  — p statt  S‘  schreiben, 
so  wird  dieselbe  folgende : 

)■’  = 2px, 

unter  welcher  Form  wir  uns  derselben  vorzugsweise  bedienen  werden.  Jede  gerade  Linie, 
welche  der  Abscisscn- Axe  parallel  gezogen  wird,  begegnet  der  Curvc  nur  in  einem  einzi- 
gen Puncte;  jede  gerade  Linie  ferner,  welche  der  Ordinalen- Axe  parallel  ist,  nnd  also  die 
Curvc  in  zwei  Puncten  schneidet,  wird  von  der  ersten  Axe  halbirt.  Setzen  wir  x = o,  so 
kommt  y = ± o,  d.  h.  die  Curve  wird  von  der  zweiten  Axe  in  demjenigen  Puncte  be- 
rührt, in  welchem  sie  von  der  ersten  Axe,  die  ein  Darebmesser  derselben  ist,  geschnitten 
wird:  die  Gleichung  der  Parabel  ist  auf  einen  ihrer  Durchmesser  und  die 
Tangente  im  Scheitel  desselben  bezogen.  2p  heifst  der  Parameter  des 
Durchmessers.  Den  zweiten,  conjugirten,  Durchmesser  können  war  uns  als  unendlich 
weit  entfernt  denken,  jedoch  so  dafs  die  Richtung  desselben  durch  obige  Tangente  be- 
stimmt ist. 


2t*4.  Wenn  die  Richtung  irgend  eines  Durchmessers  gegeben  ist,  so  können  wir  den 
conjugirten  Durchmesser  leicht  bestimmen.  Nach  der  Gleichung  (l6)  erhalten  wir  ncmlicb, 
wenn  die  Richtung  des  erstem  durch  die  Gleichung: 

y «=*  a'x 

gegeben  ist,  nnd  wir  zugleich  den  Mitlclpuncl  der  Curve  durch  (y , x’)  bezeichnen, 

y-y  + ^M)=0: 

für  die  Gleichung  des  gesuchten  Durchmessers.  Substituiren  wir  in  diese  Gleichung  die 
bekannten  Wcrlhc  für  y'  und  x': 

■ i ty—aS  , S — m 

y = 1 = 

»o  kommt,  wenn  wir  rcducircn: 

= o.*)  (0 


*)  Zu  einer  entsprechenden  Gleichung  gelangt  Herr  Gergonne  anf  andere  Art,  indem  er  zwi- 
schen der  allgemeinen  Gleichung  der  Liuic  zweiter  Ordnung  und  der  linearen  Gleichung: 

y = ms-f-g,  (a) 

y climinirt;  in  der  resultirenden  quadratischen  Gleichung  gibt  der  Cocfficient  der  ersten  Po- 
tenz von  x sogleich  die  Abscisse  für  die  Mitte  der  interreptirten  Chorde,  wonach  denn  durch 
die  Gleichung  (a)  die  Ordinate  leicht  bestimmt  wird.  In  dem  Ausdrucke  für  Abscisse  an«! 
Ordinate  kommt  g vor,  durch  Elimination  von  g zwischen  beiden  Ausdrücken,  erhalten  wir  ein« 
lineare  Beziehung  zwischen  den  Coordioaten  der  Mille  jener  Chorde,  und  indem  wir  die- 
selben als  veränderliche  Greisen  betrachten,  die  Gleichung  desjenigen  Durchmesser#  der  alle 
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Für  den  Fall  der  Parabel,  wo  a3  = ß,  haben  wir: 

ß+aa! 

a =s  — = — a, 

u-f-a 

wie  wir  auch  a'  annchmcn  mögen:  wir  erhalten  für  a immer  denselben  Werth:  alle 
Durchmesser  der  Parabel  sind  unter  einander  parallel. 

Im  Allgemeinen  haben  wir: 

ß+aa'  u*~ß 

a *=  — ——T  r=  — u -h  . , 
a-f-a  a-f-a 

mithin  ergibt  sich : 

(a*t-a)(a-f-a)  = a3— ß,  (>) 

wobei  wir  noch,  zum  Belnif  der  geometrischen  Interpretation  des  ersten  Tbeiles  dieser 
Gleichung,  bemerken  können,  dafs  durch  u die  Richtung  desjenigen  Durchmessers  gege- 
ben ist,  der  alle  der  zweiten  Axe  parallele  Chorden  balbirt. 

245.  Zwei  zugeordnetc  Durchmesser  einer  Linie  zweiter  Ordnung,  die  auf  einander 
senkrecht  stehen,  heifsen  die  Axcn  derselben.  Zur  Bestimmung  ihrer  Richtung  aus  der 
allgemeinen  Gleichung  müssen  wir  die  Gleichung : 

aa'+a(a-f-a')-f.0  «=  o,  (3) 

mit  der  Gleichung: 

aa'4-{a-t-a')roj3-t- 1 = o,  (4) 

in  der  9 den  Coordinatcn- Winkel  bezeichnet,  verbinden.  Da  diese  beiden  Gleichungen 
in  Beziehung  auf  a und  a’’ symmetrisch  sind,  so  inufs  die  quadratische  Gleichung , zu  wel- 
cher wir  durch  Elimination  des  einen  Werthes  gelangen,  beide  W c r t h e zugleich  zn 
Wurzeln  haben.  Eliminiren  wir  a',  so  kommt: 

. . ß — t _ a — ß cos  9 , . 

a3-+-  — a — s-  = o,  (5) 

a — cos  9 u — cos  9 

fiir  die  in  Rede  stehende  quadratische  Gleichung. 

Wenn  ß =*  1,  so  redneirt  diese  Gleichung  sich  auf 

a3 — 1 = o, 

mithin  sind  die  Axcn  durch  Gleichungen  von  folgenden  Formen: 

y = *-+-q»  y = — *-t-q’, 

gegeben,  und  jede  derselben  schneidet  also  die  beiden  Coordinatcn- Axcn  unter  gleichen 
Winkeln.  Wenn  daher  in  der  allgemeinen,  auf  ein  beliebiges  System  bezogene,  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  ß gleich  Eins  ist,  so  bilden  die  Coordinatcn-Axcn  mit 
jeder  Axe  der  Curvc  gleiche  Winkel  und  umgekehrt,  wenn  die  Coordinaten-Axen 
so  genommen  werden,  dafs  sic  mit  einer  der  Axen  der  Curve  gleiche  Winkel  bilden,  so 
werden  in  der  Gleichung  der  Curvc  die  Coefficicnten  von  y3  und  x3  einander  gleich. 

Nach  dfr  9*-  Nummer  ist: 

(y— yT-t-^y— y)(*~  *’)  *>*»+ (*-*)’  = R’. 

die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Radius  R und  dessen  Mittclpnncts  - Coordinatcn  y 
nnd  x'  sind.  Soll  daher  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades: 
y3+2t«yH-/?x3-l*2yy-f>2dx-f>i  = 0, 


der  geraden  Linie  (O  parallele  Chorden  halbirt.  An  d!e<e  Entwicklung  knüpft  Herr  G er- 
go nne  die  Discnssion  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades. 

Essai  d'un  nouveau  mode  de  discusion  de  l'e’qualion  generale  des  ligites  et  Celle  des 
surfaces  du  second  ardre,  Par  M.  Gergonne.  Anu.  V.  61—87. 
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einen  Kreis  darstcllcn,  so  haben  wir: 

ß = 1 , a = cos  9.  (4) 

Substituiren  wir  diese  Ansdriieke  in  (5),  so  verschwindet  der  Cocfficient  von  a nicht  mehr, 
sondern  nimmt  die  unbestimmte,  nicht  rcdncirharc  Form  - an,  d.  h.  wir  können  jeden 

Dorchmesscr  des  Kreises  za  einer  der  Äsen  nehmen.  Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind, 
bei  diesen  Bestimmungen,  identisch. 

Die  Gleichung  (5)  reducirt  sich  auf  den  ersten  Grad,  wenn 

cos  9 = (7) 

in  diesem  Falle  ist  eine  der  Coordinalcn- Axen  einer  der  Axen  der  Linie  zweiter  Ordnung 
parallel. 

Wenn  wir  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  auf  ein  rcchtwinklichcs  Sy- 
stem beziehen,  mithin  cos  9 ■*  o setzen,  so  geht  die  Gleichung  (5)  in  folgende  Uber: 

a5-f-  a — 1 = o , (s) 

a 

deren  Wurzeln  die  trigonometrischen  Tangenten  derjenigen  beiden  Winkel  co  und  <*>' 
geben,  welche  die  beiden  Axen  der  Curvc  mit  der  Axe  der  x bilden.  Wir  kommen  zu 
einfachen  Ausdrücken,  wenn  wir  statt  dieser  Winkel  die  doppelten  Winkel  2o>  und  2m' 
cinfuhrcn,  weil  alsdann: 

Iang2  co  — langi  = lang 2 co. 

Nun  ist  aber: 

2 Io  iw  m 2a 

tone 2»  = — - — r=  — ... . ■ , 

” 1 — tang-to  1 — a1  ’ 

und  indem  wir  in  diesen  Ausdruck  für  a’  den  aus  (8)  gezogenen  Werth: 

u 

substituiren,  fällt  die  erste  Potenz  von  a ebenfalls  aus,  und  wir  erhalten: 

tang%m  = = lang  2m.  (,) 

246.  Der  Winkel,  welchen  zwei  conjugirlc  Durchmesser  mit  einander  bilden  sollen, 
sey  irgend  ein  gegebener,  den  wir  durch  £ bezeichnen,  so  dafs,  wenn  wir,  wie  vor- 
hin, die  Winkel,  welche  die  beiden  Durchmesser  mit  der  ersten  Coordinaten  - Axe  hülfen 
a und  ui  nennen,  wir  £ ■ (co — <o)  erhallen.  Hiernach  ergibt  sich: 

tangm  = . (lo) 

l—tangw  tang£  ^ ' 

Wir’  wollen  ferner,  der  gröfsem  Einfachheit  wegen,  wiederum  die  Voraussetzung 
rechtwinkliger  Coordinaten  machen:  alsdann  reducirt  sich  die  Bedingungs- Gleichung  (15) 
der  21,2.  Nummer  auf: 

4 tangm  t nngm  + u (lang  to+tang  co')  •+■  ß = 0.  (11) 

Eliminiren  wir  aus  dieser  Gleichung  vermittelst  der  vorigen  tangm , so  kommt  folgende 
quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Werthe  von  co: 

, . 2«-Kl— ß) längs  . , ß-hulangi 

lang-m-i-  - — -S—  tang u> H — 2_  = o.  (,,) 

1 — a langi  l—ulangi 

Die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  in  folgendem  Ausdrucke  enthalten : * 

—(7a+(l~ß]taii"-)±(0+‘l)'‘tang-i++(u-—;i)(l+lang',Z)) 

2(1— u langt) 


tangm  =. 


(|3) 
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Diesen  beiden  YVcrthen  von  lang  a>  entsprechen  zwei  YVerthc  von  lang  eo',  die  wir  on- 
mittelbar  erhalten,  indem  wir  in  dem  letzten  Aosdrnckc  das  Zeichen  von  lang  £ entge- 
gengesetzt nehmen.  Hiervon  überzeugen  wir  uns  aof  der  Stelle,  wenn  wir  erwägen,  dafs 
(It)  in  Beziehung  auf  lang  a und  lang  d symmetrisch  ist,  nnd 

lang « = 

1 +langu>  längs 

wonach  wir  denn  in  der  Glcichnng  (12),  wenn  die  Wurzeln  derselben  tms  die  Werthe 
von  lang  d geben  sollen,  nur  lang  £ mit  entgegengesetztem  Zeichen  zu  nehmen  brauchen. 
Es  gibt  also  im  Allgemeinen  zwei  Systeme  zugeordneter  Durchmesser,  die  einen  gegebe- 
nen Winkel  mit  einander  bilden.  Man  findet  nur  ein  einziges  System,  oder,  wenn  man 
lieber  will,  die  beiden  Systeme  fallen  in  ein  einziges  zusammen,  wenn: 
(t-f-fl,/ang,£.H(«*— ftyl+tangrQ  = o, 

oder  wenn: 


sin 3 £ 


A («’— Ä 
(1  -HO*  ' 


(««) 


Zugleich  bezeichnet  dieser  Ausdruck  das  Minimum  filr  den  Winkel  zngeordneter  Durch- 
messer. Es  gibt  ein. solches  nur  fiir  den  Fall  der  Ellipse;  für  den  Fall  der  Parabel  und 
Hyperbel  können  zugeordnete  Durchmesser  jeden  beliebigen  Winkel  mit  einander  bilden; 
ftlr  den  besondem  Fall  des  Kreises  reducirt  sich  der  Werth  von  sin 1 £ auf  Eins,  mithin 
gibt  es  nur  rechtwinklige  Systeme  zugeordneter  Durchmesser. 

Die  Bedingungen  für  die  Bcalilät  der  letzten  Gleichung  knüpfen  sich  blofs  an  das 
Zeichen  von  (u5 — ß)\  sin 3 £ kann  niemals  gröfser  werden  als  die  Einheit,  denn: 
(l+,?)s-M(aa— fl  = (t— fl'-Hrn*  > O. 


QA7.  Wir  wollen  wiederum  von  der  allgemeinen  Gleichung: 

yM-2nxy-f-flx3-f-2jy-f-2(lx-f*t  = 0,  (i) 

bezogen  auf  ein  rcchtwinklichcs  Coordinaten- System  ausgehen.  Um  die  durch  diese  Glei- 
chung dargestellte  Curvc  auf  neue  Coordinaten -Axen  zu  beziehen,  von  denen  die  erste 
einen  Winkel  <u,  die  zweite  einen  W'inkel  co  mit  der  ersten  der  ursprünglichen  Axen  bil- 
det, so  dafs  mithin  (o>— »)  Coordinaten- Winkel  wird,  bedienen  wir  uns  der  Formeln: 
y»r  sin  to-fi-y,  sin  d , J = x cosa>  •+•  y cos  d , 

indem  wir  die  neuen  Coordinaten  durch  unten  angchängte  Accente  unterscheiden.  Wir 
kommen  aut  diese  Weise,  wie  in  der  237.  Nummer  zu  einer  Gleichung  von  folgender 
Form : 

jxy3-f-2a’xy,3-f-fl  x3-f-2/y-t-2()'xi-W  = 0,  (1) 

wo  das  von  den  veränderlichen  Gröfscn  unabhängige  Glied  dasselbe  geblieben  ist  Wenn 
wir  von  dieser  Gleichung  wieder  zu  der  ursprünglichen  rückwärts  gehen  wollen,  so  müs- 
sen wir  uus  der  Formeln: 

_ y costo—xsina  _ y cos  d—xsind 

sin  9 ’ * sin  9 ’ 

in  denen  wir  9 für  (•» — d)  schreiben,  bedienen.  Durch  Ansführung  der  angczeiglcn  Sub- 
stitutionen erhalten  wir  folgende  sechs  Gleichungen  zur  gegenseitigen  Bestimmung  der  Coef- 
ficicntcn  der  drei  ersten  Glieder  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (21: 

sin’d-f-da  sind  cos d-t-ß  cos7 d — n,  (!) 

sin1  ar4~2u  sin  <0  cos  a+ß  cos2a>  = fl,  (4) 

SMl a sind -j-o(si/j neos d+sin  d cos to)+ß cos  co  cos  d ■=  a , (s) 
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flCOS3  « — 2a’  COSaCOSui  COS3to  ^ 

sind 

fi  sin3a — 2a  sin  a> sin ni+ß sin’m  a 

sin 2 9 P’ 


(•) 

(7) 


II  sin  as  cos  ui — a(sin  tu  cos  ui+sin  tocos  my^-ß sin  a>  cos  ui 

~ = "• 

2ft8.  Wenn  wir  die  Gleichungen  (6)  und  O addiren,  und  bemerken,  dafs 
cosa  cos  (o-hsina  sina!  =*  cos(w — a)  = cos  9, 

(o  erhalten  wir  folgenden  Ausdruck: 

fl — Qu  cos  9-t-ß  , , 

"1+<l  <»' 

Aus  den  Gleichungen  (3)  (4)  nnd  (5)  ergibt  sich  nach  einigen  trigonometrischen  Lra- 
formungen : 

u^—iiß  = (a'J— ß)sin39, 

mithin: 

= «’-/»•  (,.) 

v 

Wtr  erkennen  ans  den  Gleichungen  (9)  und  (10),  dafs  die  Ausdrücke  . 

fl — 'Xu  ros  9-j-ß  a‘3~fiß r 

sin' 9 ’ sin3  9 ’ 

in  allen  möglichen  verschiedenen  Gleichungen  constant  sind,  die  wir  er- 
halten indem  wir  ein  nnd  dieselbe  Linie  zweiter  Ordnung  auf  irgend  ein 
beliebiges  Axen-Systcm  beziehen,  dessen  jedesmaliger  Coordinatcn- 
Wink  cl  durch  9 bezeichnet  ist.  Behalten  wir  dasselbe  Coordinalen- System  bei 
lind  geben  der  Curve  verschiedene  , durebans  beliebige,  Lagen,  so  sind  die- 
selben Ausdrücke  offenbar  wiederum  constant,  und  mithin  da  9 sieb  nicht  ändert, 
auch  folgende  Ausdrücke: 

fi—hicosd+ß,  u* — ftp , 

wobei  überall  die  Voraussetzung  gemacht  wird,  dafs  das  von  den  veränderlichen  Grüfsen 
unabhängic  Glied  nicht  verschwindet  und  was  immer  möglich  ist,  anf  denselben  Werth 
rcducirl  wird.  Sind  die  Coordinaten- Systeme,  anf  welche  wir  ein  und  dieselbe  Curve  be- 
bezicken  alle  rechtwinklig,  so  sind  die  Ausdrücke: 

fi+ß , u3—fip , 

constant;  sind  die  Coordinaten  - Axcn  immer  zweien  zngeordneten  Darcbmessera 
parallel,  so  baben,  weil  alsdann  u verschwindet,  die  Ansdrücke: 

fi+ß  fiß 

- tu) 


sm'9  ' 


sin3  9 


conslantc  Wcrthc. 


249.  Die  Deutung  des  letzten  Resultats  führt  zn  bekannten  Sätzen.  Seyen  nemlich: 


IS; 


L 

B’5 


= 1 


X' 

T3  ~ 1 B1  ■ Arj 
die  Gleichungen  derselben  Ellipse,  auf  zwei  verschiedene  Systeme  eugeordneter  DarchmM' 
ser  bezogen,  alsdann  gibt  der  letzte  der  Ansdrücke  ,(II) : 

i I 

AJB 3sin39  “ A’*B’*sw»*y 
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wobei  wir  die  Winkel,  welche  die  Durchmesser  jedes  Systems  mit  einander  bilden,  9 und 
9'  nennen.  Hieraus  folgt: 

AB  sin  9 *=  AB’  sirt.9'.  (u) 

Wenn  man  durch  die  End-Puncte  jedes  von  zweien  zngeordneten  Durchmessern  dem  an* 
dem  gerade  Linien  parallel  rieht,  so  wird  die  Corve  von  diesen  Linien  berührt,  und  es 
entsteht  ein  am  dieselbe  beschriebenes  Parallelogramm.  Die  beiden  Theile  der  letzten 
Gleichung  gehen  den  vierten  Theil  des  Inhaltes  solcher  Parallelogramme.  Also: 

Alte  um  die  Ellipse  beschriebenen  Parallelogramme , deren  Seilen  zweien  zugeord- 
neten Durchmessern  parallel  sind,  haben  gleichen  Inhalt. 

Für  den  Fall  der  Hyperbel  ergibt  sich  die  Modiiieation  dieses  Satzes  von  selbst. 
350.  Der  erste  der  Ausdrücke  (II)  auf  die  Gleichungen  obiger  beiden  Ellipsen  über- 
tragen, gibt: 

fl  _iYJL_  = f!  JL'jJL 

\A5  B’/nVS  V A”  ß y.«w  ’ 

nnd  hieraus  folgt,  wenn  wir  zugleich  die  Gleichung  (13)  berücksichtigen: 

A'-t-lt!  = A”4-B-1, 

eine  Gleichung,  die  für  den  Fall  der  Hyperbel  in  folgende  übergeht: 

A5  — BJ  = A”  — B”. 

Hieraus  erhellet,  dafs  bei  der  Ellipse  die  Summe,  bei  der  Hyperbel  der  Unter- 
schied der  Quadrate  je  zweier  zugeordneten  Durchmesser  eine  constante 
Grüfsc  ist. 

.251.  Wenn  die,  auf  ein  beliebiges  System  bezogene,  allgemeine  Gleichung: 
y7-+-2uxy+ßx 2+ljy-t-2 =>  o,  (i) 

eine  Curve  darstellt , die  einen  Miltclpunct  bat,  so  können  wir,  indem  wir  in  diesen  Pnnct 
den  Anfangs -Pnnct  der  Coordinaten  verlegen,  nnd  das  constante  Glied  durch  Division  auf 
Eins  bringen,  dieser  Gleichung  folgende  Form  geben: 

py,’t-2,uaxj-bfißx,-i-l  =s  o,  (») 

wo  nach  der  330.  Nummer: 

„ ±1. 

(J-«y)H-{u’— ;*(}(<— y') 

Ans  der  Gleichung  (2)  können  wir  endlich  noeb  das,  mit  xy  behaftete,  Glied  fortsebaffen, 
nnd  sic  alsdann  nntcr  folgender  Gestalt  schreiben  : V 

£ 

q . p . . 

Nennen  wir  nnn  den  Coordinaten- Winkel  des  ursprünglichen  Systems  9,  nnd  denjenigen, 
beliebig  angenommenen,  W’inkcl , welchen  die  zngcordnclen  Durchmesser , auf  welche. die 
Gleichnng  (3)  bezogen  ist,  mit  einander  bilden , so  gibt  die  Nebeneinander -Stellung  der 
Gleichungen  (2)  und  (3): 

1 _ /i2(u2—ß)  /I  1)1  _ 1— 2aeos9-hß 

sin2  9 ’ \p  q/S/'/J1!  — 


(-1  = 0, 


(3) 


pq  sin 2 £ 
und  hiernach  erhält  man : 

pq  — S‘n~  ^ 


p + q = — 


sin1 9 


1 — 1aC0s9+ß 


nXa’-ß)'  r ' 1 #<(«’-« 

woraus  dann  ersichtlich  ist,  dafs  p und  q Wurzeln  ein  nnd  derselben  quadratischen  Glei- 
chung sind,  für  welche  wir  folgende  erhalten: 

sin2  9 i , , 

o,  («) 


t 1 — 2a  COS  9+ß 

+ — — sr—  Z 


sin2 1 m\u2 — ß) 


«9 
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Wenn  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  p nnd  q,  dasselbe  Zeichen  ha- 
ben, wofür  nns  das  letzte  Glied  derselben  sogleich  die  Bedingong  (er— ß)  < o gibt,  so 
stellt  die  Gleichung  (3)  eine  Ellipse  dar,  ( — p)  und  ( — q)  sind  die  Quadrate  derjenigen 
beiden  halben  zugeordneten  Durchmesser,  die  den  gegebenen  Winkel  j mit  einander  bil- 
den. Ist  die  Ellipse  reell,  so  sind  die  Wertbe  von  p und  q beide  negativ, 
sonst  beide  positiv.  Die  Ellipse  reducirt  sich  auf  einen  Punct,  wenn  beide  W'crtue 
verschwinden.  Wir  erkennen  ohne  alle  Mühe,  und  in  üebercinstimmung  mit  frühem 
Entwicklungen , aus  der  letzten  Gleichung  (4) , dafs  diese  verschiedenen  Falle  sich  einzig 
durch  das  Zeichen  von: 

"—ß 

bestimmen.  W enn  wir  für  p und  q Wertbe  mit  entgegengesetztem  Zeichen 
erhalten,  in  welchem  Falle:  («s — ß)  > o,  so  ist  die  Curve  eine  Hyperbel  und  immer 
reell;  wenn  alsdann  p und  q Null  werden,  so  geht  dieselbe  in  ein  System  zweier  geraden 
Linien  über,  und  alsdann  ist  - = o.  Die  Gleichung  (4)  gibt  für  z gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Wertbe,  wenn: 

1 - 2a  cos9+ß  = o , 

alsdann  ist  die  Curve  nach  der  24t.  Nummer  eine  gleichseitige  Hyperbel;  in  dieser 
sind  also  je  zwei  zugeordnclc  Durchmesser  einander  gleich.  Lösen  wir  die  Gleichung  (4) 
wirklich  auf,  so  ergeben  sieb  für  p und  q folgende  Ausdrücke: 

(1—2« cos9+ß) si»'i±((\—Qu cos 9+ß)2 sin-j+  4(a’ — ß)sin2 9))'A  ^ 

2fi(a1—ß)  sin  5 

Die  Wrcrlhc  von  p nnd  q sind  nnr  dann  reell,  wenn: 

4(«’— ß)sin*9 


(«) 


1 — 2«cos#+^ 

Diese  Gränzc  der  Bealitat  bezieht  sich  auf  die  Bestimmung  des  Winkels  5,  nicht  anf 
die  Möglichkeit  der  Curve.  Für  den  Fall  der  Ellipse  gibt  cs  ein  Minimum  des  Winkels 
worauf  wir  schon  in  der  146.  Nummer  geführt  worden  sind.  Wrir  sehen  zugleich,  dafs 
diesem  Minimum  gleiche  zugeordnctc  Durchmesser  entsprechen. 

Wenn  wir  annehmen,  die  allgemeine  Gleichung  (t)  scy  auf  rccbtwinklichc  Coordina- 
ten  bezogen,  so  ist  9 = - ; wollen ^vir,  hei  dieser  Annahme,  die  Gröfse  der  Azen  bc. 

stimmen,  so  ist  auch  | = — , und  wir  erhalten  demnach  lür  die  Quadrate  ihrer  Hälften, 
aus  dem  Ausdrucke  (5),  indem  wir  zugleich  das  Zeichen  desselben  ändern: 

(1-4-,?)  ± (4 «7+(l— ,*»'/»  _ 

2.«;«’— ß) 


(?) 


252.  Wenn  die  allgemeine,  auf  ein  beliebiges  System  bezogene,  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades: 

yM-2«ery,+0xa+2yy+2dx+ f = o , (1) 

insbesondere  eine  Parabel  darstclll,  so  können  wir  derselben  durch  blofsc  Verlegung  des 
Anfangs -Punctes  der  Coordinaten,  immer  und  nur  auf  eine  einzige  Weise,  folgende 
Form  geben: 

yJ+2axy+,?x,4-2d’x  = 0.  («) 

Alsdann  berührt  die  zweite  neue  Axe  die  Curve  im  Anfangs -Pnncte  der  Coordinaten,  und 
nach  der  235.  Nummer  ist: 

S =d— «y.  (3) 
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Wir  können  ferner  ans  dieser  Gleichung  das  mit  xy  behaftete  Glied  lortschaffen , in- 
dem wir  blofs  der  ersten  Axc  eine  andere  Richtung  gelten.  Alsdann  haben  wir  nach  der 
Bezeichnung  der  237.  Nummer:  xfi  = o und  i y gleich  dem  Coordinatcn- Winkel  9.  Hier- 
nach wird  die  Gleichung  (2)  der  eben  angezogenen  Nummer,  anf  die  letzte  Gleichung 
der  Parabel  übertragen , folgende : 

, , sin a — asinx/i  sin *<i — 2« sin rr  sin xp+ßsin U>3  , _ <T sinxti 

y-  + 2 — - xyH £ .-■  ■ x5— 2 - . x = o.  (0 

sin  9 sin*  9 sin  9 v/ 

Nehmen  wir  nun  -~T.  = «,  so  fällt  aus  dieser  Glcichnng  das  zweite  nnd  dritte  Glied 
sin  xp 

aus,  und  sic  reducirt  sich  auf: 


, _ S sinxl/ 

y-—l  . J x = o. 
J sin  9 


(»1 


Wenn  wir  endlich  den,  vermittelst  der  beiden  Gleichungen: 

\j)  = <f  — 9,  sin  f — asinxp, 

sich  ergebenden  Werth  von  siny. 

sin  xp  =3  + — * — — — , («1 

“ (u*—2ucos9+\)'A  w 

in  den  Cocfficientcn  von  x subslituircn , so  wird  derselbe,  wenn  wir  zugleich  wieder  d — «y 

für  d'  schreiben: 

±a(d— «/’)  . 

(«2— 2«  cos  9+1)  V» " W 

Dieser  Ausdruck  gibt  also  den  WTcrth  für  den  Parameter  desjenigen  Durch- 
messers, der  alle  der  zweiten  Axc  parallele  Chorden  halbirt.  Der  Coordi- 
natcn-Winkel  ist  (—  V’)*  Um  den  Parameter  der  Axc  zn  bestimmen,  brauchen  wir  blos 
den  Parameter  eines  beliebigen  Durchmessers  mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  Coordi- 
natcn-Winkels  zu  mnltipliciren.  Dir  Es  ergibt  sieb  sogleich,  indem  wir 'die  auf  die  Axc  be- 
zogene Gleichung  der  Parabel: 

y = 2px, 

in  eine  Gleichung  von  derselben  Form,  bezogen  auf  einen  andern  Durchmesser,  nmwan- 
dcln.  Wir  erhalten  also  für  den  Parameter  der  Axe  der,  durch  (t)  dargestellten,  Para- 
bel folgenden  Ausdruck : 

±2(  J — a-/)  sin'  9 
(«’— 2«rosS+l)*/, 


§•  3- 

Geometrische  Bedeutung  der  einzelnen  Constanten  in  der  allgemeinen 
Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zweien 
veränderlichen  Gröfscn. 


253.  Wir  wollen  wieder,  wie  früher,  folgende  Gleichung: 

y!+2axy+jJx,+2yy+2Jx+f  = o, 

für  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  nehmen,  nnd  dieselbe  auf  ein  beliebiges 
Coordinatcn  - System  beziehen.  Setzen  wir  für  x in  diese  Gleichung  irgendeinen  bestimm- 
ten, übrigens  aber  wilikührlichcn  Werth,  x',  so  erbalten  wir  die  Ordinaten  derjenigen 

>9* 


Fig.  «. 
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Puncte,  in  welchen  die  Curve  von  der  durch  x'  bestimmten,  der  zweiten  Coordinaten- 
Axe  parallelen,  geraden  Linie  geschnitten  wird.  Wenn  wir  non  die  allgemeine  Glcichnng 
folgendcrmafscn  sihreihen: 

y’+2(«x+y)y  + (Sx’+Sdx+r  = o , 

nnd  jene  Ordinalen  y'  ond  y,  nennen , so  ergibt  sieb  sogleich : 

j'+y,  — — 2(ai'+j).  (i) 

Für  dicSnmme  der  Ordinaten , die  den  Durchsbnitten  einer  andern,  der  zweiten  Axc  paral- 
lelen, geraden  Linie  mit  der  Curvc  entsprechen,  erhallen  wir  bei  einer  analogen  Be- 
zeichnung: 

y"+y„  — — 2(ax"+y). 

Wenn  wir  die  Differenz  der  letzten  beiden  Gleichungen  nehmen,  SO  fällt  y aus  und  CS 
kommt: 

/— y'+y„— y.  = — a«(x’— *'), 

mithin: 


W 


rj=#z:=L  =_2a. 

X —X 

Sind  also,  tun  dieses  Resultat  zu  construiren,  P'M'  nnd  P'M"  die  beiden  durch: 

x = x’,  x = x" 

dargestellten  Parallelen  nnd  sind  überdiefs  M'N”  und  M N,  der  ersten  Axc  parallel  gezogen, 
so  gibt  die  Gleichung  (2): 

M">"+M  N 

- * ■■  --  _ 2rt. 

FF 


Wie  wir  auch  die  beiden  geraden  Linien  P'M'  und  P"M"  parallel  mit  sich  selbst  ver- 
rücken mögen,  der  erste  Theil  dieser  Gleichung  behält  immer  ein  nnd  denselben  Werth. 
Ucbcr  die  Richtung  der  Coordinatcn- Axen  ist  durchaus  keine  Bestimmung  gemacht  wor- 
den, mithin  können  wir  auch  die  Richtung  der  Schneidenden,  P'M'  nnd  P'M',  so  wie  die 
Richtung  von  PP”  beliebig  annchmcn.  Diese  Eigenschaft  der  Linien  zweiter  Ordnung 
gibt  Eni  er  im  5.  Kap.  des  2.  Thcilcs  seiner  ,Jnlroduction  ad  analysin  infinitorum und 
bezeichnet  dieselbe  mit  Grund  als  eine  der  beiden  allgemeinsten  Eigenschaf- 
ten dieser  Linien. 

Die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  bezieht  sich  unmittelbar  auch  auf  den  besondern 
Fall,  wo  die  allgemeine  Gleichung  ein  System  zweier  geraden  Linien  darstcllt. 

Die  Gleichung  (2)  besteht  auch  dann  noch,  wenn  die,  der  zweiten  Axe  parallel  ge- 
sogenen, geraden  Linien  der  Curvc  nicht  mehr  begegnen,  denn  auch  für  den  Fall  imagi- 
närer Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung,  Llciht  die  Summe  derselben  rcclL  Die 
geometrische  Deutung  fallt  hier  natürlich  weg. 


25 4.  Wir  können  die  Glcichnng  (2)  für  besondere  Fälle  noch  vereinfachen,  z. B.  in- 
dem wir  die  beiden  Schneidenden  so  bestimmen,  dafs 

y„=y.- 

Wir  brauchen  zn  diesem  Ende  nur  irgend  eine  garade  Linie  M AI,,  der  ersten  Axe  paral- 
lel und  durch  die  Durchschnitte  derselben  mit  der  Curve,  wie  früher,  zwei  gerade  Linien 
M.M'  und  M„M"  parallel  mit  der  zweiten  Axc  zn  ziehen.  Hiernach  rcducirt  sich  die  Glei- 
chung (2)  auf; 

f-t.  =_2o, 

X —X 
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also  ist  mit  Beziehung  auf  die  Constrnction: 

MN" 

Es  folgt  hieraus,  dafs,  wie  wir  auch  die  gerade  Linie  MM(i  parallel  mit  sich  selbst 
verrücken  mögen,  die  gerade  Linie  MM',  welche  durch  die  beiden  Punctc  (y,  x’)  und 
(v>)  geht,  sich  ebenfalls  parallel  mit  sich  seihst  verrückt. 

Nach  dieser  Nummer  erhalten  wir  also,  für  eine  gegebene  Linie  zweiter  Ordnung  ond 
für  ein  gegebenes  Coordinalen  - System , sogleich  den  Werth-  des  Coefficienlcn  des  zweiten 
Gliedes  in  der  Gleichung  der  Cnrvo.  Wenn  wir  ncmlich  irgend  eine  der  Curve  begeg* 
nende  gerade  Linie  der  ersten  Axc  parallel  ziehen  und  durch  die  beiden  DorchschnitU- 
Punctc  zwei  andere  gerade  Linien,  der  Axe  der  y parallel  legen,  ist  jener  Coclficicnt 
gleich  dem  Quotienten  des,  auf  der  ersten  geraden  Linie  von  der  Curve  interceptirtcn, 
Stückes  in  die  Differenz  der  auf  den  beiden  andern  geraden  Linien  interccptirlen  Stücke. 

Leber  das  Zeichen  dieses  Quotienten  kann  in  jedem  besondern  Falle  kein  Zweifel  obwalten. 

255.  Die  Gleichung  (0  der  253.  Nummer  gibt: 

= _ («*•+,). 

Der  erste  Theil  dieser  ^lcichnng  bezeichnet  die  Ordinate  der  Mitte  des  von  der  Cnrve 
interceptirtcn  Stückes  der  geraden  Linie  {x=x') ; nennen  wir  diese  Ordinate  y,  ond  lassen 
zugleich  den  Accent  von  x fort,  so  kommt: 

y+«x4-y  s=  o. 

Diese  Gleichung  bezeichnet,  indem  wir  y und  x als  veränderliche  Grüfscn  betrachten,  den 
Ort  aller  jener  Mitten,  indem  wir  die  schneidende  gerade  Linie  parallel  mit  sich  seihst 
ond  der  zweiten  Axe  verrücken.  Dieser  Ort,  der  (23l|)  ein  Dnrchmesser  ist,  halbirt  also 
alle  der  zweiten  Axc  parallele  Chorden.  Da  wir  Uber  die  Richtung  der  zweiten  Axe 
durchaus  nichts  bestimmt  haben,  so  folgen  allgemein  folgende  Sätze: 

Wenn  man  in  einer  Linie  zweiter  Ordnung  nach  irgend  einer  beliebigen  Richtung 
parallele  Chorden  zieht,  so  liegen  die  Mitten  derselben  auf  einer  geraden  Linie,  auf 
einem  Durchmesser. 

Die  den  parallelen  Chorden  parallele  Tangenten  bezeichnen  den  Uebergang,  wo 
die  Durchschnitte  imaginär  werden;  der  Durchmesser,  der  jene  Chorden  halbirt,  geht 
auch  'durch  die  Beruhrungs- Puncte , und,  umgekehrt,  diejenige  gerade  Linie,  welche 
durch  zwei  Puncte  geht,  in  welchen  zwei  parallelen  Tangenten  eine  Linie  zweiter  Ord- 
nung berühren,  ist  ein  Durchmesser  derselben. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dafs  der  schon  früher  bezcichnete  Durchmesser: 

uy+ßx+i  — o, 

alle  der  ersten  Coordinalen- Axc  parallele  Chorden  halbirt. 

256.  Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung:  Fig.  3. 

y3-t-2axy+/?x3+2yy+2clx+»  = o , 

ora  die  Durchschnitte  der  ersten  und  zweiten  Axe  mit  der  Curve  zn  bestimmen,  nach  ein- 
ander y nnd  x gleich  Null  setzen,  so  kommt: 

/?x3+2  Jx+t  = o,  y^Jyy+t  = o , 

also  ist,  wenn  wir  die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  durch  x nnd  x",  die  Wurzeln  der 
zweiten  durch  y nnd  y"  bezeichnen: 

• *'*'«■  ~t  ff  = *. 
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and  die  Zusammenstellung  dieser  Gleichungen  gibt: 

isL  _ „ 


also  mit  Bczichnng  auf  die  3.  Figur: 


OQ.  OQ 
ÖFTOP"  = 


Da  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Werth  von  ß derselbe  bleibt,  wie  wir  auch  den 
Anfangs  - Punct  der  Coordinalcn  O,  mit  Beibehaltung  der  Axen -Richtung,  verlegen  mö- 
gen, so  bleibt  der  Quotient  der  beiden  Producte  OQ.  OQ’  und  OP.  OP'  derselbe  für  alle 
beliebigen  Puncle,  durch  die  wir  nach  bestimmter  Richtung  zwei  gerade  Linien  OY  nnd 
OX  legen.  Diese  Beziehung  nennt  Euler:  die  zweite  allgemeine  Eigenschaft  der 
Linien  zweiter  Ordnung.  Der  von  ihm  gegebene  Beweis  hat  mit  dem  obigen  Achn- 
liebkeit. 

Nach  dieser  Nummer  können  wir  also  für  eine  gegebene  Linie  zweiter  Ordnung 
und  ein  gegebenes  Coordinalcn -System,  auf  welche  die  Gleichung  derselben  bezogen 
werden  soll,  den  Coefficienlcn  ß dieser  Gleichung  geometrisch  construircn.  Wir  haben 
ferner,  wenn  OY  die  zweite  Are  ist: 

OQ.  OQ  =*f  ♦ i 

und  hiernach  ergibt  sich  auch  die  Construction  des  letzten  CocfGcicnten  der  allgemeinen 
Gleichung,  für  den  Fall,  dafs  die  erste  Axe  der  Cnrve  wirklich  begegnet. 


257-  Im  Falle,  dafs  die  zweite  Axe  der  Cnrve  nicht  begegnet,  gibt  die  Gleichung: 

yJ  + 2jy  + e = 0 

imaginäre  Wurzeln,  deren  Product  immer  positiv  ist  Wenn  hingegen  die  zweite  Axe 
die  Curvc  schneidet,  so  ist  « positiv,  wenn  die  beiden  Dnrchsclmittc  auf  derselben 
Seite  des  Anfangs -Punctcs  liegen,  negativ  im  entgesetzten  Falle.  Fiir  Ellipse  und 
Parabel  ist  also  « positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Anfangs  - Puuet  anfserhalb  oder 
innerhalb  angenommen  wird.  Für  die  Hjpcrbcl  ist,  wenn  der  Anfangs -Punct  aufser- 
halb  liegt,  «positiv,  wenn  die  zweite  Axe  der  Curvc  nicht  begegnet,  oder nnr einem  Zwei- 
ge derselben,  negativ,  wenn  beide  Zw'cigc  geschnitten  werden;  wenn  der  Anfangs- Punct 
innerhalb  liegt,  ist  « positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  zweite  Axe  beide  Zweige  oder 
nur  einen  Zweig  schneidet. 

Das  Zeichen  von  ß hangt  davon  ah , oh  die  Prodactc  der  anf  beiden  Axen  bestimmten 
Segmente  OQ.  OQ’  nnd  OP.  OP’  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Zeichen  sind. 
Für  Ellipse  und  Parabel  ist  hiernach  ß immer  positiv;  fiir  die  Hyperbel  ist  ß dann 
negativ,  wenn  eine  der  beiden  Coordinalcn- Axe  beiden  Zweigen  begegnet  und  die  an- 
dere nur  einem  Zweige,  oder  überhaupt  die  Curvc  gar  nicht  schneidet,  in  den  übrigen 
Fällen  ist  ß positiv.  Der  UebergaDg  von  positiven  zu  negativen  Wertben  für  ß gehl 
durch  Null  oder  durchs  Unendliche,  d.  h.  geometrisch  genommen,  indem  wir  der  einen 
oder  andern  Axe  eine  solche  Richtung  gehen,  dafs  sie  mit  einer  der  Asymptoten  paral- 
lel wird. 

258.  Wenn  in  der  allgemeinen  Glcichnng  ß gleich  Eins  ist,  so  ist: 

OQ.  OQ  = OP.  OP, 

wo  wir  auch  den  Punct  O,  durch  den  wir  zwei  gerade  Linien  parallel  mit  den  beiden 
Axen  ziehen,  annehmen  mögen.  Dieser  Fall  tritt  da  ein,  wo  eine  Axe  der  Cnrve  die  bei- 
den Coordinalcn  - Axen  unter  gleichen  Winkeln  schneidet  (2ii5.).  Also: 
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Wenn  wir  in  irgend  einer  Linie  zweiter  Ordnung  irgend  zwei  gerade  Linien  ziehen, 
die  eine  Axe  derselben  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  so  sind  diejenigen  beiden 
Rechtecke  gleich,  die  unter  denjenigen  Segmenten  jeder  dieser  Linien,  welche  zwi- 
schen dem  Durchschnitte  derselben  und  den  Durchschnitten  mit  der  Curve  liegen,  enthal- 
ten sind.  Der  Durchschnitt  der  beiden  geraden  Linien  unter  sich  kann  sowol  aufser- 
hnlb  als  innerhalb  der  Curvc  Statt  haben. 

Für  den  Kreis  ist  immer,  wie  wir  auch  die  Coordinatcn-Axcn  bestimmen  mögen,  /9=t» 
wir  können  also  die  beiden  sich  schneidenden  geraden  Linien  dnrehaus  beliebig 
annchmcn. 

Wir  erhalten  ebenfalls  gleiche  Rechtecke  wenn  ß = — 1 ist,  was  zunächst  für  den 
Fall  der  gleichseitigen , auf  rcchtwinkliche  Coordinatcn  bezogenen  Hyperbel  Statt  fin- 
det Also: 

Wenn  eine  gleichseitige  Hyperbel  gegeben  ist  und  man  zieht  durch  irgend  emen 
beliebigen  Punct  zwei,  auf  einander  senkrechte , gerade  Linien , so  sind  die  Rechtecke, 
welche  unter  denjenigen  Segmenten  jeder  der  beiden  geraden  Linien,  die  zwischen  je- 
nem Runde  und  der  Hyperbel  liegen,  enthalten  sind,  einander  gleich. 

An  die  Stelle  der  gleichseitigen  Hyperbel  können  wir  ein  System  zweier  sich 
rechtwinklich  schneidenden  geraden  L in  icn  setzen. 

Wir  verweilen  nicht  dabei,  für  eine  nicht  gleichseitige  Hyperbel  solche  Linien- 
Paare  zu  bestimmen,  für  welche  die  in  Rede  stehenden  Rechtecke  gleich  sind. 


259.  Wir  haben  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Durchschnitts -Puncte  der 
zweiten  Axc  mit  der  Curvc: 

y’+aj'y+r  =>  o, 

und  hicnach,  wenn  wir  die  Ordinalen  dieser  Puncte  dnreh  y nnd  y"  unterscheiden: 

y = _ -I±l  - 
a 7 2 

Wir  können  also  in  dem  Falle,  dafs  die  zweite  Axc  die  Linie  zweiter  Ordnnng  wirk- 
lich schneidet,  den  Werth  von  y leicht  in  der  Constrnction  nacliweisen:  y ist  nem- 
lich  gleich  dem  mit  cnlgesctztem  Zeichen  genommenen  Abstande  der  Witte , der  auf  jener 
Axc  von  der  Curvc  intcrccptirtcn , Chordc  von  dem  Anfangs -Puncte  der  Coordinalen. 
Die  Gleichung: 

ßsr+2  tx+i  = o, 

gibt  auf  ähnliche  Weise  ( — für  die  Abscisse  der  Witte  der,  auf  der  ersten  Axc  intcr- 

ceptirten,  Chordc. 

Für  den  Fall,  dafs  die  zweite  Axe  der  Curvc  nicht  begegnet,  müssen  wir  y auf 
andere  Weise  bestimmen.  Wir  gelangen  dazu  vermittelst  des  Durchmessers,  der  alle 
der  zweiten  Axe  parallele  Choxdcn  halbirt,  und  dessen  Gleichung  folgende  ist: 

y+ax+y  = 0,  (I) 

in  der  y die  Ordinate  des  Durchschnittes  dieses  Durchmessers  mit  der  zweiten  Axc,  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  genommen,  bedeutet.  Ziehen  wir  daher  irgend  zwei  der  zwei- 
ten Axe  parallele  Chorden,  so  bestimmt  diejenige  gerade  Linie,  welche  diese  Chorden 
halbirt,  auf  jener  Axe  eine  Ordinate,  die  gleich  ist  ( — y).  Die  Abscisse  des  Durch* 
Schnittes  dieses  Durchmessers  mit  der  ersten  Axc  ist  gleich  ( — 


S 
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Nehmen  wir  die  Gleichung  des  andern  Durchmessers,  der  alle  der  ersten  Axe  paral- 
lele Chorden  halbirt,  ncmlich  die  Gleichung: 

uy+ßx+3  = o , (3) 

so  Coden  wir  für  die  Durchschnitte  dieses  Durchmessers  mit  der  ersten  und  zweiten  Axc : 


3.  In  der  3.  Figur  sind  BC  und  AD  die  beiden  durch  (1)  und  (3)  dargeslelltcn  Durch- 
messer, mithin  ist: 


OC  = — *y. 

Es  ergibt  sich  hieraus  ferner 


°A~r 


OB 

Ol) 


OB  =t  — 

a 


OD  = - - . 


wonach  wir  znr  Bestimmung  von  3 folgende  Gleichung  erhalten: 

, OD.  OC 

'■ ÜB 


Wenn  wir  den  Werth  von  3 nicht  geradezu  als  das  vierte  Glied  einer  geometrischen 
Proportion  construirrn  wollen,  so  können  wir  auch  durch  die  drei  Puncte  B,  C und  D 
einen  Kreis  legen,  der  alsdann  die  erste  Axc  in  einem  Puncte  schneidet,  dessen  Abscissc 
gleich  ist  ( — d).  (253). 

Weun  ß = ±i  ist,  so  kommt: 

d = TOA; 

der  eben  construirtc  Kreis  geht  alsdann  durch  den  Punct  A. 

2bO.  Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung: 

y- -f-  2ax)+«y+,?xs+2yy+2itj;-t-«  = o , 

für  x irgend  einen  besonder»  Werth  x'  suhstituiren,  so  ist  das  Product  der  beiden  ent- 
sprechenden Wcrlhc  für  y,  die  wir  durch  y und  y"  unterscheiden  ypllcn,  gleich  dem 
von  y unabiingigen  Glicdcj  es  ist: 

yy"  = ^*’J+2dx’+f. 

Aehnlich  erhalten  wir,  indem  wir  eine  Abscissc  (— x)  nehmen,  und  die  entsprechen- 
den Ordinalen  yt  und  y nennen: 

y,T„  = ft*2 — 2<Jx’+t , 

und  wenn  wir  die  letzten  beiden  Gleichungen  von  einander  abziehen: 

y'y"-y.y..  = 

5.  Nehmen  wir  in  der  5.  Figur  OM  fUr  x',  so  verschwindet  offenbar  das  Product  y’y" 
und  wir  erhalten: 


-yy..  = 4J*’> 

also  wenn  wir  in  der  Construction  O/t  gleich  ( — x'),  d.  h.  abgesehen  vom  Zeichen,  gleich 
OM  nehmen: 


— 23  = JIr  = f£+2L 
2x  /iM 

Wir  können  also  anch  auf  diese  Weise  den  W erth  des  Coefficicnlen  von  x in  der  all- 
gemeinen Gleichung  construiren,  für  den  Fall,  dafs  die  zweite  Axe  der  Curve  begegnet- 

Da  der  Abstand  der  Mitte  von  MM  vom  Puncte  O gleich  ist  ^ , so  erhalten  wir 

eine  neue  Bestimmung  von  ßt  nachdem  wir  J znvor  construirt  haben. 
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2Ö1.  Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung: 

y’-+-2axy-f-,?.x  J-f-2,y+-2Jx+<  = o , 

die  drei  ersten  Glieder,  fUr  sich  allein  genommen,  gleich  Null  sctien,  so  erhallen  wir (241): 

y’H-aaxy-hlx5  = o , (1) 

die  Gleichung  eines  Systems  von  zweien  geraden  Linien,  OM  und  OM',  die  durch  den 
Anfangs  -Punct  der  Coordinaten  gehen  und  den  Asymptoten  der  Curve  parallel  sind. 
Ziehen  wir  diese  Gleichnng  von  der  allgemeinen  ah,  so  blciht:  • 

2;y-t-2  Jx-f-z  = o , (») 

die  Gleichnng  einer  geraden  Linie,  die  durch  die  Durchschnitte  der  Cur- 
ve mit  jenem  Systeme  von  zweien  geraden  Linien  geht;  woraus  wir  denn  bei- 
läufig sehen,  dafs  es  nar  zwei  solcher  Durchschnitte,  M nnd  M',  gibt. 

Für  den  Fall  der  Pärabcl  stellt  die  Gleichung  (I)  zwei  zusammenfallende,  durch  den 
Anfangs- Punct  der  Coordinaten,  durch  O gehende  Durchmesser  derselben  dar.  Die  Glei- 
chung (2)  bezeichnet  also  die  Tangente  MS  im  Scheitel  dieser  Durchmesser. 

Für  den  Fall  der  Ellipse  wird  jenes  System  von  zwei  geraden  Linien  (I)  imaginär; 
die  Gleichung  (2)  bezeichnet  immer  noch  eine  bestimmte  gerade  Linie,  die  aber 
mit  der  Curve  keinen  Punct  mehr  gemein  haben  kann. 

262.  Wir  haben  früher  die  geometrische  Bedeutung  von  1 in  der  Voraussetzung 
nachgewiesen,  dafs  die  zweite  Axc  der  Curve  wirklich  begegnet;  für  den  Fall  der  Hyper- 
bel und  Parabel,  erhalten  wir,  nach  der  vorigen  Nummer,  eine  allgemeinere  Constrnc- 
tion  dieses  Wcrthcs.  -Lassen  wir  ncmlich  in  der  Gleichung  (2)  x verschwinden , so  er- 
gibt sich  für  den  Durchschnitt  der  bezüglichen  geraden  Linie  mit  der  zweiten  Axc : 

' — — 2>y 

also,  mit  Beziehung  auf  die  5.  nnd  6.  Figur,  wo  OS  die  zweite  Axe,  ft  die  Mitte  der, 
auf  ihr  von  der  Curve  intcrccptirtcn , Chordc  QQ’,  und  O der  Anfangs -Punct  ist: 

f = — 2OS.  O.u. 

Indem  wir  die  in  dieser  nnd  in  der  256.  Nummer  für  z constrnirtcn  Wcrlhe  gleich 
setzen,  erhallen  wir,  abgeschn  vom  Zeichen,  folgenden  Ansdruck: 

2.0s.  0,1  = 00.  oy  . 

Wir  können  auch  auf  ähnliche  Weise  t vermittelst  der  Gleichung : 

yy-Hfx-H  = o , 

deren  geometrische  Dentung  wir  im  nächsten  Paragraphen  geben  werden,  construiren, 
und  diese  Construction  ist  keiner  Beschränkung  unterworfen. 

263.  Die  beiden  Gleichungen: 

yM-2yy-fi<  = o,  0xt+2dx-f-z  = o , 

geben  reelle,  gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln,  je  nachdem  die  Ausdrücke  (}•’ — z)  und 
(i)5 — ßt)  positiv.  Null  oder  negativ  sind.  Hieran  erkennen  wir  also,  ob  die  erste  und  zweite 
Coordinatcn-Axc  der  Curve  begegnen  oder  nicht. 

26 4.  Wenn  für  verschiedene  durch  die  allgemeine  Gleichung: 

yM-2«x) +lW+?n+'2äx-+*  = o (,) 

dargeslclllen  Curvcn,  z und  y dieselben  VVcrthc  haben,  so  gibt  die  Gleichung: 

, y’-Wyy+z  = 0 , M 

gleiche  Wurzeln;  a 1 1c  c in  zcln  cn  C urven  sehn  cid  c n also  die  zweite  Axe  in 
denselben  beiden  Pnnctcn.  Und,  umgekehrt,  in  den  Gleichungen  aller  Linien 

20 


Fig.  5. 


Fig.  6. 
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zweiter  Ordnung,  die  sich  in  zweien  festen  Pnncten  schneiden,  behalten  das  constanle 
Glied  ond  der  CoefEcicnt  von  y immer  denselben  Werth,  wenn  wir  die  zweite  Aue  durch 
jene  Leiden  festen  Pnncte  legen. 

Auf  entsprechende  Weise  schneiden  verschiedene  Cnrven  die  erste  Axc  in  denselben 
beiden  Pnncten,  wenn  folgende  Gleichung : 

/Jx’-t-atfx-H  =>  0,  (4) 

*•  • - * * S f * 

immer  dieselben  Wurzeln  gibt,  wenn  ncmlich  - und  — sich  nicht  ändern. 

P ß 

Wenn  verschiedene  Linien  zweiter  Ordnung  sich  in  denselben  vier  Pnncten  schnei- 
den, und  wir  legen  durch  diese  vier  Puncte,  paarweise  genommen,  was  auf  dreifache 
Weise  geschehen  kann , die  beiden  Axen , so  mttssen  beide  Gleichungen  (2)  und  (3)  gleiche 
Wurzeln  geben,  mithin  die  vier  Coclficirntcn  ß,y,  3 und  e in  den  Gleichungen  al- 
ler einzelnen  Curvcn  dieselben  Wcrthc  haben,  so  dafs  wir  also  alle  diese 
Curven  durch  die  Gleichung  (l)  darstellen  können,  indem  wir  in  derselben  einzig  nur  dem 
Coeflicienten  von  xy  einen  unbestimmten  Werth,  der  von  einer  Cnrve  zur  andern  sich 
ändert , beilegen. 

Zu  demselben  Resultate  kommen  wir  unmittelbar  auf  folgende  Weise.  Die  Glei- 
chung irgend  einer  Curve  zweiter  Ordnung  scy: 

yM-2«xy-hJxM-2>y-f-2<rx+i  = o, 

und  da 

xy  = o 

die  Gleichung  des  Systems  der  beiden  Coordinaten  - Axen  ist,  so  erhalten  wir  dnreh  Ver- 
bindung der  beiden  Gleichungen  jede  bcl'cbigc  Curve,  welche  die  beiden  Axen  in  densel- 
ben Punctcn  schneidet.  Soll  die  rcsullircndc  Gleichung  wiederum  vom  zweiten  Grade  seyn, 
so  behält  sie  offenbar  die  Form  der  gegebenen  Curve,  und  nur  der  CoefEcicnt  des  zweiten 
Gliedes  kann  seinen  Werth  ändern. 

Eis  ist,  um  den  Beweis  umzukehren,  eben  so  augenfällig,  dafs  die  Gleichungen  zweier 
Cnrven : 

yM-2axy+i?x5+2jy-t-2<fx-H  = o, 
y3-f-2axy+bx’-t-2cy-f-2dx-f-C  = o, 
sich  nur  dann  zu  der  Gleichung  des  Axen -Systems: 

xy  = o 

verbinden  lassen  (indem  wir  nemlich  abzichen  nnd  durch  (o— a)  dividiren),  wenn: 
b — ß,  c *=  y,  d = 3,  c — t. 

265.  Wir  wollen  wieder,  indem  wir  a,  ß,  y,  3 nnd  t als  unbestimmte  Coeflicienten 
betrachten , 

y,-f-2«xy-+.,9x3-f-2;'y4-2Jx+*  = o 

fiir  die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  nehmen.  Alsdann  sind: 

y +ax+y  = o, 
ay-4-$X"4-d  a o, 

die  Gleichungen  der  beiden  Durchmesser,  welche  die  den  Leiden  Coordinaten -Axen  pa- 
rallelen Chorden  halbiren.  Soll  die  Richtung  dieser  Leiden  Dnrehnicsscr  für  verschiedene 
Curvcn  sich  nicht  ändern,  so  müssen  u und  ß constant  seyn.  Wenn  in  den  Gleichungen 
verschiedener  Linien  zweiter  Ordnnng,  auf  irgend  ein  beliebiges  System  bezogen , diese 
Coeflicienten  dieselben  sind , so  bleiben  sic  auch  gleich  nach  jeder  beliebigen  Coordinatcn- 
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Umformung,  tmd  von  solchen  Cnrvcn  sagen  wir,  sic  seyen  ähnlich  and  von  ähnli- 
cher Lage. 

JVenn  also  zwei  oder  mehrere  Curvcn  zwei  Paare  paralleler  zugeordne/en  Durch- 
messer haben,  so  sind  dieselben  ähnlich  und  haben  ähnliche  Lage;  wenn  man  ferner 
in  denselben  in  beliebiger  R ichtung  parallele  Durchmesser  zieht,  so  sind  auch  die  den- 
selben zugeordneten  Durchmesser  unter  einander  parallel. 

Sollen  die  Gleichungen  (1)  zwei,  durchaus  unveränderliche,  gerade  Linien  darstcllcn,  so 
müssen  die  Cocfhcicnten  u,  ß,  y und  d alle  vier  constant  scyn,  und  wir  können  nur«  in 
der  allgemeinen  Gleichung  willkührlich  bestimmen.  Alsdann  stellt  diese  Gleichung  nur  solche 
Curvcn  dar,  welche  ähnlich  sind,  und  ähnliche  Lage  und  denselben  Miltclpunct  haben. 


206.  Charactcristisch  für  die  verschiedenen  Linien  zweiter  Ordnung  ist  das  Zeichen  Fig.  2. 
des  YVcrthcs  von  (a7 — ß) ; in  der  geometrischen  Deutung  hiervon  liegt  dann  natürlich  auch 
die  allgemeinste  Unterscheidung  der  drei  Haupt-Classcn  dieser  Linien. 

YY  ir  können  hierbei  auf  folgende  Weise  verfahren.  Scy  MM„  irgend  eine,  der  ersten 
Coordinaten-Axe  parallel  gezogene,  gerade  Linie,  die  der  Curvc  in  M,  und  M„  begegnet; 
durch  diese  Durchschnitts  - Puncte  seyen  MM'  und  MM"  parallel  gelegt  mit  der  zweiten 
Axc,  und  endlich  durch  M',  den  zweiten  Durchschnitt  der  ersten  dieser  Linien  mit  der 
Curvc,  M'M  wiederum  parallel  mit  M,M„  und  der  ersten  Axe.  Alsdann  ist  nach  der  254. 
and  256.  Nummer: 

K'NT 
2 N”M'  - 

und  also: 


TTM".N"M„ 

N'M.IS'M 


■7—ß  . 


N'M"’ 


4N"M 


,9 


_ N“sr  N"M".  N'M  —4  N"M„ . N"M' 
Vm'.N'm"  ” N’M'*  4 N"M’ . N'm' 


Für  den  Fall  der  Parabel,  wo  (u7 — ß)  Null  wird,  erhalten  wir: 

N"M".N"M  = 4 N’M„.N"M', 

mithin  ist  das  Parallelogramm  M"M  gleich  dem  Vierfachen  des  Pa- 
rallclogrammes  M“M„.  Da  wir  ttber  die  Richtung  der  beiden  Coordinatcn-Axcn, 
denen  die  Seiten  dieser  Parallelogramme  parallel  sind,  durchaus  keine  Bestimmung  ge- 
troffen haben,  so  haben  wir  einen  allgemeinen  Satz  für  die  Parabel  bewiesen,  hei  dessen 
Aussage  wir  hier  nicht  verweilen.  Derselbe  Satz  vcrificirt  sich  direct  fiir  ein  System  zweier 
Parallcllinicn. 

Bei  der  Interpretation  des  Ausdruckes  von  (u7—ß)  für  den  Fall  der  Ellipse  und 
Hyperbel  müssen  wir  auf  die,  durch  die  Lage  des  Punctes  N“  bedingten  Vorzeichen 
der  verschiedenen  Linien -Segmente  Rücksicht  nehmen.  Liegt  jener  Punct,  ähnlich  wie 
in  der  Constrnclion  der  2.  Figur,  so  sind  die  beiden  Ausdrücke: 

(<*’—/?) , . N"M  — 4 JOl, , . N"M') , 

* von  entgegengesetztem  Zeichen.  Je  nachdem  also  (u7—ß)  positiv  oder  negativ,  d.  h.  die 
gegebene  Curvc  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  ist  das  Parallelogramm  M"M  kleis 
ncr  oder  gröfscr  als  das  Parallelogramm  MAI,. 

Umgekehrt  ist  ferner  ersichtlich,  dafs  diejenige  Linie  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
die  fünf  Puncte  M',M",  M,  M„  und  M,  sich  legen  läfst,  und  in  der  Construclion  eine 
Parabel  ist,  in  eine  Hyperbel  übergeht,  wenn  der  Punct  M sich  auf  der  geraden  Linie 
M'M  weiter  vom  Puncte  N"  entfernt,  in  eine  Ellipse  hingegen,  wenn  er  sich  diesem  Puncte 
nähert,  und  endlich  wieder  in  einp  Hyperbel,  wenn  M über  N”  hinaus,  nach  M'  hin, 
forlrUckt,  — 
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Weiler  dürfen  wir  hier  den,  in  diesem  Paragraphen  cingcleiteten , Gang  der  Unter- 
suchung nicht  verfolgen. 


§•  4. 


Ueber  Berührung  zwischen  einer  Linie  zweiter  Ordnung 
und  geraden  Linien. 


- 267.  Jede  direetc  Tangenten-Methode  ist  eine  Umschreibung  desje- 
nigen Verfahrens  nach,  welchem  vermittelst  Differential-Rechnung  die 
Gleichung  der  Tangente  hergeleitct  wird.  Wir  wollen  dieses  Verfahren,  an- 
gewandt auf  Linien  zweiter  Ordnung,  geradeza  hier  nachbildcn. 

Sey: 

y’-+-2ai)-+t'JxH-2yy-f-2(Ir-N  = 0,  <0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  und  (y",  1")  ein  gegebener  Ponct  derselben,  in  wel- 
chem wir  die  Tangente  constrniren  wollen.  Zwischen  y"  und  z”  findet  die  Gleichung  (t) 
Statt,  cs  ist: 

y"J-t-2ai"y'’-f-?r"M-2yy"-f-2<tx"4-r  *=  0, 

nnd  hiernach  wird  die  Gleichung  der  Curve,  indem  wir  abziehn,  nm  t zu  climiniren: 

(y1— y,,:,)-t-2«(xy— x"y"H-,?(x:— x"J)-t-2j-(y_y">+2<I(x— 1")  = o.  (.) 

Weil  die  Tangente  ebenfalls  durch  den  Punct  (y“,x")  geht,  so  hat  ihre  Gleichung  fol- 
gende Form: 

y—y"  = *(x— x”).  <3) 

So  lange  x nnbestimmt  bleibt,  kann  die  letzte  Gleichung  jede  beliebige  gerade  Linie  be- 
zeichnen, welche  durch  den  Punct  (y",  x")  geht  Im  Allgemeinen  wird  eine  solche  Linie 
der  Curve  noch  in  einem  zweiten  Poncte  begegnen.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  die- 
ses zweiten  Ponctes  durch  (y''H-k)  und  (x”-f-h),  so  mUssen  diese  Werthe  für  y und  z,  in 
(2)  nnd  (3)  snbstituirt,  diese  Gleichungen  beide  befriedigen.  Hiernach  erhalten  wir: 
x:+2akh-+-/Sh5-+-2(y"-t-«x"-t-j')k'4-2(ay"-t-^x"-+-J)h  = o, 
k = xh. 

Elimim'rcn  wir  ans  der  ersten  dieser  Gleichungen  k vermittelst  der  zweiten,  so  kommt, 
wenn  wir  zugleich  durch  h dividiren: 

x,h-f-2axh-f^h-f-2(y”-t-öx"+y)x-f.2(«y"-fjSz''-bJ)  «=  o.  (4) 

Wenn  wir  für  h einen  beliebigen  Werth  annchmcn,  so  gibt  diese  Gleichnng  für  x zwei 
Werthei  wenn  wir  h = 0 setzen,  so  wird  einer  dieser  Werthe  unendlich  und,  indem 
wir  von  diesem  Werthe  abstrahiren,  reducirt  sich  die  letzte  Gleichung  auf  ihre  beiden 
letzten  Glieder  und  es  ergibt  sich:  „ 

* _ fry"-f-3x"-4-J 

y”+«x“+y 

Dieser  Werth  von  x gehört  offenbar  der  gesuchten  Tangente  an.  Denn  den  beiden  Wer- 
thon von  x,  welche  die  Gleichung  (4)  für  ein  bestimmtes  h gibt,  entsprechen  zwei  durch 
den  Punct  (y“,x”)  gehende  Sekanten,  von  welchen,  wenn  h Null  wird,  die  eine  mit  der 
Ordinale  des  Pnnctos  ( y”,  x" ) zusammcniallt , wo  also  das  (entsprechende  x unendlich 
wird,  während  die  andere  in  die  Tangente  übergeht,  und  dieser  entspricht  nolhwcndig  der 
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andere  Werth  von  Snbstituiren  wir  denselben  in  ihre  Gleichung  (8),  so  kommt,  nach 
einer  einfachen  Rednction: 

(7"4^x"47)y^oy”4^"^)*-+yy"+dx''-j-e  — o.  *)  (!) 

Die  Form  der  CocfEcicnten  von  y und  x in  dieser  Gleichung  rechtfertigt  sich  leicht 
a priori. 

268.  Die  End -Gleichung  der  vorigen  Nummer  ist  symmetrisch  in  Beziehung  auf 
y",  x"  und  y,  x,  so  dafs  wir  ihr  also  auch  folgende  Form  geben  können: 
(y+ox>+-y)y"+{oy-f^x-fHj)x''-H7-t-dx-N  = o. 

Wenn  wir  die  Coordinaton  irgend  eines  Pnnctes  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten 
Tangente  kennen  und  diese  Coordinaten-  Wcrthe  in  die  letzte  Gleichung  filr  y und  x 
als  constante  Gröfscn  snbstituiren,  während  wir  y"  und  x”  als  veränderliche  Gröfsen  be- 
trachten, nnd  deshalb  die  Accente  unterdrücken,  so  stellt  die  Gleichung: 

(j-'-4-ax'-f^/)y-4-(ay’-f-^x'-f-l))x-J-jy'-)-(t'x'-H  = 0,  (6) 

eine  gerade  Linie  dar,  welche  den,  eben  durch  (y ",x")  bezeichnetcn , Bertihrungs-Punct 
enthält.  Eine  solche  gerade  Linie  begegnet  der  Curve  noch  in  einem  zweiten  Punctc,  in 
welchem  die  andere  durch  den  Punct  (y',x‘ ) gehende  Tangente  die  Curve  berührt.  W enn 
der  Punct  (y’,x')  auf  der  Curve  selbst  liegt,  fallt  diese  Linie  mit  der  Tangente  zusammen’ 
und  hierdurch  ist  der  Ucbcrgang  angezeigt,  wo  dieselbe  zwar  immer  constrnirbar  bleibt, 
aber  der  Curve  nicht  mehr  begegnet,  weil  vom  Pnncte  (y',x')  sich  keine  Tangenten  an  die- 
selbe legen  lassen.  Die  durch  (6)  dargcstclllc  gerade  Linie,  bei  deren  geometrischer  Be- 
deutung wir  in  den  folgenden  Paragraphen  länger  verweilen  werden,  heilst  die  Polare 
des  Punctcs  (y',x'). 

Dadurch,  dafs  für  einen  Pnnct  der  Curve  die  Polare  mit  der  Tangente  in  diesem 
Punctc  zusammenfallt,  wird  die  oben  erwähnte  Symmetrie  der  Gleichung  (5)  bedingt. 

Es  ist  gut,  schon  hier  zu  bemerken,  dafs  auch  von  Polaren  für  imaginäre  Linien 
zweiter  Ordnung  die  Rede  seyn  kann. 

Wir  sehen  ferner  nicht  sogleich,  welche  geometrische  Bedeutung  die  Polare  eines 
gegebenen  Pnnctcs  in  dem  Falle  bat,  wo  wir  stau  der  Curve  ein  System  zweier  ge- 


*)  Die  Gleichung  ( 4 ) enthält  ebenfalls  die  Bestimmung  der  Richtung  der 

beiden  Asymptoten;  wir  brauchen  zu  diesem  Ende  nur  h setzen.  VVir  erhalten 

0 

nemlich,  indem  wir  alle  Glieder  durch  b dividiren,  und  alsdann  alle  diejenigen,  in  welchen 
b als  Divisor  vorkommt , vernachlässigen : 

»M-2«x-4-,9  = o, 

mithin,  indem  wir  — für  x schreiben  s 

y3-fw2«*T-fjV  = o, 

für  die  Gleichung  des  Systems  zweier  geraden  Linien , die  durch  den  Anfangs  - Punct  der 
Coordinaten  gehen  und  den  Asymptoten  parallel  sind. 

Es  erhellt  auf  diese  Weise  ganz  allgemein , dafs  man  für  eine  Curve  des  nt.  Grades, 
ein  System  von  m geraden  Linien  erhalt,  die  den  m Asymptoten  der  Curve  parallel  sind 
und  durch  den  Anfangs  - Punct  der  Coordinaten  gehen,  indem  man  die  mit  der  höchsten 
Potenz  der  veränderlichen  Gröfsen  behafteten  Glieder  in  der  Gleichung  der  Curve,  für  sich 
allein  genommen,  gleich  Null  setzt  Es  versteht  sich  hierbei  von  selbst,  dafs  die  Asympto- 
ten and  die  ihnen  parallelen  geraden  Linien  alle  oder  zum  Theil  imaginär  seyn  können. 
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raden  Linien  nehmen.  Scy  (y',x’)  wiederum  der  gegebene  Pnnct,  und  jenes  Linien- 
System  das  System  der  Axen  selbst,  und  folglich  dessen  Gleichung: 

xy  ■=  o. 

Für  diese  Annahme  verwandelt  sich  die  Gleichung  (6)  in  folgende: 

x’y-t-y'x  = o. 

Die  Polare  geht  also  durch  den  Anfangs- Punct  der  Coordinaten,  nnd  ferner  ist  leicht 
ersichtlich,  dafs  jede  durch  den  Punct  (y’,x')  gehende  gerade  Linie  von  den  beiden  Linien 
des  Systems  nnd  der  Polaren  harmonisch  geschnitten  wird  (36,  49),  denn  geben  wir 
der  letzten  Gleichung- und  derjenigen,  welche  die  durch  den  Anfangs  - Punct  der  Coordi- 
naten und  den  Pnnct  (y’,x‘)  gehende  gerade  Linie  darstcllt,  folgende  Formen: 

y = xx,  y = *'x, 

so  ist  offenbar: 

*■+*'=  o. 


S69.  Wenn  wir  in  der  Gleichung  (5)  y'  = o nnd  x'  = 0 setzen,  so  erhalten  wir: 

jy-Mx+r  = 0,  (7) 

für  die  Polare  des  Anfangs-Pnnctcs  der  Coordinaten.  Stellen  wir  diese  Glei- 
chung mit  derjenigen  geraden  Linie  zusammen,  welche  durch  die  Durcbschnitts-Poncte 
zweier,  den  Asymptoten  parallelen  und  durch  den  Anfangs -Punct  gehenden,  geraden  Li- 
nien mit  der  Curvc  geht  (Asymptoten -Chordc),  also  (261)  mit  der  Gleichung: 

2yy-f-aJx-f-r  e=  0, 

so  ist  ersichtlich,  dafs  die  bezüglichen  Linien  parallel  sind  und  überdiefs  der  Anfangs  - 
Punct  von  der  erstem  (7)  noch  einmal  so  weit  abstcht  als  von  der  letztem.  Zunächst  be- 
zieht sich  dieses  Resultat  auf  die  Hyperbel,  nnd  da  wir  über  den  Anfangs -Pnnct  der 
Coordiuaten  keipe  nähere  Bestimmung  getroffen  haben,  so  ist  allgemein  folgender  Satz 
bewiesen : 

Für  jeden  beliebigen  Punct  in  der  Ebene  einer  Hyperbel  ist  die  Polare  parallel  der 
Asymptoten- Chordc  utul  steht  doppelt  so  weit  von  jenem  Punct e ab  als  diese. 

In  der  ~.  Figur,  wo  der  beliebig  angenommene  Pnnct,  O,  aufscrhalb  liegt  ist  MM' 
die  Asymptoten -Chordc  und  die  Berührnngs-Chorde  N!Y  ist  die  Polare. 

w ir  können  nach  diesem  Salze  auf  eine  leichte  Weise  an  eine  gegebene  Hyperbel, 
Acren  Asymptoten  bekannt  sind,  von  einem  gegebenen  Punctc  ans  Tangenten 
1 e gen. 

Die  Deutung  des  obigen  Resultats  ftlr  den  Fall  der  Parabel  gibt  folgende  bekannten 
Sätze: 

Jf'enn  man  von  irgend  einem  Punctc  in  der  Ebene  einer  Parabel  Tangenten  an 
dieselbe  zieht , und  durch  denselben  Punct  einen  Durchmesser  legt,  so  ist  die  Beriih- 
rungs-Chorde  parallel  der  Tangente  im  Scheitel  des  Durchmessers,  und  also  auch  den 
zugeordneten  Ordinalen  desselben.  Das  zwischen  dem  beliebigen  Puncte  und  der  Jie- 
riihrungs-  Chorde  liegende  Stück  des  Durchmessers  wird  im  Durchschnitte  mit  der  Curve 
halbirt. 

Auch  für  die  Ellipse  kann  von  einer  Asymptoten- Chordc  die  Rede  seyn,  welche  wir 
nach  dieser  Nummer  leicht  construircn  können. 

27O.  Im  vorigen  Paragraphen  sind  wir  die  geometrische  Constrnction  des, 
von  y und  x unabhängigen,  Gliedes  der  allgemeinen  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades  für  den  Fall  noch  schuldig  geblieben,  wo  die  bezügliche  Curvc  keine  Asymp- 
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loten  hat  nnd  die  zweite  Are  derselben  nicht  begegnet,  Folgende  Bestimmung  dieses 
Cocfficicntcn  ist  keiner  Beschränkung  unterworfen.  Setzen  wir  ncmlich  in  der  Gleichung: 

jy-t-Jx-H  = o, 

s 3i  o,  so  kommt: 

« * — rr* 

also  in  Beziehung  auf  die  8.  Figur,  wo  O der  Anfangs -Punct  der  Co  ordinalen,  OY  die  Fig.  8. 
zweite  Axe,  nnd  /•  die  Mitte  der  auf  ihr  interceptirtcn  Chordc  QQ‘  ist: 

« = 0/<.  Ox.  (i) 

Wir  haben  hiernach  ferner  (256),  welche  Lage  die  durch  den  Punct  O gehende  ge. 
radc  Linie  auch  haben  mag: 

OQ.OQ'  = O/t.  Ox.  («) 

nach  welcher  Gleichung  wir,  wenn  die  Pnnclc  O,  Q und  (V  gegeben  sind,  sogleich  den 
Punct  x linden,  d.  h.  wenn  zwei  Punctc  einer  Linie  zweiter  Ordnung  bekannt  sind,  so 
können  wir  auf  derjenigen  geraden  Linie,  welche  durch  diese  beiden  Punctc  geht,  leicht 
den  Punct  bestimmen,  in  welchem  dieselbe,  von  der  Polaren  jedes,  beliebig  auf  ihr  ange- 
nommenen, dritten  Punctes  geschnitten  wird. 

Wir  können  also  auch,  wenn  irgend  vier  Puncte  einer  Linie  zweiter  Ordnung  gege- 
ben sind,  die  Polare  jedes  derjenigen  drei  Pnncte  bestimmen,  in  welchen  die 
dreimal  zwei  geraden  Linien,  welche  durch  jene  vier  Pnncte  gehen,  sich  schneiden,  z.  B- 
wenn  Q,  Q',  K,  und  K'  die  gegebenen  Puncte  sind,  die  Polare  von  O,  des  Durchschnit- 
tes von  QQ'  und  KK\ 

WTir  können  endlich,  wenn  fünf  Pnncte  gegeben  sind,  beliebig  viele 
Pnncte  derjenigen  Linie  zweiter  Ordnung  finden,  die  durch  jene  fünf 
Punctc  geht  Wir  erhalten  z.  B. , wenn  Q,  Q',  K,  K’  und  G die  gegebenen  Puncte 
sind,  einen  sechsten  Punct,  wenn  wir  für  O,  den  Durchschnitt  von  QQ'  und  KK’,  die 
Polare  suchen,  durch  O und  G eine  gerade  Linie  legen,  welche  von  jener  Polaren  in  y 
geschnitten  wird,  nnd  endlich  auf  dieser  geraden  Linie  einen  Punct  G'  vermittelst  folgen- 
der Gleichung: 

OG  OG’  = Ox.  Oy, 

welche  der  Gleichung  (2)  entspricht,  construiren.  v bezeichnet  die  Mitte  zwischen  dem 
gegebenen  Punctc  G und  dem  gesucht,,«  G*.  Auf  ähnliche  Weise  können  wir  so  viele 
Punctc  bestimmen,  als  wir  wollen;  wir  brauchen  hierzu  im  Ganzen  nur  zwei  Polaren  zu 
construiren. 

Die  angczcigtc  Construction  erleidet  nur  unbedeutende  Modificationcn,  wenn  statt  zwei 
oder  vier  der  gegebenen  fiinf  Puncte  eine  oder  zwei  Tangenten  urnl  auf  denselben  die  Be- 
rülirungs- Puncte  gegeben  sind. 

171.  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  die  Bedingungs -Gl eichu ng  ent- 
wickeln, die  Statt  finden  mufs,  wenn  eine  gegebene  Linie  zweiter  Ord- 
nung: 

y,+2axy+/fa,+2yy-f-2Jx-H  = 0,  (1) 

von  einer  gegebenen  geraden  Linie: 

y = ax-t-b , (») 

bcrlthrt  werden  soll.  Die  Gleicbnng  der  geraden  Linie  mnfs,  bei  dieser  Vorausse- 
tzung, die  Form  der  5.  Gleichung  der  267  Nummer: 

(y  •H<z"+y)y*l*(uy"+,,?z”-t-iJ)x+yy  ”-4-äx -f-t  = o, 


« 
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in  der  (y~, x‘)  einen  Punct  der  Corvc  Bezeichnet,  annohmen  können.  Diefs  gibt  nns  fol- 
gende Gleichungen: 

~aes  _ b - rf 

y *Hni  -hy  y -Ho*  H-y 

und  wenn  wir  zwischen  diesen  drei  Gleichungen  die  unbekannten  Grüfscn  y“  und  x"  cli- 
miniren,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Bcdingungs  -Gleichung. 

Zu  derselben  Gleichung  kommen  wir  leichter  auf  folgendem  Wege.  Wenn  wir 
ncmlich  die  Gleichung  der  Cnrvc  und  der  geraden  Linie  zusammcnstcllcn,  so  erhalten  wir 
im  Allgemeinen  zwei  Werthc  fllr  jede  der  veränderlichen  Grüfscn , die  den  beiden  Durch- 
schnitts -Punctcn  entsprechen.  Die  Werthc  für  z gibt  z.  B.  folgende  Gleichung: 
(a,-H2aa-4-(!)x3+2(ab-f-ab-4-a}*-HJ)x-+-b,+2}'b-t-r  = o, 
die  wir  erhalten  indem  wir  den  aus  (2)  genommenen  Werth  von  y in  (I)  snbstitmrcn. 
Für  den  Fall  der  Berührung  mnfs  diese  Gleichung  gleiche  Wurzeln  haben;  diefs  gibt  uns 
folgende  Bcdingungs  - Gleichung : 

(ab+ab+«y+d)* — (b3+2yh+t){a’+2oa+/9)  = o, 
oder,  wenn  wir  entwickeln,  folgende: 

(o1 — /S)b,+2(d — aj-)ab+2(ai — ffy'Jb+fy5 — »)  a’+2(yd — o/)a-t-(d5 — ßf)  = O.  (3) 


272.  Die  letzte  Glcicung  der  vorigen  Nummer  verwandelt  sich  für  den  Fall,  dafs  die 
gerade  Linie  durch  folgende  Gleichung  gegeben  ist: 

pq+qx  = pq, 

in  nachstehende  Gleichung: 

(o1 — /J)p3q’ — 2(i — «y)pq5+Q(rtd — /fyOp’q+iy’ — ()q:— 2(;J — af)pq+(<H — ßi)p7  = 0 , («) 
indem  wir  q für  h und  | — iij  für  a substituiren  und  mit  p5  moltiplicircn- 

Die  Gleichung  (4)  stellt,  indem  wir  q nnd  p als  veränderliche  Grüfscn  betrachten , »in 
Allgemeinen  eine  Linie  der  vierten  Ordnung  dar;  diese  Gleichung  rcdocirl  aber  anf  den 
zweiten  Grad,  wenn  folgende  beiden  Gleichungen  zugleich  Statt  Gndcn: 

y7 — t =0,  i7—ßi  = 0,  (5) 

d.  h.  wenn  die  gegebene  Curve  von  den  beiden  Coordinaten-Axen  berührt  wird  (263). 
Alsdann  erhalten  wir  ncmlich,  indem  wir  alle  Glieder  durch  pq  dividiren,  und  q nnd  p 
mit  y und  x vertauschen: 

(uJ — /?)xy— 2(tT — oy)y+2(«J — ß y)x — 2(yJ— «0  = o : (6) 

die  Gleichung  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den  beiden  (die  gegebene  Curve  berüh- 
renden) Coordinaten  Axcn  parallel  sind.  Die  letzte  Gcichung  gehl  in  eine  ähnliche  über. 


wenn  wir  in  dieselbe  - fiir  y nnd  — — für  x substituiren  (14).  Wenn  die  gegebene  Curve 
n 1 — n 

eine  Hyperbel  ist  nnd  wir  dieselbe  auf  ihre  Asymptoten  beziehen  und  dem  entsprechend  : 

xy+<  = o, 

für  ihre  Gleichung  nehmen,  so  verwandelt  sich  (6)  in  folgende  Gleichung: 

xy+4e  = O , 

und  wenn  wir  2 für  y nnd  — für  x substituiren,  und  n = 4 nehmen , in  die  Gleichung  der 
n I — n 2 p 

gegebenen  Curve  seihst,  in:  , 

xv-f*t  = o. 
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der  Linien  zweiter  Ordnung. 

Alle  diese  Resultate  sind  leicht  geometrisch  zn  deuten,  das  letzte  z.  B.  heilst  anders 
nichts  als  dafs  jede  von  den  beiden  Asymptoten  begränzte,  die  Hyperbel 
berührende,  gerade  Linie  im  BerShrangs-Pnncte  halbirt  wird. 


2~3.  Ist  die  gegebene  Ctirvc  eine  Parabel  und  also  : 


Fig.  9- 


a2-~ß  = o, 

so  geht  die  Gleichung  (6)  in  eine  lineare  über,  ncmlich  in  folgende: 
(ci1— oy)y— (atf — ßy)s-+-iyi — ttt)  = o. 

Diese  Gleichung  ist  da  nach  (8)  und  (7): 


(?) 


gleichbedeutend  mit  folgender: 
und  da  wiederum : 


aß—ßy 

S — ay 


yt- 


i — oy 


= 7. 


y— ax+y  = o , 


(•) 


r 


y = -, 


und  wir  im  Ausdrucke  für  a das  negative  Zeichen  nehmen  müssen , gleichviel  ob  wir  vom 
Durchschnitte  der  Tangenten  an,  auf  welche  wir  die  Parabel  beziehen,  nach  den  Berüh- 
rungen hin  die  positiven  oder  negativen  jr  und  1 rechnen;  so  ist  die  8.  Gleichung  iden- 
tisch mit  folgender: 

yy+dz+r  =sO,  (9) 

mit  der  Gleichung  der  Polaren  des  Anfangs -Punctcs  der  Coordinaten,  d.  h.  der  Bcrtih- 
rnngs-Chordc  QP.  Nehmen  wir  daher  lilr  die  gerade  Linie: 

py-Hp  = pq, 

die  beliebige  dritte  Tangente  MN,  so  liegt  der  vierte  Winkcl-Punct,  S,  desjenigen  Pa- 
rallelogramme*, dessen  drei  Winkel  - Pnnctc  in  O,  M und  N fallen,  auf  der  Bcrillirungs- 
Chorde  QP.  Also: 


Wenn  eine  Parabel  und  zwei  feste  an  dieselbe  gelebten  Tangenten  gegeben  sind,  so 
ist  der  Ort  für  die  vierten  Winkel  -Puncte  aller  derjenigen  Parallelogramme,  deren  drei 
Winkel -Puncte  durch  die  Durchschnitte  der  beiden  festen  Tangenten  unter  sich  und  mit 
einer  dritten  beweglichen  Tangente  gegeben  sind,  eine  gerade  Linie ; diejenige  ncmlich, 
welche  die  beiden  Puncte,  in  welchen  die  Parabel  von  den  festen  Tangenten  berührt 
wird,  verbindet. 

Wir  können  nach  diesem  Satze,  wenn  zwei  gerade  Linien  gegeben  sind,  und  auf  je- 
der derselben  ein  Pnnct,  beliebig  viele  Tangenten  derjenigen  Parabel  bestimmen,  welche 
die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  in  den  beiden  gegebenen  Puncten  berührt. 

Wenn  drei  Tangenten  OP,  OQ  und  MN  gegeben  sind,  so  können  wir  ferner  für 
je  zwei  derselben  einen  Punct  der  Berübmngs  - Cbordc , für  OP  und  OQ  z.  B.  den  Punct 
S bestimmen,  and  diese  Linie  ist  also  bekannt,  wenn  überdiefs  ein  anderer  Punct  dersel- 
ben gegeben  ist. 

Wenn  vier  gerade  Linien  gegeben  sind,  so  können  wir  endlich  belie- 
big viele  Tangenten  derjenigen  Parabel,  welche  jene  vier  geraden  L itri en 
berührt,  und  auf  diesen  Tangenten  die  Beröhrungs-Pun  ctc  bestimmen. 
Seyen  OP,  OQ,  MN  und  M'.V  die  vier  gegebenen  geraden  Linien;  alsdann  können  wir 
z.  B.  diejenigen  Puncte  finden , in  welchen  die  beiden  ersten  derselben  von  der  in 
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«teilenden  Parabel  berührt  werden,  indem  wir  die  beiden  Pnncte  S and  S',  dnreb  welche 
die  Berührung*- Chorde  geht,  constroircn.  Nachdem  diese  beiden  Berührung«  - Pnncte 
bestimmt  sind,  können  wir  beliebig  viele  Tangenten,  nnd,  ähnlich  wie  eben,  anf  jeder 
derselben  den  Berührung«-  Punct  bestimmen. 


10.  274.  Wenn  wir  in  der  Gleichung  (9)  2y  für  y and  2x  für  x substitairen , so  geht  die* 

«elbc  in  folgende  über: 

2yy+2Jx+<  = o, 

also  in  die  Gleichung  der  Tangente  in  demjenigen  Pnncte,  in  welchem  die  Parabel  von 
dem  durch  den  Anfangs  -Ponct  der  Coordinatcn,  d.  h.  durch  den  Durchschnitt  der  beiden 
festen  Tangenten,  gebenden  Durchmesser  geschnitten  wird  (26t).  Diese  Tangente  ist 
also  (14)  der  geometrisch^.  Ort  der  Mitten  dtr  von  den  beiden  festen 
Tangent en  intercep tirten  Stücke  aller  übrigen  geraden  Linien,  welche 
die  Parabel  berühren. 

Hiernach  können  wir  wiederum , wenn  vier  gerade  Linien  gegeben  sind,  beliebig  viele 
Tangenten  derjenigen  Parabel  constroircn,  welche  von  den  gegebenen  Linien  berührt  wird. 
Sind  OM,  ON,  MN  nnd  M'N'  die  vier  gegebenen  geraden  Linien,  so  erhalten  wir  z.  B. 
eine  fünfte  Tangente , indem  wir  eine  gerade  Linie  durch  die  Mitten  R nnd  R’  von  MNi 
und  M’N'  legen;  nnd  anf  diese  Weise  können  wir  beliebig  fortfahren,  Tangenten  zu  con- 
strniren. 

Beiläufig  bemerken  wir  hier  noch,  dafs,  für  den  Fall  der  Parabel,  die  Gleichung  (4) 
sich  auf  den  zweiten  Grad  rcducirt,  wenn  eine  der  beiden  Coordinatcn  - Axen  die  Parabel 
berührt,  während  die  andere  eine  durchaus  beliebige  Lage  hat 


275.  Die  Gleichung  der  Parabel  nimmt  eine  symmetrische,  bemerkenswcrlhe.  Form 
an,  wenn  wir  dieselbe  auf  irgend  zwei  ihrer  Tangenten,  als  Coordinatcn  - Axen , beziehen. 
Zunächst  geht  nemlich  die  allgemeine  Gleichung: 

yJ+2oxy4-|dx,+2yy+2Jx+l  “ o , 
vermittelst  der  drei  Bedingung« -Gleichungen  : 


in  folgende  Über: 


«'-ß 


r— « = o. 


S'—ßt 


y1— * S-  xy+  ~ xt+3yy+2äx+yi  • 


von  ui 


(Wir  nehmen  hier  wieder,  wie  in  der  273.  Nummer,  ^ für  den  Werth 
£-  = a entspricht  einem  Systeme  zweier  znsammcnfallenden  geraden  Linien).  Der  letzten 
Gleichung  können  wir  folgende  Form  geben: 

(y+£  *+,)*  = 4 ~ *y. 

und  indem  wir  aus  beiden  Thcilcn  derselben  die  Quadrat- Wurzel  ziehen: 

<5  „/dV/ 

y + -x  + r = 2(-j 

Diese  Gleichung  können  wir  folgendcrmaafscn  schreiben: 

y W 1 y +r  r> 


rs\/,  •/.  % 

1 X y . 
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und  indem  wir  wiederum  die  Quadrat- Wurzel  aoszichen: 

%,  /d\%  % , •/, 

y + x -t-r)  • 

Um  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  die  Constanten  symmetrisch  zu  machen,  brauchen 
wir  nur,  was  auch  leicht  a priori  ersichtlich  ist,  statt  i die  Abscisse  des  Berührung« - 
Ponctes  auf  der  ersten  Are  cinzuführen.  Bezeichnen  wir  diese  Abscisse,  negativ  genom- 
men, durch  £,  so  ist: 


s - % 


mithin:  S 


f 

t’  ~s 

Hiernach  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in  folgende: 

y * - < — r>  » 

und  diese  Gleichung  können  wir  endlich  noch  unter  folgenden  beiden  Formen  schreiben: 

Gy)%  + (y*)%  = (-yS)%, 

©xr-  <->" 

Damit  der  letzten  Gleichung  Gcntlge  geschehen  könne,  müssen  die  beiden  Glieder  ihres 
ersten  Theiies  beide  imaginär,  also  y und  y und  x und  5 von  entgegengesetzten  Zeichen 
seyn,  und  hiernach  bestimmt  sich,  in  welchen  der  vier  Coordinalen  -Winkel  die  Parabel 
fallt.  Wenn  wir  durch  y und  £ die  Abstände  der  beiden  Berührung: -Pnncte  vom  An- 
fangs-Puncte,  mit  den  ihnen  zugehörigen  Zeichen  bestimmen,  so  erhalten  wir  statt  der 
letzten  beiden  Gleichungen  folgende: 

ßy)v,+WA  = <y9'A, 

.©Nr-; 

Hier  ist  nicht  der  Ort,  an  die  Form  dieser  Gleichungen  Entwicklungen  anzuknilpfen. 
Für  die  Gleichung  der  Tangente  in  einem  gegebenen  Puncte  der  Curvc,  (y“,x"),  erhalten 
wir,  indem  wir  die  letzten  Gleichungen  ähnlich  behandeln,  wie  wir  zu  Anfang  dieses  Pa- 
ragraphen die  allgemeine  Gleichung  behandelt  haben,  folgende: 

y->" 


2*6.  Wenn  eine  Linie  zweiter  Ordnung  gegeben  ist,  so  können  wir,  im  Allgemeinen,  zwei 
Tangenten  an  dieselbe  legen,  die  einer  gegebenen  geraden  Linie  parallel  sind. 
Diese  beiden  Tangenten  sind  durch  die  Richtung,  welche  dieselben  haben  sollen,  und 
durch  die  Natur  der  Linie  zweiter  Ordnung,  vollständig  bestimmt  und  wir  können  daher 
offenbar  das  System  derselben  durch  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades 
ausdrtickcn,  in  welcher,  als  Constantc , einzig  die  auf  die  gegebene  Richtung  sich  be- 
ziehende Constantc  und  die  Constanten  der  Curvc  Vorkommen,  für  deren  Gleichung  wir 
wieder  folgende  nehmen  wollen: 

y*+2axy+ßx7+2yy+2Sx+t  — o. 

Die  Form  der  gesuchten  Gleichung  des  Tangenten -Systems  ist  folgende: 

(y— az— b')(y— ax — h”)  »»  o, 

oder  wenn  wir  entwickeln: 

(y— ax)1— (b'-t-b"){y — axH-hV  = o.  (0 

ln  diesen  Gleichungen  ist  a als  gegeben  anzuschcn,  während  b'  und  b"  noch  zu  bcstim- 
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inende  Grüben  sind.  Die  Gleichung  (3)  der  271.  Nummer  gibt  unmittelbar  rer  Bestim- 
mung derselben: 

— (b+b")  = 2 

, - bA — >)aa  4-  2(yJ— apa-Hd3— fit) . 
bb  = a1— ß ’ 

nnd  hiernach  verwandelt  sich  die  Gleichung  (1)  in  folgende : 

(a2 — ß)(y — a*)*+2((d — oj>)a+(ad— /Sy)Xy— ar)+((y2— of)a+(ds — /?:))  =>  o.  {«) 
Diefs  ist  also  die  gesuchte  Gleichung  des  Systems  zweier  parallelen  Tangen- 
ten, deren  Richtnng  durch  a gegeben  ist.  Diese  Gleichung  schlicht  die  Bedin- 
gung für  die  Möglichkeit  der  in  Rede  stehenden  Tangenten  in  sich  ein,  die,  im  Allge- 
meinen, von  der  Möglichkeit  der  Cnrve  und  von  der  gegebenen  Richtung  abhängt.  Für 
den  Fall  der  Parabel  reducirt  sich  der  Grad  der  eben  angezogenen  Gleichung  (3)  der  27t. 
Nummer  in  Beziehung  auf  b , cs  gibt  nicht  zwei  parallele  geraden  Linien , welche  die  Pa- 
rabel berühren.  Wir  erhalten: 

, __  (yt— QaM-afrf— «)a-K<fl— ßt) 

(d— ay)&+(ai— ßy)  * 

und  mithin  für  die  Gleichung  der  Tangente: 

2((d— oy)a+Cad— ßy)Xj— axM-ffy3— tJa’+äCyd—  as  0.  (J) 

Wenn  die  Gleichung  der  Parabel  unter  folgender  Form  erscheint: 

ys  = 2p* , 

so  geht  die  Gleichung  (27t  (3))  in  folgende  Uber: 

ab  <=  E, 

Resultat,  dessen  geometrische  Deutung  einen  bekannten  Salz  gibt  Der  Gleichung  (3)  ent- 
spricht für  diesen  Fall  folgende: 

7 “ ax+2ä‘  W 

277-  Wir  wollen  uns  in  dieser  Nummer  damit  beschäftigen,  die  Gleichung  des  Sy- 
stems derjenigen  beiden  Tangenten,  die  an  eine  gegebene  Linie  z weiter 
Ordnung,  von  irgend  einem  gegebenen  Puncte  ans,  gezogen  werden  kön- 
nen, za  entwickeln.  Die  Form  der  gesuchten  Gleichung  ist  folgende: 

((y— -y1)  — a’  (z— x))((y  — y’)  — a’c*  — *'))  = o,  «) 

wo  (y‘,  *’)  der  gegebene  Pnnkt  ist,  nnd  a'  und  a"  noch  zu  bestimmen  Übrig  bleiben.  Zu 
diesem  Bcbufe  wotlcn  wir  wieder  zu  der  End-GIeichung  der  IJi.  Nummer  zurückgehen. 
Wenn  wir  ncmlich  für  die  Form  der  gegebenen  geraden  Linie,  welche  die  gegebene  Cnrve 
berühren  soll,  folgende  nehmen: 

y— / = a(x  — *'), 

so  geht  die  eben  erwähnte  Gleichung,  indem  wir  (y'+ax')  für  b suhstituiren,  in  folgende  über: 
((»’— 0)*IJ— 2(j — ayH'-Hy3 — 0)>3+2( — (a2 — ß)x'y'+{3—ay)y‘ — (ad— py)x'-t-{ycf— aO.)a 

+C(“5— d) y':+2(«J— My'+t^1— /**))  ■=  °-  («) 

Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  a'  und  a",  so  haben  wir; 

— (a+a"l  = ■>—  (a]— oy)y‘— (ad— 7?y)z'+{yd— aQ 

(,s-ßyi-  2(<J— «j-)x'+(r*— <)  1 

,v  (a2 — —ßyyy'+^—ßi) 
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der  Linien  zweiter  Ordnung. 

Die  Gleichung  (5)  hat,  entwickelt,  folgende  Form: 

(y—y‘y — (a’+a")(x— x')(y — y) + a'a"(x— x) 3 = o, 
nnd  wenn  wir  für  (a’+a")  und  a'a''  die  eben  gefundenen  Werthe  substituiren,  so  erhalten 
wir  als  gesuchte  Gleichung  folgende: 

((a3— /?)x'3— 2<J — ayyx'+iy1 — <))(y— y')’+2(— (a1— /?)i>'+(d— ny)y'— (ad— «<)) 

.(x-x'xjr— : yO+C(°1-Äy',+a(aJ— W)(*— = o, 

die  wir  auch  folgcndcrmaafsen  ordnen  können : 

<y— < <Xy— y'J’-H“5— : *y)7+W-*r)(y— /X*/— ! *'y)+a(«*— ftO(x— : 0(*y'— : s'y) 

-f-2(yj — <w)(x— x')(y— y'H^d3 — 0«)(x— x')3  = o.  (?) 

Für  die  Fälle , wo  die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  unter  fol- 
genden speciellcn  Formen  erscheint: 

A’y3  •+■  BV  = A3B3, 

Ay  — B3x3  = ±A»B3, 

7*  “ 2PX> 

leiten  wir  aus  der  Gleichung  C7)  folgende  Gleichungen  her: 


A’(y— y')3 — (xy— xy')3  -+-  B3(x— x’)’  = 0, 

(s) 

T A3() — y')3— (xy'— x'y)3  ± B3(x— x')3  = 0, 

(9) 

2 (y-yO(xy— x'y)— p(x— x’)3  = o. 

(10) 

Der  Vortheil,  den  wir  aus  diesen  Entwicklungen  ziehen  können,  wird  später  recht 
augenscheinlich  werden. 

Wir  hätten  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (6)  zu  den  Gleichungen  (3)  und  (J) 
übergehen  können;  wir  erhalten  nemlich  die  Gleichung  des  Systems  zweier  parallelen 
Tangenten , deren  Richtung  durch  a angezcigt  wird,  indem  wir  hlofs  in  (6)  y‘  and  x'  als 
veränderliche  Grützen  betrachten;  die  Gleichungen  (2)  nnd  (6)  sind,  abgesehen  von  den 
Accenten,  identisch.  Wir  erhalten  die  Gleichung  des  Systems  zweier  Tangenten,  die 
durch  einen  gegebenen  Pnnct  Cy’, »)  gehen,  mithin  die  Gleichung  (7),  indem  wir  in  (6) 
für  a substituiren: 

c=<, 

X — X 

278.  Wir  knüpfen  an  diesen  Paragraphen  schliclslich  noch  folgende  Entwicklung. 
Wenn  wir  voraussetzen,  dafs  die  Gleichung  irgend  einer  Linie  zweiter  Ordnung: 

y> -4-2axy-t-(JxJ-t-2yy-t-2öx-f.<  «•  o,  (1) 

auf  zwei  Tangenten  als  Coordinaten  - Axcn  bezogen  sey,  und  die  beiden  Gleichungen: 

py  + qx  «=  pq,  (,) 

* p'y  ■+■  qx  - p'q’, 

eine  dritte  nnd  vierte  Tangente  darstellen  sollen,  so  haben  wir  folgende  beiden  Bedin- 
gungs  - Gleichungen : 

(«’— ^)pq— 2(J— oy)q*l-2Cod— A'Jp— 2(yd— ■«)  = o, 

(a3 — flp'q' — 2(S— ay)q'H-2(oJ— ßy)p' — 2(yi — at~)  =5  o. 

Ziehen  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ah,  so  kommt : 

(a5-(?)(pq—p’q'>— 2(Ö— oy)(q— q'>K(od— j?y)(p— p')  = o, 

and  wenn  wir  alle  Glieder  dieser  Gleichung  durch  (a’— 0)  dividiren,  and 

i~aV  _ . a3—ßy 

‘ 7’ 

setzen,  so  ergibt  sich: 

2 (p-qOy — 2(q— q> + pq— p'q’  = 0.  (») 
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Zur  Theorie 


(y,x)  bedeutet  den  Mittelpunkt  der  dtirch  (1)  dargestellten  Linie  zweiter  Ordnung,  und 
da  in  der  letzten  Gleichung  die  Constanten  der  Gleichung  (1)  nicht  mehr  Vorkommen,  so 
bezeichnet  dieselbe,  indem  wir  y und  x als  veränderliche  Gröfsen  betrachten,  den  geome- 
trischen Ort  für  die  Mittclpunctc  aller  Linien  zweiter  Ordnung,  welche  von  den  beiden, 
zu  Coordinaten - Axen  genommenen,  und  den  beiden  durch  (2)  dargestellten  geraden  Li- 
nien berührt  werden.  Dieser  Ort  ist  also  eine  gerade  Linie.  Wir  sehen  sogleich  ans 
der  Form  der  Glcichong  (3),  dafs  die  bezügliche  gerade  Linie  dnreh  die  beiden  Poncte: 

geht.  Diese  Punkte  sind  aber  offenbar  die  Mitten  zweier  Diagonalen  der,  von  den  vier 
Tangenten  gebildeten , vollständigen  vierseitigen  Figur.  Wir  können  also  leicht  die  in 
Rede  stehende  gerade  Linie  constrniren ; und  es  ist  hierbei  einerlei , welche  beiden  der  drei 
Diagonalen  der  vierseitigen  Fignr  wir  nehmen  (eine  schickliche  Wahl  zweier  andern  Tan- 
genten zn  Coordinaten  - Axen  hätte  uns  in  xweien  andern  Diagonalen  geführt);  worans 
denn  folgt , dafs  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  jeder  vollständigen  vierseitigen  Fignr  in 
gerader  Linie  liegen,  und  somit  haben  wir  folgenden,  von  Newton  herrührenden,  Ssts 
bewiesen : 

Die  Mittelpunkte  aller  Linien  zweiter  Ordnung,  welche  vier  feste 
gerade  Linien  berühren,  liegen  anf  derjenigen  geraden  Linie,  welche 
durch  die  Mitten  der  Diagonalen  der,  von  den  festen  geraden  Linien 
gebildeten,  vollständigen  vierseitigen  Fignr  geht. 

Es  ist  offenbar,  dafs  die  Gleichung  (8)  der  eben  construirten  geraden  Linie  auch  ein 
Durchmesser  derjenigen  Parabel  ist,  welche  die  vier  festen  geraden 
L ini es  berühr L 

Nach  dem  eben  bewiesenen  Salze  können  wir,  wenn  fünf  gerade  Linien  gegeben  sind, 
den  Mittelpnnet  derjenigen  Cnrve  zweiter  Ordnung  finden,  welche  die 
gegebenen  fünf  geraden  Linien  berührt.  Durch  diese  Linien  sind  nemlich 
fünf  verschiedene  vierseitige  Figuren  bestimmt,  nnd  wir  können  also  fünf  gerade  Linien 
constrniren,  die  alle  fünf  sich  im  gesnehten  Mittelpunkte  vereinigen. 


§•  5. 


Zusammenstellung  ähnlicher  Linien  zweiter  Ordnung. 


279-  Wir  haben  schon  in  dem  Früheren  solche  Linien  zweiter  Ordnung,  die,  auf 
dasselbe  Coordinaten  - System  bezogen,  durch  Gleichungen  dargestellt  werden,  in  denen 
die  drei  ersten  Glieder  übereinstimmend  sind,  ähnliche  und  ähnlich  liegende  ge- 
nannt. Der  Kürze  des  Ausdrucks  halber,  wollen  wir  in  diesem  Paragraphe  unter  „ähnli- 
chen Curven“  durebgehends  solche  verstehen,  die  zugleich  eine  ähnliche  Lage  haben.  Zwei 
Gleichungen  von  folgender  Form: 

y’-t-2uxy  -+■  /?x’  •+■  2yy  -4-  2dx  + < = 0,  (!) 

y:-4-2«xy  ■+■  ßx*  4-  2y'y  -f-  2d'x  -b  t = O, 

bezeichnen  nach  unserer  Definition,  wie  wir  auch  y,  f,  t nnd  y,  d',  1 bestimmen  mögen, 
ähnliche  Curven.  Es  ordnen  sich  dcmgemäls  ein  Punct  und  imaginäre  Cnrven 
mit  ähnlichen  Ellipsen  zusammen.  Alle  solche  Hyperbeln,  deren  Asymptoten  parallel 
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der  Linien  zweiter  Ordnung. 

sind,  sind  unter  einander  ähnlich,  and  ein  System  irgend  zweier  den  Asympto- 
ten parallelen  geraden  Linien,  ist  als  eine  ähnliche  Hyperbel  anznschcn.  Da  wir 
ans  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  filr  den  besondern  Fall , dafs  dieselbe 
eine  Parabel  darstellt,  immer  das  zweite  und  dritte  Glied  zugleich  durch  Acnderung  der 
Coordinatcn- Richtung  wegbringen  können,  so  kommt  bei  der  Aehnlichkeit  der  Parabeln 
Alles  nur  auf  die  Lage  derselben  an;  Parabeln  sind  ähnlich,  sobald  die  Richtung  der 
Durchmesser  dieselbe  ist.  Mit  ähnlichen  Parabeln  gehören  Systeme  irgend  zweier 
Durchmesser  derselben,  die  auch  zusam me n fallen  und  imaginär  werden 
können,  als  ähnliche  Linien  zweiter  Ordnung  zusammen. 

Wenn  wir  die  beiden  Gleichungen  (l),  durch  welche  wir  irgend  zwei  beliebige  ähnli- 
che Cnrven  — diese  Curveu  mögen  reell  scyn  oder  nicht  — darstcllen,  von  einander  ab- 
xiehen,  so  erhalten  wir: 

(V—V) jr-M*— *>-»-(*— 0 — o:  " (») 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  wir  leicht  conslruiren  können.  Dieser  geraden 
Linie  geben  wir,  ganz  allgemein  , den  Namen:  C h o r dal e der  b e i den  äh nli c hen 
Linien  zweiter  Ordnung.  Im  Falle  reeller  Durchschnitte  der  Curvcn,  deren  cs,  der 
linearen  Form  der  Gleichung  (2)  wegen,  nur  zwei  geben  kann,  ist  die  Chordale  der 
beiden  Cnrven  ihre  gemeinschaftliche  Chorde. 

Auf  diese  Weise  ist  eine  Reibe  von  Beziehungen  angedentet,  die  denjenigen  entspre- 
chen, bei  welchen  wir  im  zweiten  Abschnitte  umständlich  verweilt  bähen:  denn  auch  alle 
beliebige  Kreise  in  derselben  Ebene  sind  als  ähnliche  Curveu  anzusehen.  In  den  näch- 
sten Erörtcrnngen  wollen  wir  nur  Einzelnes  bervorbeben  und  auch  bier  möglichst  kurz 
seyn. 

280.  Die  folgenden  beiden  Gleichungen  bezeichnen  zwei  ähnliche  Linien  zweiter  Ord- 
nung s 

y’-t-Qaiy-t-l3x,-t-2yy-+-2Jx-4-«  *=  o,  (i) 

_ '(y-y')J+2o(x— Jt'Xy— y)+ß(x— X)1  = o,  (,) 

wo  wir  durch  (y  , x')  irgend  einen  gegebenen  Punkt  bezeichnen.  Für  die  Chordale  erhal- 
ten wir  durch  Abziehen  folgende  Gleichung: 

2(y'-+-«x'-4-'/)y  -+•  2(ay'+^z'-f-J)x— y'J— 2az'y'— = o.  (J) 

Wenn  die  Gleichung  (1)  eine  Hyperbel  darstellt,  so  bezeichnet  (2)  ein  System  Fig.  i. 
zweier  geraden  Linien,  die  den  Asymptoten  der  Hyperbel  parallel  sind,  und  dnreh  den 
Punct  (y’,x')  geben.  Nehmen  wir  in  der  5.  Figur  O für  diesen  Punct,  so  sind  durch  (2) 
die  beiden  geraden  Linien  OM  und  OM'  gegeben  und  MM'  ist  also  die  durch  (3)  darge- 
stelltc  Chordale.  Wenn  der  Punkt  O der  Curve  immer  näher  rückt,  indem  er  etwa  im- 
mer auf  OM  bleibt,  so  nähert  sich  M',  der  Durchschnitt  der  zweiten  geraden  Linie  OM" 
mit  der  Hyperbel,  immer  mehr  dem  Pnnctc  M,  und  wenn  endlich  der  Punct  O oder 
(y',  z')  auf  der  Hyperbel  selbst  angenommen  wird,  so  geht  die  Chordale  MM'  in  die  Tan- 
gente im  Puncte  (y', z')  Uber,  und  diese  Tangente  wird  alsdann  durch  die  Gleichung  (3) 
dargcstcllt. 

Wenn  die  Gleichung  (1)  eine  Parabel  darstellt,  so  bezeichnet  (2)  ein  System  zweier  Fig.  6. 
Zusammenfall  enden  Durchmesser,  die  durch  den  gegebenen,  beliebigen  Punct  (y',  i')  ge- 
hen, und  (8)  stellt  also  die  Tangente  in  demjenigen  Puncte  dar,  wo  die  Curve  von  diesen 
Durchmessern  geschnitten  wird.  Wir  erhalten  allgemein  die  Gleichung  einer  geraden 
Linie,  die  in  irgend  zweien  gegebenen  Puncten,  M und  M’,  eine  gegebene  Parabel  schnei- 
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dct,  wenn  wir  die  Gleichung  des  Systems  derjenigen  beiden  Durchmesser,  die  durch  die 
Punctc  M und  M'  gehen,  von  der  Gleichnng  der  Parabel  abzichcn.  Für  die  Gleichung 
eines  solchen  Systems  von  zwei  Durchmessern  können  wir  folgende  nehmen : 

(y— y)(y— y") + «<(*— *0(y— y“>+ (*— x”)(y— y'D  -MO— x'X*— *")  = o, 

wo  (y',x')  nnd  (y",  x")  irgend  zwei  Puncte  der  beiden  Durchmesser  bedeuten.  Die  letzte 
Gleichung  geht  in  die  Gleichung  (2)  tiber,  wenn  wir  y"  = y nnd  x”  «=  x'  nehmen,  und  dem 
entsprechend  geht  die  Secante  MM  über  in  die  Tangente  in  M , wenn  auf  dem , durch 
diesen  Pnnct  gehenden,  Durchmesser  der  Tunet  (y',x)  liegt. 

Wenn  die  Gleichung  (t)  eine  Ellipse  darstcllt,  so  bezeichnet  (2)  den  einzelnen 
Punct  (y',x').  Liegt  dieser  Pnnct  auf  der  Ellipse,  so  mofs  die  durch  (3)  dargestelltc  ge- 
rade Linie  nothwendig  durch  diesen  Pnnct  gehen,  eben  weil  derselbe  zugleich  ein  Pnnct 
der  Ellipse  ist,  darf  aber  mit  dieser  letztem  weiter  keinen  Punct  mehr  gemein  haben: 
diese  Linie  ist  also  wiederum  eine  Tangente  im  gegebenen  Pnncte  (j',  x'). 

Wenn  der  Punct  (y,  x')  auf  der  durch  (t)  gegebenen  Cnrvc  liegt,  so  ergibt  sich  fol- 
gende Bcdingungs  - Gleichung  zwischen  y und  x': 

y'3  4-  2ax'y'  4-  ßx'2  + 2yy'  + 2tfx'  4-  t — o, 

nnd  hiernach  reducirt  sich  die  Gleichnng  (3),  wenn  wir  zugleich,  um  den  Fall,  wo  der 
Pnnct  (y,  x')  auf  der  Cnrvc  liegt,  zn  unterscheiden,  denselben  durch  (y", z")  bezeichnen, 
anf  folgende  Gleichung! 

(y"+ezx"+y)y  4-  (ay"+ßx"+i)x 4- yy“  + dx"  4“  e = o: 
dieselbe  Gleichung,  die  wir  früher  schon  für  die  Gleichung  der  Tangente  im  Pnncte 
(y",x”)  gefunden  haben  (2Ö7)-  *) 


*)  Die  im  Texte  entwickelte  Tangenlen-Melhode  für  Linien  zweiter  Ordnung  erleidet  M o di fj Ch- 
ilenen , wenn  wir  sie  auf  Linien  höherer  Ordnung  ausdehnen  wollen.  Sey 

ya+(«y,4-#x3y4-7x,4'w>'y34-‘«y+xx3+ij4-5x+*  = 0,  (a) 

die  allgemeine  Gleichung  des  dritten  Grades.  Wir  wollen,  um  kurz  zu  seyn  und  um  m- 
glcirh  die  Ideen  zn  fixiren,  annchmen,  die  drei  Asymptoten  der  Cnrve  seyen  alle  drei  reell. 
Alsdann  stellt  (287,  Note)  folgende  Gleichnng: 

(f— y)*4-o(z— x’)(y— y')^#!— : z')*(y— y')+j<x— x1)1  = o,  (l) 

das  System  dreier  geraden  Linien  dar,  die  den  Asymptoten  parallel  sind  nnd  durch  irgend 
einen  beliebig  angenommenen  Punct  (y,  x”)  gehen.  Ziehen  wir  die  beiden  Gleichungen  (a) 
nnd  (!>)  von  einander  ab , so  erhalten  wir  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades.  Wir  sehe» 
hieraus,  dafs  die  beiden  durch  (a)  und  (b)  dargestellten  geometrischen  Oerter  sich  im  All- 
gemeinen in  2.  3 = 8 Puocten  schneiden,  und  dafs  diese  sechs  Puncte  auf  derselben  fe- 
rne zweiter  Ordnung  liegen.  Wird  der  Puuct  (y,  x'l  anf  der  Curve  (a)  angenommen,  so 
vereinigen  sich  drei  der  sechs  Durchschnitts-Punele  in  einen  einzigen:  die  durch  die  residie- 
rende Gleichung  des  zweiten  Grades  dargestellte  Curve  osculirt  die  gegebene  Curve  des 
dritten  Grades. 

Wenn  wir  die  allgemeine  Gleichung  des  m.  Grades  betrachten,  deren  mit  der  höchste” 
Polens  behafteten  Glieder  folgende  seyn  mögen  s 

yenri-axy10- ,4-/9*Vm— 3 4*  - • • 4-  xx“-'y  4-Axm,  (c) 

so  erhalten  wir  eine  Gleichung  des  (m — l).  Grades,  wenn  wir  von  derselben  folgende  Glei- 
chung ! 

{y_y'i”4.n(x— x')(y— y,,a->4-A(z— x')3 (y— y')®-^  . . +*(x— x')ra-i(y_y')+i(x^x‘l®*  «• 
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der  Linen  zweiter  Ordnung. 

Qflt.  Wenn  die  Gleichungen  irgend  zweier  ähnlichen  Cnrven  zweiter  Ordnung  gege- 
ben sind,  so  erhalten  wir  alle  möglichen  Cnrven,  welche  mit  diesen  dieselbe  Chordalc 
haben , indem  wir  ihre  Gleichungen  auf  beliebige  Weise  zu  einer  Gleichung  desselben 
Grades  verbinden.  Zu  diesem  Ende  brauchen  wir  nur  die  beiden  gegebenen  Gleichungen, 
für  welche  wir  folgende  nehmen  wollen: 

y*-|-2a*y+/JSt,-I-9>’y+Mx-f»f  = o,  (i) 

yJ-t-2uxy-+-jJxI-t-2/y+2<J'x‘-f-t’  = o, 

zu  addiren,  nachdem  wir  eine  derselben,  etwa  die  zweite,  mit  einem  unbestimmten  Factor 
H multiplicirt  haben.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir,  indem  wir  zugleich  durch  (l-h.u)  alle 
Glieder  dividiren  : 

<•> 

Statt  die  Gleichungen  der  beiden  Cnrven  zu  verbinden,  hätten  wir  auf  gleiche  Weise 
anch  die  Gleichung  einer  derselben  mit  der  Gleichung  ihrer  Chordalcn: 

Q(y— r'Cy + 2(d-<)>  -+-  (♦— O = o,  (3) 


abzieht.  Diese  letzte  Gleichung  stellt  ein  System  von  m geraden  Linien  dar,  die  den  Asymp- 
toten der  Curve  des  m.  Grades  parallel  sind,  und  alle  im  Puncto  (j, x)  sich  vereinigen. 
Diese  m geraden  Linien  schneiden  die  Curve  des  m.  Grades  im  Allgemeinen  in  m(m — 1) 
Pnnden  and  diese  m(m — 1)  Puncic  liegen  auf  ein  und  derselben  Linie  der  (ns — 1).  Ord- 
t nung,  deren  Gleichung  man  durch  Abziehen  erhält.  In  dem  Falle,  wo  der  Punct  (j,  x)  anf 
der  Curve  des  m.  Grades  selbst  angenommen  wird , wird  dieselbe  von  der  eben  bestimmten 
Curve  des  (m— 1).  Grades  (m— 1)  puuetig  osculirt,  und  überdiefs  noch  in  (m — l)1  Puncten 
geschnitten;  diese  Durchschnitts  - Puucte  können  sich  zu  neuen  Osculations-Puneten  ver- 
schiedener Ordnung  vereinigen,  was  z.  B.  in, dem  Falle  geschieht,  dafs  der  Ausdruck  (c) 
sich  in  mehrere  gleiche  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegen  lälst. 


AVir  wollen  noch  die  Gleichung  eines  beliebigen  Grades  betrachten,  in  welcher  das  con- 
stante  Glied  fehlt,  and  dieselbe  kurz  auf  folgende  Weise  bezeichnen: 

Am  -f-  Ara_,  ■+•  Am_j  -+■ ■+■  A ,-t-Aj-f-A,  = o,  (d) 

indem  wir  uns  in  Am  alle  Glieder  zusammengezogen  denken,  in  denen  y nnd  x in  der  m. 
Potenz  Vorkommen , in  Am-,  alle  Glieder,  in  welchen  diese  GrüCscn  in  der  (m— l).  Potenz 
verkommen , und  so  fort.  Alsdann  wird  die  Cnrvc  (d)  von  folgender: 

Am_,  ■+■  Am_j  ■+• 4-  At  -t- Aa-f-  A,  = o,  (e) 

(m — 1)  pnnctig  osculirt;  (d)  und  (e)  werden  von: 

Am-:-+* -hA^-f-A.-f-A,  = o,  CO 

(m— 2)  punctig  osculirt  und  so  fort,  (d),  (e),  (0  und  alle  vorhergehenden  werden 


As-+*A!*t*Al  = o, 

/, punctig;  (d),  Ce),  (0  . . . (g)  von: 

Ai-+-A,  — o, 

Spunctig  osculirt  und  endlich  (d),  (e),  CO  ■ - (g)  und  (h)  von  der  geraden  Linie: 

A,  =«  o, 

einfach  berührt. 
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verbinden  können.  Wir  sehen  ans  der  Form  der  Gleichnng  (2)  — in  welcher  das  mit 
der  ersten  Potenz  von  x oder  y behaftete  Glied  verschwindet,  wenn  das  entsprechende 
Glied  in  den  ursprünglich  gegebenen  Gleichungen  (l)  fehlt  — dafs  die  Miuclpnncte  aller, 
in  Rede  stehenden,  Cnrvcn  in  gerader  Linie  liegen.  Diese  gerade  Linie  wollen  wir  als 
zweite  Axe  nehmen,  und  tiberdiefs  die  Richtung  der  ersten  Axe  so  bestimmen,  dafs  a ver- 
schwindet. Alsdann  erhalten  die  Gleichungen  (1)  folgende  Form: 

y3-t-£x3-t-2yy  + » = 0,  (4) 

y3+0x34 •2y'y+t  — o, 

nnd  für  die  Gleichung  der  Chordalen  erhalten  wir  nachstehende: 

afr-jOy + (»—*')  = o;  (s) 

woraus  wir  zunächst  sehen,  dafs  die  Chordale  denjenigen  Durchmessern  der  gegebenen 
Curven  parallel  ist,  deren  zugeordnete  in  die  zweite  Axe  fallen.  Wenn  wir  die  Chordale 
selbst  zur  ersten  Axe  nehmen,  so  gibt  uns  die  letzte  Gleichung  folgende  Bedingungs-Glei- 
chung zwischen  den  Constanten: 

t — «’  = o. 

Bei  einer  solchen  Axen -Bestimmung  geht  die  Gleichung  (2)  in  folgende  über : 


Soll  diese  Gleichung  ein  System  zweier  geraden  Linien  ansdrUcken,  so  mufs  dieselbe, 
durch  eine  schickliche  Annahme  des  unbestimmten  Coefheienten  ft,  folgende  Form  an- 
nehmen können: 


(y— y')34-j?x3  = o, 

wo  zugleich  das  Zeichen  von  ß bestimmt,  ob  wir  wirklich  zwei  reelle  gerade  Linien  erhal- 
ten, die  sich  im  Punctc  (y-,  o)  schneiden,  oder  nur  einen  Punct  (y',o).  Die  Vergleichung 
der  letzten  beiden  Gleichungen  gibt : 

» 

und  hieraus  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  n folgende  Gleichung : 

(y7 — f)/i3  + 2,u(;7' — s)-f-(y3— «)  = o.  (*) 

Diese  Gleichung  gibt,  im  Allgemeinen,  zwei  Wcrtbc  für  u , die,  wie  die  Werthe  von  y', 
nur  dann  reell  sind,  wenn  i positiv  ist  Oh  t positiv  oder  negativ  ist,  wird  durch  die 
Lage  des  Anfangs -Punclcs  der  Coordinaten  und  die  Richtung  der  zweiten  Axe  bestimmt. 
Wenn  die  beiden  Gleichungen  (t,)  Ellipsen  darstellcn  , so  liegt,  wenn  i und  t positiv 
seyn  sollen,  der  Anfangs- Punct  nothwendig  außerhalb  beider  Curven,  nnd  da  Uberdiefs 
dio  zweite  Axe  durch  die  Mittclpunctc  derselben  geht,  nnd  die  erste  Axe  denjenigen  Durch- 
messern parallel  ist,  welche  den,  in  die  zweite  Axe  fallenden,  zugeordnet  sind,  so  begeg- 
net die  erste  Axe,  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Chordale,  keiner  der  beiden  Ellipsen, 
die  also  auch  in  diesem  Falle  einander  nicht  s eh  ne  iden.  Nur  unter  dieser  Bedingung 
gehören  in  die  Zahl  derjenigen  Oertcr  zweiter  Ordnung,  die  mit  den  beiden  gegebenen 
Ellipsen  dieselbe  Chordale  haben,  zwei  Punctc,  und  diese  Puncte  liegen  alsdann  zu 
beiden  Seiten  der  Chordalen  gleich  weit  von  derselben  entfernt,  t ist  immer  positiv,  und 
also  sind  die  Werthe  von  y reell,  wenn  die  beiden  durch  (4)  gegebenen  Curven  imagi- 
när sind. 


W enn  die  beiden  Gleichungen  (4)  Hyperbeln  darstellcn,  so  mufs,  damit  f und  *' 
positiv  seyen,  die  zweite  Axe  entweder  keine  der  beiden  Hyperbeln  schneiden,  oder  beide 
in  solchen  zwei  Fünften,  die  nach  derselben  Seite  des  Aulangs-Punctes  der  Coordinaten 
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bin  liegen,  oder  endlich  diese  Axc  mafs  der  einen  Hyperbel  gar  nicht  und  der  andern  in 
zwei  nach  derselben  Seite  des  Anfangs-Puncles  hin  liegenden  Punctcn  begegnen,  ln  den 
beiden  ersten  Fallen  liegen  die  beiden  Hyperbeln  in  entsprechenden  Asymptoten-Winkcln, 
in  dem  dritten  Falle  nicht.  Auf  diesen  letzten  Fall  bezieht  sich  die  11.  Figur,  in  der  sich 
die  Asymptoten  der  einen  Hyperbel  in  C,  die  Asymptoten  der  andern  in  C schneiden. 

In  allen  Fallen  begegnet,  nach  den  früheren  Llestiinmungco,  die  erste  Axe  beiden  Curven, 
woraus  dann  ersichtlich  ist,  dafs  je  zwei  beliebige  Hyperbeln,  deren  Asymptoten  parallel 
sind,  sich  immer  in  zwei  reellen  Punctcn  schneiden.  Durch  diese  beiden  Punclc  können 
wir  zwei  Systeme  von  zwei  geraden  Linien  legen , die  den  Asymptoten  parallel  sind  , und 
deren  Gleichungen  in  der  allgemeinen  Gleichung  (6)  enthalten  sind.  Für  den  Fall  der 
1t.  Figur  ist  MN  die  Chordale;  MQ  und  NQ,  MR  ond  NR  sind  die  beiden  Systeme, 
und  Q ond  R die  Durchschnitts -Coordinatcn  der  beiden  Linien  jedes  Systems.  Diese 
Durchschnitte  fallen  in  die  zweite  Coordinatcn- Axc,  d.  h.  in  diejenige  gerade  Linie,  die 
durch  C und  C'  geht. 

Die  Gleichung  (8)  rcducirt  sich  nur  dann  auf  den  ersten  Grad,  wenn  eine  der  fol- 
genden beiden  Gleichungen  Statt  findet: 

y1 — i = o,  y'1 — f = y7 — t = o; 

also  nur  in  dem  Falle,  dafs  ursprünglich  schon  eine  der  beiden  Gleichungen  (4),  je  nach- 
dem ß positiv  oder  negativ  ist , einen  Punct  oder  ein  System  zweier  geraden  Linien  be- 
zeichnet. Wenn  also  die  Gleichungen  (4)  eine  Ellipse  und  einen  Pnnct  ansdrücken,  so 
lassen  sich  dieselben  immer  noch  zu  der  Gleichung  eines  zweiten  Punctes  verbinden. 

Die  Gleichung  der  Tangente  in  irgend  einem  Punctc  (y'',x")  der,  durch  eine  der  Glei- 
chungen (4),  etwa  durch  die  erste  derselben,  dargcslclltcn,  Ellipsen  oder  Hyperbeln  ist 
folgende : 

(y'-H)y + /9x"x  + jy " -4-  c = o. 

Setzen  wir,  nm  den  Durchschnitt  dieser  Tangente  mit  der  zweiten  Axc  zu  bestimmen , in  . 
der  letzten  Gleichung  x = o,  so  kommt: 

y"y+5<y“+y)-f-‘  = ». 

Diese  Gleichung,  welche  in  Beziehung  auf  y"  und  y symmetrisch  ist,  wird  befriedigt,  wenn 
v.ir  für  y"  und  y die  Wurzeln  der  Gleichung: 

y '*  — «•“  o, 

nehmen.  Hieraus  erhellet,  dafs  zwischen  den  beiden  Punctcn,  zu  deren  Gleichungen  sich 
die  Gleichungen  zweier  ähnlichen  Ellipsen  verbinden  lassen,  so  wie  zwischen  den  Durch- 
schnitten der  geraden  Linie  zweier  Systeme,  deTcn  Gleichungen  durch  Verbindung  der 
Gleichungen  zweier  Hyperbeln,  deren  Asymptoten  parallel  sind,  sich  ergeben:  dieselbe 
Beziehung  Statt  findet,  als  zwischen  irgend  einem  gegebenen  Punctc  und  der  Mille  derje- 
nigen Chorde,  welche  auf  einer  beliebigen  der  beiden  Curven  die  Punctc  verbindet,  in 
welchen  dieselbe  von  den,  durch  den  gegebenen  Punct  gebenden,  Tangenten  berührt  wird. 
Die  eben  bczcichnetcn  Punctc  sind  zugeordnete  Pole  für  jede  der  beiden  gege- 
benen Cnrven  und  für  jede  andere,  ihnen  ähnliche,  welche  dieselbe 
Chordale  hat. 

ln  der  11.  Figur  sind  Q und  R die  beiden  zugeordneten  Pole  für  jede  der  beiden  Hy- 
perbeln C und  C ; diese  Pole  liegen  beide  aufscrhald  der  Hyperbel  C,  während  einer  der- 
selben, Q,  innerhalb,  der  andere,  R,  außerhalb  der  Hyperbel  C liegt.  Ziehen  wir  von 
Q aus  Tangenten  an  C und  C,  so  liegen  die  vier  Berübrungs- Punctc,  V,  U,  V und  U', 

. . 22  * 


> . . 


Digitizedby  Google 


172 


Zur  Theorie 


in  gerader  Linie,  und  diese  gerade  Linie  geht  durch  R;  von  R ans  können  wir  nur  an  C 
Tangenten  legen,  die  entsprechende  Berührnngs -Chorde  WZ  geht  durch  Q. 

Wenn  eine  der  Gleichungen  (4)  schon  einen  Pnnct  oder  ein  System  zweier  sich  schnei- 
denden geraden  Linien  bedeutet,  so  erhalten  wir  durch  eine  gehörige  Verbindung  dieser 
Gleichungen  im  ersten  Falle  die  Gleichung  des  zugeordneten  Poles,  in  dem  zweiten  die 
Gleichung  eines  neuen  Systems  zweier  geraden  Linien,  die  sich  in  einem  Pnncte  schnei- 
den, der  der  xugeordnctc  Pol  des  Durchschnittes  der  Linien  des  ersten  Systems  ist. 

Wenn  man  irgend  ein  Parallelogramm  beschreibt,  dessen  Seiten  den  Asymptoten  ei- 
ner gegebenen  Hyperbel  parallel  sind,  und  dessen  zwei  Winkel -Pnncte  auf  der  Hyperbel 
sich  befinden,  so  sind  die  beiden  übrigen  Winkcl-Punctc  des  Parallclo- 
grammes  zugcordnetc  Pole.  Man  kann  hiernach  leicht  für  irgend  einen  gegebenen 
Pnnct  den  zugeordneten  Pol  construiren , wenn  die  Richtung  der  Asymptoten  bekannt  ist. 

Die  Polare  eines  Ponctes  ist  der  Chordalcn  parallel  nnd  geht  durch  den  zugeordne- 
ten  Pol  desselben. 

Die  Chordale  zweier  Pnncte  halbirt  diejenige  gerade  Linie,  welche  diese  Pnncte 
verbindet;  ihre  Richtung  hängt,  wenn  wir  die  beiden  Punctc  durch  die  Gleichungen  (4) 
ansdrücken,  von  dem  Coefficicnten  ß ab,  oder  mit  anderen  Worten,  von  der  Matur  und 
der  gegenseitigen  Lage  der  beiden  ähnlichen  Ellipsen,  die,  ihren  Character  bis  zum  Ver- 
schwinden beibchaltcnd,  auf  jene  Pnncte  sich  reducirt  haben. 

Die  Chordale  zweier  Systeme  von  zwei  sich  schneidenden  geradenLi- 
nien,  die  ein  Parallelogramm  bilden,  ist  eine  Diagonale  dieses  Parallelogramme*. 

337.  Für  die  Gleichungen  zweier  Parabeln,  deren  Durchmesser  parallel  sind,  können 
wir  folgende  nehmen : 

y3 -4-2yy-l-2Jx-+.t  = o, 
y3  -t-  2/y + 2d'x  + 1 = o. 

Diese  beiden  Gleichungen  können  wir  nur  auf  eine  einzige  W eise  zn  der  Gleichung  ei- 
nes Systems  von  zwei  geraden  Linien  verbinden.  Wir  müssen  zu  diesem  Ende  x climi- 
niren,  und  erhalten,  indem  wir  demzufolge  beide  Gleichungen  von  einander  abzichcn, 
nachdem  wir  zuvor  die  erste  mit  i" , die  zweite  mit  <f  multiplicirt  haben,  folgende  Glei- 
chung: 

(J* — ö)y3-4-  — öy)j-f-(Tr — — o. 

Die  durch  diese  Gleichung  bezcichncten  geraden  Linien  sind  zwei  Durchmesser,  die  aber 
anch  in  einen  einzigen  zusammcnfallcn  nnd  imaginär  seyn  können.  Den  verschiedenen 
Fällen  entspricht,  dafs  die  beiden  Parabeln  sich  schneiden,  berühren  oder  keinen  Pnnct 
gemein  haben. 

Für  jede  von  zwei  ähnlich  liegenden  Parabeln  sind  zugcordnetc  Pole  je  zwei  Functe, 
die  auf  einem  beliebigen  der  durch  die  Durchschnitte  der  Parabeln  gebenden  Durchmes- 
ser sich  befinden,  und  gleich  weit  von  dem  Scheitel  dieses  Darchmcssers  abstehen. 

2G3.  W ir  wollen  in  dieser  Nummer  drei  ähnliche  Linien  zweiter  Ordnung  znsam- 
mcnstcllcn,  und  die  Gleichung  derselben  kurz  auf  folgende  Weise  bezeichnen: 

A = o,  A"=  o,  A"  = o,  (,) 

Alsdann  erhalten  wir  für  die  Chordalcn  je  zweier  derselben  folgende  Gleichungen  des  er- 
sten Grades: 

A — A'  — o,  A— A"  = o,  A'—A"  cs  o,  (a) 
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von  denen  irgend  zwei  die  dritte  bedingen.  Es  schneiden  sich  also  die  eben  bezeichnetcn 
drei  Cbordalcn  in  ein  and  demselben  Pnncte,  den  wir  „den  Chordal-Punct  der  drei 
ähnlichen  Linien  zweiter  Ordnung“  nennen*). 

Für  die  durch  (t)  dargestclltcn  Cnrven  kennen  wir  drei  Ellipsen  nehmen,  oder 
auch  statt  einer  oder  zwei  derselben,  oder  statt  aller  drei,  Pnncte.  Wir  künnen  ferner 
drei  Parabeln  nehmen,  and  erhalten  auch  dann  noch  ein  geometrisches  Resultat, 
wenn  wir  eine  derselben  mit  einem  Systeme  zweier  Durchmesser,  die  auch  in 
einen  einzigen  zusammenfallen  können,  vertauschen.  Wir  können  endlich  auch 
drei  Hyperbeln  znsammenstcllen  und  beliebig  statt  derselben  Systeme  von  zwei, 
den  Asymptoten  parallelen,  geraden  Linien  nehmen. 

Nehmen  wir  drei  Systeme  von  geraden  Linien,  so  ist  in  obigem  Schema  der  Fig.  12. 
Satz  der  73.  Nummer  beniesen , nnd  wir  erhalten  zugleich  noch  eine  geometrische  Bedeu- 
tung des  Durchscbnitts-Punctcs  der  drei  Chordalen.  Es  seyen  nemlich  M,  M'  und  M" 
die  Durchschnitts  -Puncte  der  Linien  jedes  Systems  , nnd  diese  Punctc  mögen  sich  auf  ir- 
gend einer  Hyperbel  befinden  und  die  Linien  jedes  Systems  den  Asymptoten  derselben  pa- 
rallel seyn.  Der  Chordal-Punct  C,  in  welchem  sich  P’Q",  P'Q'  und  PQ  vereinigen,  ist 
alsdann  der  Mittclpnnct  der  Hyperbel.  Hiervon  überzeugen  wir  uns  sogleich,  denn 
PQ  z.  ß.  geht  dnreh  P und  Q , durch  die  Durchschnitte  der  Linien  zweier  anderen  Sy- 
steme, die  beide  mit  der  Hyperbel  RTM'  zur  Chordalen  haben,  woraus  nach  der  vorigen 
Nummer  folgt , dafs  P nnd  Q in  gerader  Linie  mit  dem  Mittclpuncte  der  Hyperbel  liegen. 

Wir  können  hiernach,  wenn  irgend  drei  Pnncte  nnd  zwei  gerade  Linien  gegeben  sind, 
den  Mittelpnnct  derjenigen  Hyperbel  finden,  die  durch  jene  drei  Puncte 
geht,  nnd  deren  Asymptoten  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien  pa* 
ra  11  cl  sind,  und  alsdann  die  Hyperbel  selbst  leicht  construiren. 

Wir  wollen,  als  besondem  Fall,  zuletzt  noch  die  Zusammenstellung  einer  Hyperbel  Fig.  13. 
nnd  zweier  Systeme  von  zwei  geraden  Linien  betrachten.  In  der  13.  Figur  seyen  diesebei- 
den  Systeme  CM,  CM”'  und  C'M',  CM”;  alsdann  ist  P der  Chordal-Punct,  in  welchem 
Puncte  sich  MM“,  M‘M”  nnd  RQ,  Diagonale  des  Parallelogrammes  CC’,  schneiden.  Hier- 
nach können  wir,  wenn  die  Richtung  der  beiden  Asymptoten  nnd  irgend  drei  Pnncte  der 
Hyperbel  (MW)  gegeben  sind,  sogleich  einen  vierten  Punct  (M)  finden,  der  auf  einer 
beliebig  durch  einen  der  gegebenen  Punctc  (M")  gelegten  geraden  Linie  (PM"’)  oder  auf 
einer  beliebigen,  einer  der  Asymptoten  parallelen,  geraden  Linie  (RC)  sich  befindet. 


*)  Wenn  wir  allgemein  durch« 

A =3  o,  A'  =3  o,  A"  a o, 

die  Gleichungen  dreier  Linien  des  m.  Grades  bezeichnen,  deren  Asymptoten  parallel  sind, 
so  stellen  die  Gleichungen  i 

A— A'  = o,  A — A"  o,  A’—- A”  » o, 

drei  neue  Curven  de»  (m — 1).  Grades  dar,  die  durch  die  Durchschnitte  jener  Curven  des 
m.  Grades  gehen.  Die  drei  neuen  Curven  schneiden  sich  in  denselben  Puncteu,  de- 
ren es  (m — l)7  gibt,  die  aber  sum  Theil  imaginär  werden  können. 

Machen  wir  eine  Anwendung  hiervon  auf  Linien  der  dritten  Ordnung,  so  erhalten 
wir  drei  Linien  (weiter  Ordnung,  die  sieb  in  denselben  vier  Panclen 
schneiden.  Für  die  Linien  dritter  Ordnung  können  wir  endlich  noch  drei  Systeme  von 
drei  geraden  Linien  nehmen,  welche  drei  Dreiecke  bilden,  dereu  Seiten  parallel  sind. 
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Wir  können  hiernach  ferner,  wenn  irgend  vier  Poncte  und  eine  gerade  Linie  gege- 
ben sind,  eine  Hyperbel  construiren,  welche  durch  die  vier  gegebenen 
Puncto  geht,  und  deren  eine  Asymptote  der  gegebenen  geraden  Linie 
parallel  ist.  Es  kommt  hier  nur  darauf  an,  dafs  wir  die  Richtnng  der  zweiten  Asymp- 
tote der  za  construirenden  Hyperbel  bestimmen.  Seyen  also  M,  M',  M"  und  M"  die  vier 
Puncte  und  RM'  und  QM”’  gerade  Linien,  die  einer  der  Asymptoten  der  gesuchten  Cnrve 
parallel  sind.  Man  verbinde  die  gegebenen  Pnncte  paarweise  durch  zwei  gerade  Linien, 
für  welche  wir  hier  MM“  und M'M" , die  sich  in  P schneiden,  nehmen  wollen.  Alsdann 
reducirt  sich  die  Construction  zweier  geraden  Linien,  die  der  zweiten  Asymptote  parallel 
sind,  darauf,  durch  M und  M”  zwei  solche  gerade  Linien  zu  ziehen,  die  unter  einander 
parallel  sind  und  auf  RM'  und  QM”  zwei  Puncte,  R und  Q,  bestimmen,  die  mit  P in 
gerader  Linie  liegen.  Zu  diesem  Ende  brauchen  wir  nur  irgend  zwei  beliebige  parallele 
gerade  Linien  xy  nnd  ly  dnreh  M und  M"  zu  legen,  und  die  Diagonale  xl  des  auf  diese 
Weise  entstandenen  Parallelogrammcs  yy  zu  ziehen.  Diese  Diagonale  schneidet  diejenige 
gerade  Linie,  welche  die  beiden  Puncte  M und  M"  verbindet  in  irgend  einem  Pnncte  S. 
Zieht  man  non  PS,  so  erhält  man  anf  RM'  nnd  QM”  die  Puncte  R und  Q,  und  endlich 
die  geraden  Linien  RM  nnd  QM”,  welche  der  zweiten  Asymptote  der  gesuchten  Curve 
parallel  sind.  (Die  Richtigkeit  dieser  Construction  ergibt  sich  sogleich ; denn  xl,  MM”  und 
RQ  schneiden  sich  in  demselben  Puncte , in  S ; da  ferner  xR  und  AQ , xM  und  IM"  pa- 
rallel sind,  so  sind  nothwendig  auch  RM  nnd  QM”  parallel  (86)). 

Fig.  14.  Wenn  wir  mit  einer  Hyperbel  zwei  Systeme  von  zwei,  den  Asymptoten  parallelen, 
geraden  Linien  zosammenstellen,  von  welchen  das  eine  aus  solchen  geraden  Linien  be- 
steht, die  sich  auf  der  Hyperbel  schneiden,  so  erhalten  wir  für  eine  Chordalc  eine  Tan- 
gente. Seyen  in  der  14.  Figur  GM,  CM'  (ödes  yM,  yM')  undM"K,  M"Q  die  beiden  Sy- 
steme und  M"  eta  Putiet  der  Hyperbel  ( alsdann  vereinigen  sich  in  P die  Chordalcn  MM' 
nnd  KP  (nnd  xP)  und  M"P,  welche  die  Hyperbel  berührt.  (Beiläufig  bemerken  wir  auf 
diese  Weise  eine  neue  geometrische  Beziehung  des  Chordal  - Punctes  dreier  Systeme  von 
zwei,  sich  in  MT,  C und  x schneidenden  geraden  Linien.}  Hiernach  können  wir,  wenn 
drei  Pnncte  einer  Hyperbel  und  die  Richtung  ihrer  Asymptoten  bekannt  sind,  in  jedem 
der  gegebenen  Pnncte  unmittelbar  eine  Tangente  constrnircn.  Wir  kön- 
nen auch,  umgekehrt,  wenn  statt  eines  der  drei  Puncte  eine  Tangente  gegeben  ist,  den- 
jenigen Pnnct  bestimmen,  in  welchem  diese  Tangente  die  Hyperbel  berührt  nnd  also, 
nach  dem  Vorhergehenden,  die  Hyperbel  selbst  construiren.  Sey  BM"  die  gegebene  ge- 
rade Linie,  von  welcher  die  gesuchte  Hyperbel  berührt  werden  soll  nnd  die  derjenigen 
geraden  Linie,  welche  die  beiden  gegebenen  Puncte  M und  M'  verbindet,  in  P begegnet. 
Die  geraden  Linien  CM,  CM’  sind  als  gegeben  zn  betrachten  und  die  Construction  der 
Aufgabe  reducirt  sich  darauf,  einen  Pnnct  M”  auf  der  gegebenen  geraden  Linie  BM"  so 
zu  bestimmen,  da£s  die  Diagonale  KQ  des  Parallelogrammcs  CM"  durch  den  Pnnct  P 
geht.  Zn  diesem  Ende  brauchen  wir  nur,  wenn  wir  durch  D und  B die  Durchschnitte 
der  gegebenen  geraden  Linie  mit  CM  und  CM'  bezeichnen,  M"  vermittelst  folgender  Glei- 
chung, zu  der  wir  ohne  Milbe  aus  der  Construction  gelangen: 

PM"  = PD.  PB, 

za  bestimmen.  M”  ist  alsdann  der  gesuchte  Bcrührungs-Punct.  Auf  entsprecherde  Weise 
hätten  wir  vermittelst  folgender  Gleichung:  v : 
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pms  = Prf.  pa 

den  Pnnct  M"  bestimmen  können,  nnd  hiernach  ist: 

PD.  PB  = Prf.  Vfl  = PÜll 

Wir  verweilen  nicht  bei  der  Aussage  des  hierin  enthaltenen  Satzes  nnd  brechen  über- 
haupt hier  ab,  um  zu  anderen  Constrnctioncn  überzngehen. 


284.  Die  nachstehenden  Gleichungen: 

y'*+ßx‘‘-h2}y-f~f  = o,  (i) 

y,-J»/Jx1-f-2rfx  — f = o,  («) 

stellen  zwei  ähnliche  Ellipsen  oder  Hyperbeln  dar,  durch  deren  beide  Mittelpnnctc  die 
zweite  und  erste  Axe  gehen.  Wir  nehmen  an,  in  den  beiden  Gleichungen  sey  das  con- 
stante  Glied  gleich,  aber  von  entgegengesetztem  Zeichen.  Wenn  wir  in  der  zweiten  Glei- 
chung x = o setzen,  so  erhalten  wir  für  die  Durchschnitte  der  zweiten  Curvc  mit  der  zwei- 
ten Axc: 


y = ±V\ 

woraus  ersichtlich  ist,  dafs  diese  Curve  durch  zwei  Puncto  geht,  die  zugeordnetc  Pole  für 
die  erste  Curvc  sind,  und  gleichweit  von  der  ersten  Axe  abstehen  (28l).  W ir  überzeu- 
gen uns  auf  ähnliche  Weise,  dafs  gegenseitig  die  erste  Curve  die  erste  Axe  in  zweien 
Puncten  schneidet , die  für  die  zweite  Curvc  zugeordnetc  Pole  sind. 

Die  Gleichungen  der  Polaren  irgend  eines  Pnnctes  <y',x')  für  die  Curvcn  (1)  und  ß) 
sind  folgende  (268): 

<y'4-y)y + ßxx  •+■  yy' + » = o, 
y'yHh'-WJi+h' — * = o. 

Wenn  wir  für  (jr‘,  x')  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  den  Mitlclpunct  der  zweiten  Curve 


(o,  — -) , nnd  in  der  zweiten  derselben  den  Mitlclpunct  der  ersten  Curve,  (—  y,  0),  neh- 


men, so  redneiren  sich  beide  Gleichungen  auf  folgende: 

yy — rfx-f-r  — o, 

und  eben  dieselbe  Gleichung  erhalten  wir  auch  für  die  Chordale  der  beiden  Curvcn,  in- 
dem wir  ihre  Gleichungen  von  einander  abzichen  und  dann  dnrek  2 dividiren.  Wir  se- 
hen hieraus,  dafs  die  in  den  beiden  Durchschnitten  der  Curvcn  (1)  nnd  (2)  an  jede  der- 
selben gelegten  Tangenten  durch  den  Mitlclpunct  der  andern  gehen. 


Wenn  wir  ferner  mit  der  ersten  Curve  eine  andere  zusammenstcllen,  die  mit  ihr  die 
erste  Axc  zur  Chordalen  hat,  und  deren  Gleichung  also  von  folgender  Form  ist: 

yt-bßx,+2yy-bi  <=  o,  (3) 

wo  y jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  so  geht  offenbar  die  zweite  Curve  durch  die- 
jenigen Leiden  Puncte,  welche  zugleich  für  (1)  nnd  (3)  zugeordnete  Pole  sind;  sic  schnei- 
det, berührt  oder  schneidet  nicht  die  Ccnlral-Linic  dieser  beiden  Curven,  je  nachdem  jene 
Puncte  reell  sind,  zusammenfallen  oder  imaginär  werden;  d.  h.  je  nachdem  die  Curven 
(t)  und  (3)  sieb  nicht  schneiden,  sich  berühren  oder  schneiden. 

Der  Coefficicnt  rf  in  der  Gleichung  (2)  kann  jeder  beliebige  scyn,  und  mithin  dcrMit- 
tclpunct  der  bezüglichen  Curve  in  jedem  beliebigen  Puncte  der  ersten  Axc  angenommen 
werden.  Wenn  wir  daher  drei  ähnliche  Linien  zweiter  Ordnung  zusammenstellcn,  so 
können  wir  ans  dem  Chordal-Punctc  derselben  eine  ihnen  ähnliche  Curvc  beschreiben, 
welche  durch  die  xugeordneten  Pole  je  zweier  der  drei  gegebenen,  also,  im  Allgemeinen, 
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durch  sechs  Puncto  geht.  In  dem  Mittclpuncte  dieser  Curvc  vereinigen  sich  diejenigen 
Tangenten)  welche  in  den  Durchschniits-Puncten  derselben  mit  den  gegebenen  Crirvcn 
an  letztere  gelegt  werden  können.  Sind  die  gegebenen  Curven  drei  Kreise,  so  ist  die  aus 
dein  Chordal-Puncte,  als  Mittclpnncte,  beschriebene  Curvc  keine  andere  als  der  Orlhogo- 
nal-Krcis.  Wenn  unter  den  gegebenen  Linien  zweiter  Ordnung  solche  sich  befinden,  die 
sich  auf  einen  Punct  oder  ein  System  zweier  geraden  Linien  rcducirt  haben,  so  geht  die 
in  Rede  stehende,  schneidende  Curvc  durch  die  gegebenen  Pnnclc  oder  die  Durchschnitts- 
Punctc  der  beiden  geraden  Linien  der  gegebenen  Systeme. 
t5.  Nach  der  letzten  Bemerkung  können  wir  eine  Ellipse  beschreiben,  welche  durch  ir- 
gend drei  gegebene  Ponctc  geht,  und  in  welcher  zwei  zugeordnete  Durchmesser  irgend 
zweien  gegebenen  geraden  Linien  parallel  sind,  und  uberdiefs  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse za  einander  stehen.  Seyen  OY  und  OX  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien, 

g 

das  Verhältnis  der  ihnen  parallelen  Durchmesser  sey  - , alsdann  ist,  indem  wir  das  Qua- 

A 


drat  dieses  Verhältnisses  durch  ß bezeichnen,  die  Gleichung  der  gesuchten  Ellipse,  wenn 
wir  dieselben  auf  jene  beiden  geraden  Linien  beziehen,  von  folgender  Form: 

y3-f-^x5-I-2yy+2Jx-f-t  = o. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  drei  gegebenen  Puncte  durch  (/,*'),  (y",x")  und  (y‘",  *“),  so 
ist  der  Mittelpunct  jener  Ellipse  der  Chordal- Punct  der  drei  gegebenen,  durch  folgende 
Gleichungen  dargestelltcn , Puncte: 

Cy — y ')’  + /»(*—*')’  = o, 

(y—y“)+ß(x—xy  = o, 

(y—y  «=  o, 

so  dafs  derselbe  also  zugleich  auf  folgenden  drei  geraden  Linien  liegt  i. 

2(y"-y')y + 2fl{x“—x)x  ■+■  ; y“2— ßx"2  = o, 

aCy" — y')yH-2;7(*"' — *'}*  H-  y'2-*-  ßx"‘—y'"2—ßx"2  = o,  (i) 

2(y"’ — v")y -+■ 2ß(.x" — x")x  j"2 — ßx'"2  = o. 

Lim  den  Mittelpunct  der  verlangten  Ellipse  zu  erhalten,  branchen  wir  also  nur  den  Durch- 
schnitt irgend  zweier  der  durch  die  letzten  Gleichungen  dargestellten  geraden  Linien  zu 
construircn.  Zunächst  ist  unmittelbar  aus  diesen  Gleichungen  selbst  ersichtlich,  was  aus 
dem  Früheren  schon  bekannt  ist,  dafs  die  entsprechenden  drei  geraden  Linien  durch  die 
Mitten  derjenigen  drei  geraden  Linien  gehen,  welche  die  drei  gegebenen  Puncte,  paarw  eise 
genommen,  verbinden.  Denn  nehmen  wir  z.  B.  die  erste  der  letzten  drei  Gleichungen, 
so  wird  dieselbe  befriedigt,  wenn  wir  zugleich 


x'+x' 

~2~’ 


setzen.  Um  also  die  bezügliche  gerade  Linie  zu  construiren , brauchen  wir  nur  noch  ei- 
nen zweiten  Punct  derselben  oder  ihre  Richtung  zu  bestimmen.  Beides  ist  leicht;  beider 
Gonstruction  eines  zweiten  Punctcs  nehmen  wir  füglich  einen  der  beiden  Puncte  JS1  oder 
M'  zum  Anfangspuncte , und  suchen  den  Durchschnitt  der  in  Rede  stehenden  Linie  mit 
einer  der  beiden  Axcn.  Die  iS.  Figur  bezieht  sich  auf  den  Fall,  wo  fi  = 1 ist,  und  wir 
also  eine  Ellipse  verlangen , welche  durch  die  drei  Ponctc  M,  M’  und  M"  nnd  deren  glei- 
che zngeordnetc  Durchmesser  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien  OY  und  OX  parallel 
sind.  Bei  dieser  Annahmf  nimmt  die  erste  der  Gleichungen  (I)  folgende  Form  an: 

2<j"— j')y  -t-  2{x‘- — x‘)  -t-  j'2  -+-  x'2— j"2— x'  3 » o, 
und  gibt,  wenn  wir  sie  mit  folgender  Gleichung: 
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zusammenstcllcn: 


py+qx  = pq, 


2 

P 


J —} 


Diejenige  gerade  Linie  ferner,  welche  durch  die  beiden  Punctc  M und  M’  geht,  hat,  wenn 
wir  die  Segmente  OQ'  und  OP'  durch  q’  und  p'  bezeichnen,  folgende  Gleichung: 

p'y-f-qx  ■=  p q', 

und  wir  haben  zugleich: 

5!  ».  — tl' 

so  dafs  also: 


x" — x’> 


3 = - Er 
P <1 

hiernach  ist,  indem  wir  Ort  = OQ'  und  Ox  = OP’  nehmen,  die  gerade  Linie  »x  parallel 
der  gesuchten  u'C , die  zugleich  durch  die  Mitte  von  MM’  durch  ft"  geht,  und  also  voll- 
kommen bestimmt  ist-  Ebenso  können  wir  eine  beliebige  der  beiden  entsprechenden  ge- 
raden Linien  /iC  und  uC  construircn  , die  durch  die  Mitten  von  MM"  and  M M"  gehen, 
und  erhalten  somit  den  Mittelpunct  der  gesuchten  Ellipse. 

Die  Aufgabe:  durch  drei  Punctc  eine  Hyperbel  zu  beschreiben,  deren  zwei  «geord- 
nete Durchmesser,  die  ein  gegebenes  Yerhältnifs  zu  einander  haben,  zwei  gegebenen  ge- 
raden Linien  parallel  sind,  ist  der  auf  die  Ellipse  sich  beziehenden  Aufgabe  ganz  analog. 
Wir  mtissen  alsdann  nnr  ß mit  entgegengesetztem  Zeichen  nehmen.  Indem  wir,  als  be- 
sondern  Fall,  ß — — l setzen,  erhalten  wir  eine  gleichseitige  Hyperbel,  die 
durch  drei  gegeb cnc  P n nc tc  g eht,  und  deren  zwei  zugeordne tc  Durch- 
messer zweien  gegebenen  geraden  Linien  parallel  sind.  — 

Aus  diesem  Paragraphen  erhellet,  wie  die  Theorie  der  Chordalcn  und  des  Chordal- 
Pnnctcs,  hei  der  wir  ausführlich  im  zweiten  Abschnitte  verweilt  bähen,  sieb  in  allen  Be- 
ziehungen auf  beliebige  ähnliche  Curvcn  zweiter  Ordnung  Übertragen  läfst.  Dasselbe  gilt 
von  der  Theorie  der  Symmetral- Punctc;  doch  wollen  wir  hier  in  diese  Erörterungen 
nicht  eingehen. 

§.  6. 

Verbindung  der  Gleichungen  einer  Linie  zweiter  Ordnung  nnd  eines 
Systems  zweier  geraden  Linien  zu  der  Gleichung  eines  neuen 
solchen  Systems. 


285.  Wir  wollen  zuvörderst  das  allgemeine  Schema  aofstcllen,  das  uns  in  diesem 
Paragraphen  beschäftigen  soll.  Sey 

y5-p^axy-f-j9z,-+-2j-y+2<tl-4-/  =0,  (,) 

die  Gleichung  irgend  einer  beliebigen  Linie  zweiter  Ordnnng,  die  auf  ein  beliebiges  Coor- 
dinaten- System  bezogen  ist.  Sey  ferner  (y‘,  *’)  irgend  ein  gegebener  Punct,  durch  wel- 
chen wir  nach  beliebiger  Richtung  zwei  gerade  Linien  legen,  deren  Gleichungen  folgende 
Seyen: 

(y-y'i+’d*-*)  •=  <>i 

(y— y’)H**'(*— »')  — o, 

nnd  die  wir  also,  beide  zugleich,  durch  folgende  Gleichung  ansdrücken  können: 

23 
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y3+(*+x')xy+xx'x3 — ((*+x')y'4-2«Y)x4-y'J-+{*-|K,)xy+w<Y>  = o.  («) 
Durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  (I)  and  (3)  erhalten  wir  die  Gleichungen  aller 
möglichen  Curvcn,  welche  durch  die  Durchschnitte  der  beiden  geraden  Linien  mit  der  ge- 
gebenen Curve  gehen,  wir  erhalten  namentlich  die  allgemeine  Gleichung,  welche  alle  Li- 
nien zweiter  Ordnung,  die  durch  jene  Durchschnitte  gehen,  darstellt,  indem  wir  eine  der 
beiden  Gleichungen  (1)  nnd  (2),  wofür  wir  hier  die  erste  derselben  nehmen  wollen,  mit 
einem  unbestimmten  CoefQcienten  u mulliplicircn  nnd  alsdann  zur  andern  addiren.  Anf 
diese  Weise  ergibt  sich,  indem  wir  zugleich  alle  Glieder  der  resultirenden  Gleichung 
durch  (1  +//)  dividiren,  folgende  Gleichung: 

„i  , Bfia+x+tt , , 2/i y — (x-f-a) x’ — 2y‘  2iiJ— (x-fx’)y'— 2xx'x' _ 

y + —ftjr- xy  + thtx  + — i+? — y+ i+ti 51 

l+/‘  ‘ \ 

Soll  diese  Gleichung  wiederum  ein  System  zweier  geraden  Linien  darstellen,  so  mufs  sie, 
durch  eine  schickliche  Annahme  des  GoefGcicntcn  fi,  folgende  ganz  der  Gleichung  (2) 
entsprechende  Form  annchmen  können: 

xy’-H?+S')*y+il'*a— ((>+?)x“+ay'')y— ((H?)y"+2^i'x"+y",+(^-H’)x'y'+f5'x",  = o,  (») 
und  zur  nähern  Bestimmung  der  beiden  geraden  Linien  des  durch  diese  Gleichung  darge- 
stclltcn  Systems  erhalten  wir  folgende  fiinf  Gleichungen : 


1+/» 


5+1', 


(s) 


vß+**' 

. >+t“ 

2n;' — (x+x')x'  — 2y' 
i+fi 

2)i  3 — (x+x'jy’ — 2xx'x’ 
1+/. 


- 63T, 

= — ß+JX-ay, 


=>  -(5+r)y''-25l'*", 


w 

(?) 

C») 


= y^HW>y+Hfr..  (,) 

* i ^ 

Diese  Gleichungen  sind  hinreichend  znr  Bestimmung  des  unbestimmten  Coeflicientcn 
fi  und  der  Conslantcn  der  beiden  gesuchten  geraden  Linien , die  durch  die  Durchschnitte 
der  gegebenen  geraden  Linie  mit  der  gegebenen  Curve  gehen,  und  die  einzeln  durch  fol- 
gende beiden  Gleichungen  dargcstellt  werden: 

y— y'-rJCz— z")  = o, 

y— y'+5'(*— »')  = o. 

Aus  denselben  Gleichungen  (5)]—  (9)  ergibt  sich  eine  lange  Reihe  geometrischer  Be- 
ziehungen , zn  denen  wir  ohne  Milbe  kommen , indem  wir  nach  verschiedenen  Absichten 
die  Coordinaten- Axen  schicklich  bestimmen,  und  die  Form  der  Gleichungen  '2)  und  (ii) 
zweckdienlich  verändern. 


286.  Zuvörderst  wollen  wir  uns  mit  dem  unbestimmten  Coclficienten  n beschäftigen. 
Die  Art,  wie  dieser  Cocfficicnt  sich  durch  die  gegenseitige  Lage  der  Curve  zweiten  Gra- 
des und  des  Systems  der  beiden  geraden  Linien , so  wie  durch  den  Winkel , den  diese 
geraden  Linien  mit  einander  bilden,  und  durch  die  Natur  der  Curve  bestimmt,  ist  unab- 
hängig von  irgend  einer  Coordinaten -Annahme.  Da  wir  nun  durchaus  nichts  an  Allge- 
meinheit einbUfsen,  indem  wir  die  beiden  gegebenen,  irgend  einen  beliebigen  Winkel  bil- 
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dcndon , geraden  Linien  zu  Coordinaten  - Aren  nehmen , und  die  Coefficientcn  der  Curvon- 
Glcichong  ganz  unbestimmt  lassen,  so  können  wir,  zum  Behof  jener  Bestimmung  von  ft, 
statt  der  Gleichung  (2),  der  vorigen  Nummer , folgende: 

2xy  = o (,) 

wo  der  Factor  2 nur  der  Symmetrie  wegen  hinzugefiigt  ist,  mit  der  Gleichung: 

y,4-2«xy+/SxJ+2)-y+2dx-N  = o,  (,) 

verbinden.  Wir  können  ferner  statt  die  Gleichung  der  Curve,  wie  in  der  vorigen  Num- 
mer, die  Gleichung  des  Linien  - Systems  mit  einem  unbestimmten  Coefficientcn  multipli- 

circn,  und  dann  beide  Gleichungen  addiren.  (Dicfs  kommt  darauf  hinaus,  fi  mit  - zu 
vertauschen.)  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  statt  der  Gleichung  (3)  folgende: 

y,+2(a+/()xy+/9x,-t-2yy-+-2di-t-e  = 0.  (3) 

Soll  diese  Gleichung  ein  System  zweier  geraden  Linien  darstclicn,  so  erhalten  wir  (234) 
folgende  Bcdingungs- Gleichung: 

d5— ß)1  — o.  (0 

oder  wenn  wir  in  Beziehung  auf  ft  ordnen: 

tft7 — 2(i)y — <u)ff+(t* — 2«d;-t-i?y,+(a’— /?)»)  =s  o.  (s) 

Vermittelst  dieser  Gleichung  finden  wir  u , nur  müssen  wir  bemerken,  dafs  dieselbe 
sieb  sowol  auf  denjenigen  Fall  bezieht,  wo  die  Gltpchnng  (3)  ein  System  zweier  geraden 
Linien  darstellt,  als  auch  anf  denjenigen,  wo  diese  Glcichnng  einen  blofscn  Pnnct  be- 
zeichnet. Da  die  Gleichung  (5)  in  Bczichnng  auf  ft  vom  zweiten  Grade  ist,  so  erhalten 
wir  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  für  ft,  denen  zwei  Linien -Systeme  entsprechen,  die 
sich  dnreh  die  Durchschnitte  der  gegebenen  Curve  mit  dem  gegebenen  Systeme  legen 
lassen. 

Die  Gleichung  (5)  rcducirt  sich  auf  den  ersten  Grad,  und  gibt  also  nur  einen  einzigen 
Werth  für  ft , erstens  wenn: 

i7 — iady+ßf+i“" — ß)*  “ o, 

d.  h.  wenn  die  gegebene  durch  (2)  dargeslclltc  Linie  zweiter  Ordnung  selbst  schon  ein 
System  zweier  geraden  Linien,  oder  auch,  was  wir  wiederum  nicht  Übersehen  dürfen, 
einen  Punct  darstellt.  Zweitens  reducirt  sich  die  Glcichnng  (5)  auf  den  ersten  Grad, 
wenn : 

t - o, 

d.  h.  wenn  der  Anfangs -Punct  der  Coordinaten  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Durch- 
schnitts-Punct  der  beiden  geraden  Linien  des  gegebenen  Systems  auf  der  Curve  liegt. 

Die  Gleichung  (5)  gibt  für  fi  zwei  reelle,  gleiche  oder  imaginäre  Werthe,  je  nach- 
dem der  Aasdruck : 

d:y2 — d't — ßy't-f-ßt', 

positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Diesem  Ausdrucke  können  wir  folgende  Form  geben: 

und  hieraus  ist  ersichtlich,  dafs  sich  reelle  oder  imaginäre  Werthe  für  u ergeben,  wenn 
die  Leiden  Ausdrücke 

i7—ßt,  y7—t, 

beide  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Zeichen  sind.  Im  erstem  Falle  begegnen 
beide  Linien  des  gegebenen  Systems  (1)  der  gegebenen  Curve,  oder  beide  begegnen  ihr 
nicht;  im  andern  Falle  wird  die  Curve  nur  von  einer  geraden  Linie  des  Systems  geschnit- 
ten. Nur  in  dem  erstem  Falle  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Curve  und  des  Linicn- 
Systcms  zu  einer  neuen  Glcichnng  eines  Linien -Systems  oder  eines  Punctcs,  und  zwar 
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auf  doppelte  Weise  verbinden.  Die  Werthe  von  p sind  gleich,  wenn  einer  der  letzten 
Ausdrücke  oder  beide  verschwinden;  in  diesem  Falle  wird  die  Curve  von  einer  oder  von 
beiden  Linien  des  gegebenen  Systems  berührt.  Zwischen  gleichen  Werthen  und  einem 
einzigen  Werthe  von  p findet  ein  feiner  Unterschied  Statt,  der  sich  auch  in  der  Con- 
struction  nachwcisen  liCst. 

Wenn  die  Gleichung  (2)  eine  imaginäre  Curve  bezeichnet,  so  sind,  weil  keine  reelle 
gerade  Linie  mit  einer  solchen  Curve  reelle  Durchschnitte  haben  kann,  die  letzten  beiden 
Ausdrücke  beide  negativ,  und  wir  erhalten  also  in  diesem  Falle  immer  eine  zweifache 
Gleichung,  die,  was  einstweilen  noch  unentschieden  geblieben  ist,  entweder  ein  Linicn- 
Systcm  oder  einen  Ponct  darstellt. 


267.  Zur  Unterscheidung  der  verschiedenen  Fälle,  ob,  bei  einer  schicklichen  Bestim- 
mung von  p,  die  Gleichung  (3),  za  der  wir  in  der  vorigen  Nummer  durch  Verbindung  der 
Gleichungen  des  Linien  - Systems  and  der  Curve  gekommen  sind,  wieder  Linien  - Systeme 
oder  nur  Pancte  darstellt,  verfahren  wir  am  leichtesten  anf  folgende  Weise.  Es  kommt 
hierbei  Alles  auf  das  Zeichen  dcsWerthcs  von  folgendem  Ausdrucke  an: 

(“+/01— Ä («) 

ans  welchem  wir,  vermittelst  der  Gleichung  (4),  nur  p zu  eliminiren  brauchen.  Diese 
Gleichung  gibt  uns: 

' a+fi  "=  (?) 

snbstituircn  wir  diesen  Werth  von  (o-fyO  in  dem  vorigen  Ausdruck,  so  verwandelt  sich 
derselbe  in  folgenden: 

dV-0VC<P-ft0±aW(^-My*-O)‘A. 

und  wir  bemerken  sogleich,  tlafs  dieser  Ausdruck  das  vollständige  Quadrat  ist  von: 


i • (s) 

Da  wir  nun  in  der  vorigen  Nummer  als  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der  Verbindung 
der  Gleichungen  (1)  und  (2)  zu  der  Gleichung  eines  neuen  Linien  - Systems  oder  eines 
Punctcs  gefunden  haben,  dafs  die  Zeichen  für  die  Werthe  folgender  Ausdrücke 

y5-*, 

Bboreinstimmcn  müssen,  so  haben  wir  nur  diejenigen  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  die  letz- 
ten Ausdrücke  beide  einen  positiven  oder  beide  einen  negativen  Werth  haben,  d.  b.  wo 
die  Linien  des  gegebenen  Systems  beide  der  Curve  entweder  begegnen  oder  nicht.  Im 
erstem  Falle  hat  der  Ausdruck  (J)  reelle  Werthe,  und  das  Quadrat  desselben,  oder 

(« +p).*—ß 

ist  positiv;  im  andern  Falle  nimmt  der  Ausdruck  (8)  die  Form  AV — 1 an,  und  das  Qua- 
drat desselben  ist  nothwendig  negativ.  Im  erstem  Falle  gelangen  wir  also  durch  Verbin- 
dung der  Gleichnng  eines  Linien -Systems  und  einer  Curve  zu  den  Gleichungen  zweier 
neuen  Linien -Systeme,  im  andern  Falle  zu  den  Gleichungen  zweier  Puncte. 

Diese  Resultate  der  analytischen  Entwicklung  sind  leicht  a priori  ersichtlich.  Wenn 
nemlicb  zwei  gegebene  gerade  Linien  beide  einer  gegebenen  Curve  zweiter  Ordnung  be- 
gegnen, so  erhalten  wir  vier  Durchschnitte,  durch  welche  wir  noch  zwei  andere  Systeme 
zweier  geraden  Linien  legen  können.  Wenn  die  Curve  von  keiner  der  gegebenen  geraden 
Linien  geschnitten  wird,  so  würde  jedes  zweite  Linien  - System  das  erste  Linien- System 
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schneiden , und  diese  Durchschnitte  mlifsten,  was  gegen  die  gemachte  Voraussetzung  ist, 
ebenfalls  anf  der  Curvc  liegen,  wenn  wir  zu  der  Gleichung  des  zweiten  Systems  durch 
Verbindung  der  Gleichungen  des  ersten  Systems  nnd  der  Cnrvc  gelangen  könnten;  die 
Rechnung  gibt  ans  hier,  dafs  zwei  Pnnctc  an  die  Aelle  der  beiden  Linien-Systeme  des 
ersten  Falles  treten.  Wenn  nur  eine  einzige  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  der 
Curvc  begegnet,  so  muCs  der  durch  die  resultirende  Gleichung  dargestclltc  geometrische 
Ort  nothwendig  durch  die  beiden  Dnrchschnitts-Punctc  gehen,  nnd  kann  also,  so  wenig 
als  im  ersten  Falle,  ein  Punct  seyn:  er  kann  auch  kein  nenes  Linien-Systcm  seyn,  denn 
jede  gerade  Linie,  welche  durch  einen  beliebigen  der  obigen  beiden  Durchschnitte  geht, 
begegnet  derjenigen  gegebenen  geraden  Linie,  wclehc  die  Curve  nicht  schneidet,  nnd  der 
Curvc  selbst,  in  zweien  Punctcn,  die  nach  der  gemachten  Voraussetzung  nicht  dieselben 
seyn  können. 

Wenn  eines  der  resnltircnden  Systeme  ans  zweien  Parallelen  bestehen  soll,  so  er- 
halten wir,  indem  wir  den  Ausdruck  bei  (8)  verschwinden  lassen,  folgende  Bedingnngs- 
Glcichnng: 

d1  - ßy\ 

woraus  zuvörderst  erhellet,  dafs  ß nicht  negativ  seyn  kann.  In  diesem  Falle  redudrt  sich 
ferner  der  Ausdruek  (7)  auf: 

(a+/4)  - 

so  dafs  also  der  Werth  ron  ft  immer  reell  ist  Wir  erhalten  folglich  nie  bei  obiger  Ver- 
bindung die  Gleichung  eines  Systems  zweier  imaginären  Parallellinien. 


388.  Die  vorstehenden  Erörterungen  siud  für  tmsem  nächsten  Zweck  vollkommen 
hinreichend;  wir  wenden  uns  nun  wieder  zu  dem,  in  der  386.  Nummer  aufgcstelltcn  allge- 
meinen Schema  zurück,  nnd  wollen  zuerst  die  beiden  Gleichungen  (5)  nnd  (6)  der  eben 
angezogenen  Nommer  betrachten.  Diese  beiden  Gleichungen: 


2fia+u+*  v , 

1+/.  5+f  ’ 


(<) 


t‘ß+**  _ vv. 

1+M 

enthalten  als  anbekannte  Grölsen  ft,  f nnd  5".  Wir  können  eine  der  beiden  letzten  die- 
ser drei  Grölsen,  etwa  5,  anch  als  gegeben  betrachten.  Dicfs  kommt  alsdann  darauf  hin- 
atis,  diejenigen  beiden  geraden  Linien,  die  wir  bisher  als  nrsprUnglich  gegeben  betrachtet 
haben,  und  deren  Gleichungen  folgende  sind: 

y— y'+*(z— z')  = 0, 
y— >'+*'(*- x')  - o, 

nur  so  zu  bestimmen,  dafs  jede  derselben  durch  einen  der  beiden  Durchschnitte  der  Curvc 
mit  derjenigen  geraden  Linie  geht,  deren  Gleichung  folgende  ist: 

y— = o,  (3) 

nnd  die  einem  der  beiden  anderen  Systeme  angchürt,  zu  deren  Bestimmung  die  Glei- 
chungen (5)  — (9)  der  285.  Nummer  führen.  Wir  können  diese  Bestimmung  der  geraden" 
Linien  (2)  anf  solche  Weise  machen,  dafs  * nnd  x'  ein  für  alle  Mal  bestimmte  Werthe 
behalten;  so  dafs  also,  wenn  wir  die  durch  die  letzte  Gleichung  dargestellte  gerade  Linie, 
die  nur  der  Richtung  nach  gegeben  ist,  parallel  mit  sich  selbst  verrücken,  sich  in  den 
Gleichungen  (2)  nur  die  Coordinatcn  des  Durchschnitts  - Puncles  (y,  x')  der  bezüglichen 
beiden  geraden  Linien  ändern:  Coordinatcn,  die  in  den  beiden  oben  zusammengestelltcn 


Digitized  by  Google 


182 


Zur  Theorie 


Gleichungen  (!)  nicht  Vorkommen.  Diese  Gleichnngen  sind  hei  den  eben  gemachten  Vor- 
aussetzungen hinreichend  zur  Bestimmung  von  ju  und  t • hj  ist  also  auch  diejenige  ge- 
rade Linie: 

y— y”-H'(z— *”)  — o, 

welche  durch  die  beiden  übrigen  Durchschnitte  der  gegebenen  Curvc  und  der  beiden  ge- 
raden Linien  (2)  geht,  der  Richtung  nach  bekannt,  und  diese  Richtung  ändert  sich  nicht 
wie  wir  auch  die  gerade  Linie  (3),  parallel  mit  sich  selbst,  verrücken  mögen.  Wir  ha- 
ben mithin  folgenden  Satz  bewiesen : 

Wenn  man  in  irgend  eine  Linie  zweiter  Ordnung  beliebig  viele  Vierecke  beschreibt, 
in  denen  drei  Seiten  parallel  sind,  so  sind  auch  die  vierten  Seiten  derselben  parallel. 

Fig.  16.  Mit  solchen  Vierecken  ordnen  sich  zwei  Dreiecke  zusammen , deren  drei  Seiten  init 
den  ersten  drei  Seiten  jener  Vierecke  parallel  sind;  die  Tangente  in  einem  VVinkcl-Punctc 
des  Dreiecks  tritt  alsdann  an  die  Stelle  der  vierten  Seite.  Hiernach  können  wir  in  irgend 
eine  Linie  zweiter  Ordnung  ein  Dreieck  beschreiben,  dessen  drei  Seiten  dreien  gegebenen 
geraden  Linien  parallel  sind.  Wir  brauchen  zu  diesem  Ende  nur  irgend  eine  der  Curve 
begegnende,  gerade  Linie  AB  parallel  mit  einer  der  gegebenen  zu  ziehen,  und  durch  die 
Durchschnitte  derselben  mit  der  Curvc  zwei  andere  gerade  Linien  AC  und  BD,  die  den 
beiden  anderen  gegebenen  geraden  Linien  parallel  sind,  und  der  Curvc  in  C und  D be- 
gegnen. Legen  wir  alsdann  Tangenten  an  die  Curve,  die  der  durch  C und  ü gehenden 
geraden  Linien  parallel  sind,  so  sind  die  Berührungen  T und  T diejenigen  Winkel- 
Punctc  der  gesuchten  Dreiecke  (deren  cs  mithin  zwei  gibt),  welche  den  mit  AB  parallelen 
Seiten  derselben  gegenüber  liegen. 

Wir  können  auch  nach  obigem  Salze  in  einem  gegebenen  Puncle  einer  Linie  zwei- 
ter Ordnung  eine  Tangente  an  dieselbe  legen.  Sey  T der  gegebene  Punct;  durch  diesen 
Punct  ziehe  man  nach  beliebiger  Richtung  TM  und  TN,  welche  die  Cnrvcn  in  M nud  N 
schneiden,  man  ziehe  MN  und  hiermit  parallel  aber  Übrigens  beliebig  AB,  ziehe  AC  und 
BD  parallel  mit  TM  und  TN,  ziehe  CD  und  endlich  hiermit  parallel  eine  gerade  Linie 
durch  T.  Diese  Linie  ist  die  gesuchte  Tangente. 

Wir  können  filr  zwei  der  oben  znsammengestcUtcn  Vierecke  zwei  solche  nehmen, 
die  eine  beliebige  gerade  Linie  zur  gemeinschaftlichen  Seite  haben.  Solche  Vierecke  sind 
in  der  l6.  Figur  ABDC  und  ABC’D'.  Alsdann  sind  A,  C,  D,  B,  C und  D'  die  Winkel* 
Punctc  eines  in  die  Curvc  beschriebenen  Sechsecks,  in  dem  zwei  Paar  gegenüberliegen- 
der Seiten,  AC  und  BC,  BD  und  AD',  parallel  sind,  wodurch  nach  obigem  Satze  der 
Parallelisraus  der  beiden  übrigen  Seiten  CD  und  D'C'  bedingt  wird.  Also  :J 

Wenn  zwei  Paar  gegenüberliegender  Seiten  eines  in  eine  Linie  zweiter  Ordnung  be- 
schriebenen Sechsecks  parallel  sind,  so  sind  es  auch  die  beiden  übrigen  Seiten. 

Indem  wir  hiernach  in  der  eben  angezeigten  Construclion  der  Tangente  in  dem  gege- 
benen Puncte  T sogleich  durch  N eine  gerade  Linie  parallel  mit  TM  und  durch  M eine 
andere  parallel  mit  TN  ziehen,  bestimmt  diejenige  gerade  Linie,  welche  durch  die  zwei- 
ten Durchschnitte  der  beiden  eben  gezogenen  Parallelen  mit  der  Curvc  geht,  die  Richtung 
der  verlangten  Tangente.  Diese  Construclion  rührt  von  [Hospital  her  *). 

289-  Der  Analogie  sowol  des  Gegenstandes  als  des  Beweises  wegen , wollen  wir 
gleich  hier  mit  der  vorigen  Nummer  die  folgenden  Erörterungen  zusammcnstcllcn.  Wir 

*)  Traile  anaijtique  des  scctioiu  coniques;  Nro.  208. 
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nehmen  als  Gleichungen  des  gegebenen  nnd  des  rcsnltirendcn  Linien -Systems  für  unsere 
nächsten  Zwecke,  stau  der  Gleichungen  (2)  und  (4)  der  235.  Nummer,  non  folgende: 
y5-H*-t-*’)xj»f«*'xI-H<H-n')y*K*o'+x'o)T+oa'  o,  (0 

(•) 

indem  wir  nemlieh  die  Coordinaten  der  Durchschnitte  der  beiden  Linien  des  ersten  und 
zweiten  Systems  (— o)  und  (— o'),  (—5)  nnd  (—IT)  als  Constantc  cinftihrcn.  Hiernach  er» 
halten,  während  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  der  eben  angezogenen  Nummer  unverändert 
bleiben,  die  Gleichungen  (7)  bis  (9)  folgende  Formen: 

2/ry+H-o' 
i-W* 

2n(M-xa'-f*'<T 


= i+r, 

0) 

f 

- jc+rc, 

<♦) 

■ 55*. 

(s) 

290.  Wir  wollen  die  erste  nnd  letzte  dieser  drei  Gleichungen  hier  auf  dieselbe 
Weise  behandeln,  wie  wir  in  der  288.  Nnmmer  die  beiden  Gleichungen  (1)  behandelt  ha- 
ben. Wir  betrachten  nemlieh  0,  a und  { als  bekannt,  d.  h.  diejenigen  drei  Puncte,  in 
welchen  die  beiden  geraden  Linien  des  ursprünglichen  Systems  und  eine  gerade  Linie 
des  resultirenden  Systems  der  zweiten  Axe  begegnen,  als  gegeben.  Ueber  die  zweite  Axc 
selbst  haben  wir  hierbei  gar  keine  besondere  Annahme  gemacht.  Hiernach  erhalten  wir 
eine  nähere  Bestimmung  über  jenes  erste,  bisher  als  ganz  beliebig  betrachtete,  Linien- 
System.  Wir  können  für  dasselbe  jedes  solche  nehmen,  das  wir  erhalten,  indem  wir 
dorch  den  Punct  (—-{',0)  eine  durchaus  beliebige,  der  Curvc  begegnende,  gerade 
Linie  legen,  und  die  Durchschnitte  derselben  mit  der  Curve  nnd  die  beiden  Puncte 
(—0,  o)  und  ( — a,  o)  durch  zwei  gerade  Linien  (was  auf  zwiefache  Art  geschehen  kann) 
verbinden.  Sobald  nnn  auf  diese  Weise  0,  er  nnd  ( gegeben  sind,  so  sind  die  beiden 
Gleichungen  (3)  und  (S)  der  vorigen  Nummer  zur  Bestimmung  von  ft  nnd  f hinreichend. 
Wie  wir  also  auch  durch  die  drei  lesten  Puncte  (—0,  o),  (—0,  o)  und  ( — ?,  o)  die  drei 
geraden  Linien : 

y+«+0  = o, 

y-hx'x+o'  «=  o, 

y+(z-H£  es  o, 

von  denen  die  beiden  ersten  durch  die  beiden  Durchschnitte  der  letzten  mit  der  Cnrve 
gehen,  legen  mögen:  die  vierte  gerade  Linie,  die  durch  die  beiden  übrigen  Durchschnitte 
der  ersten  beiden  Linien  mit  der  Lurvc  geht,  und  der  folgende  Gleichung  entspricht: 

y+l’s-K1  = o, 

schneidet  die  zweite  Axc  in  einem  festen  und  unveränderlichen  Punct  ( — o).  Wir  ha- 
ben also  folgenden  Satz  bewiesen: 

Wenn  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  beliebig  viele  Vierecke  beschrieben  werden, 
deren  drei  erste  Seiten  irgend  einer  beliebigen  geraden  Linie  in  denselben  drei  Puncte 
begegnen,  so  vereinigen  sich  die  vierten  Seiten  aller  dieser  Vierecke  in  ein  und  demsel- 
ben vierten  Puncte  derselben  geraden  Linie. 


251.  In  die  Reihe  der  im  Satze  der  vorigen  Nnmmer  zusammengestclltcn  Vierecke 
gehören  im  Allgemeinen  auch  zwei  Dreiecke;  hier  erhalten  wir  statt  der  vierten  Seiten 
Tangenten  in  einem  Winkel  - Puncte  der  beiden  Dreickc.  Diese  Tangenten  gehen  eben- 
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Sls  dorch  den  obigen  werten  Ponct  ( — C,  o).  Hiernach  können  wir  in  eine  gegebene 
Linie  zweiter  Ordnong  ein  Dreieck  beschreiben,  dessen  drei  Seiten  durch  drei  gegebene 
in  gerader  Linie  liegenden  Punctc  gehen.  Wir  wollen  die  Conslruction  dieser  Aufgabe 
anzcigcn,  ohne  dafs  eine  Figur  vorlicgt  Seyen  nemlich  A,  B und  C die  drei  gegebenen 
in  gerader  Linie  liegenden  Puncte;  man  ziehe  dorch  C eine  beliebige  gerade  Linie,  welche 
die  Cnrre  in  M and  M'  schneide , man  ziehe  ferner  AM  und  BM' , welche  der  Curvc  zum 
zweiten  Male  in  M”  und  M"  begegnen,  verbinde  diese  Punctc  durch  eine  gerade  Linie, 
nnd  lege  endlich  vom  Durchschnitte  dieser  geraden  Linie  mit  derjenigen,  welche  die  ge- 
gebenen Punctc  A,  B und  C enthält,  Tangenten  an  die  gegebene  Curve.  Jeder  der  bei- 
den BerHhrungs  -Punctc  ist  alsdann  derjenige  Winkel -Pnnct  eines  der  beiden  gesackten 
Dreiecke,  welchen  die  durch  A und  B gehenden  Seiten  bilden.  Die  Determination  der 
Aufgabe  ergibt  sich  unmittelbar  ans  der  eben  angegebenen  Conslruction. 


7.  292.  Die  in  der  290.  Nummer  betrachteten  Vierecke  ordnen  sich  immer  paarweise 

zusammen,  so  dafs,  wenn  wir  durch  den  Pnnct  ( — ?,  o)  oder  C irgend  eine  gerade  Linie 
legen,  welche  die  Curve  in  M ond  M'  schneidet,  wir  zwei  jener  Vierecke  erhalten,  die 
diese  gerade  Linie  zur  gemeinschaftlichen  Seite  haben,  und  deren  zweite  und  dritte  Sei- 
ten durch  die  beiden  festen  Puncte  ( — o,  o)  und  (—0’,  o)  oder  A und  B gehen.  Wir  ver- 
binden nemlich  zu  diesem  Ende  einmal  A mit  M und  B mit  M’,  das  andere  Mal  A mit 
M'  and  B mit  M ; die  vierten  Seiten  der  hierdurch  bestimmten  Vierecke , nemlich  M"M" 
und  M.M„,  schneiden  sich  im  Punctc  ( — ?,  o),  nach  der  Figur  in  D.  Bei  dieser  Con* 
struction  haben  wir  ein  in  die  Linie  zweiter  Ordnung  beschriebenes  Sechseck  MM"M“M'Mt  iMiJ 
erhalten,  und  in  demselben  sind  MM"  und  M‘M  , MM„  und  M'M'",  M M ” und  M„M,„, 
welche  sich  in  A,  B und  D vereinigen,  gegenüberliegende  Seilen  desselben.  Da  wir  filr 
dieses  Sechseck  ursprünglich  jedes  beliebige  nehmen  können,  so  gibt  der  blofse  Anblick 
der  beiden  Gleichungen: 

2 yn+0+0  _ 
l+n 

2/*+oa'  rr 
- . 
i+fi 

den  Beweis  von  folgendem  bekannten  Satze: 

Wenn  man  in  irgend  einem,  in  eine  beliebige  Linie  zweiter  Ordnung  beschriebe- 
nen , Sechsecke1  die  gegenüberliegenden  Seiten  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  verlängert, 
so  liegen  die  drei  Durchschnitts  - Puncte , die  wir  auf  diese  Weise  erhalten,  in  gera- 
der Linie  *). 


•)  Indem  wir  das  in  Rede  stehende  Sechseck,  wie  im  Texte  angezeigt  worden  ist,  construiren, 
folgen  die  Winkel  - Pnncte  desselben  in  sehr  verschiedener  Ordnung  auf  einander,  je  nach- 
dem wir  die  gerade  I-inie  CM'  und  die  beiden  Pnncte  A und  B anders  bestimmen;  wir  dür- 
fen uns  hierbei  nicht  anf  den  Normalfall  der  11.  Figur  beschranken.  Wenn  wir,  von  der 
andern  Seite,  von  einem  gegebenen  Sechsecke  ansgehen,  so  können  wir  die  inkel-Puncle 
desselben,  paarweise  genommen,  durch  gerade  Linien  verbinden,  und  erhallen  alsdann  mehr- 
mals drei  Puncte , die  in  gerader  Linie  liegen.  Cm  hier  in  nähere  Bestimmungen  eininge- 
hen,  wollen  wir  die  Winkel  - Pnncte  des  Sechsecks  in  der  Ordnnng,  wie  sic  auf  dem  Üm- 
fangc  der  Linie  zweiter  Ordnung  anf  einander  folgen,  dorch  (l),  (2),  (3),  (4),  (5)  und  (®) 
bezeichnen,  die  gerade  Linie  ferner,  welche  die  Puncte  (1)  and  (2)  verbindet,  durch  (1,2) 
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Wir  erhalten  Modificationcn  des  letzten  Satzes , wenn  wir  einmal,  zweimal  oder  auch 
dreimal  zwei  Winkel -Punctc  des  Sechsecks  in  einen  einzigen  Punct  zusammenfallcn  las- 
sen. Dem  letzten  Falle,  den  wir  hier  allein  bervorheben  wollen,  entspricht  folgender 
Satz : 

Wenn  man  in  irgend  eine  Linie  zweiter  Ordnung  ein  Dreieck  beschreibt , und  in 
den  Winkel  -Punct  en  desselben  Tangenten  legt,  so  werden  letztere  von  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  in  drei  Punct  en  geschnitten , die  in  gerader  Linie  liegen* 

293.  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  die  Gleichang  (5)  der  2Ö5.  Nammer: 

2,aa-t-x-f-x'  ^ 

5*rs> 


1+" 


00 


oder  (2,  l)  and  dem  entsprechend  alle  übrigen  Verbindungs-Linien.  Bei  dieser  Bezeichnung 
haben  wir  für  den  Normal -Fall  folgendes  Schema: 

(1  2)  (2  3)  (3  4), 

(4  6)  (6  3)  («  I), 

wobei  die  drei  Paare  unter  einander  siebenden  Symbole  die  drei  Paare  von  Linien  bezeich- 
nen, deren  Durchschnitte  in  gerader  Linie  liegen.  Wenn  wir  die  Zahlen  in  diesem  Schema 
in  irgend  einer  andern  Ordnung  auf  einander  folgen  lassen,  so  erhalten  wir  ein  neues 
Schema,  deren  cs  so  viele  gibt,  als  sechs  Elemente  sich  permntiren  lassseo,  nemlich 
1.2. 3. 4.5.6  s=  720.  Aber  nicht  jedes  dieser  Schemata  bezieht  sich  auf  drei  neue  Durch- 
schnitts - Punctc.  Behalten  wir  z.  B.  die  Reihen- Folge  der  Zahlen  des  letzten  Schema'«  bei 
und  fangen  nur  mit  einer  andern  Zahl  an,  oder  kehren  wir  die  Ordnung  der  Zahlen  gera- 
dezu um,  so  erhalten  wir  dieselben  Durchschnitte.  Dicht  bestätigt  sich  leicht  an  folgenden 
beiden  Schemata: 

(3  4)  (4  5)  (5  6),  .(3  2)  (2  I)  (1  «), 

(«  1)  (1  2)  (2  3);  (3  5)  (5  4)  (4  3); 

Wir  sehen  hieraus  leicht,  dafs  wir,  um  die  Zahl  der  verschiedenen  geraden  Linien  , die 
drei  Durchschnitte  enthalten,  zn  finden,  die  Zahl  der  möglichen  Perimitutioncn  durch  12  di- 
vidiren  müssen;  auf  diese  Weise  kommt  60. 

Wir  können  ferner  auch  nach  der  Zahl  der  verschiedenen  Durchschnitts- Punctc  fragen, 
welche  auf  diesen  30  geraden  Linien  liegen.  Wenn  nicht  mehrere  dieser  Linien  durch  den- 
selben Punct  gingen,  so  wäre  die  Zahl  derselben  180;  diese  Zahl  redurirt  sich  aber  auf 
den  vierten  Theil,  auf  45,  w eil  durch  jeden  Durchschnitts  - Punct  vier  der  in  Rede  stehen- 
den geraden  Linien  gehen.  Dicfs  ist  sogleich  ersichtlich , da  wir  in  dem  Schema  (a)  z.  B. 
(1)  mit  (2),  ferner  (4)  mit  (6)  und  endlich  zugleich  (1)  mit  (2)  und  (4)  mit  (5)  vertauschen 
können,  ohne  dafs  dadurch  der  erste  Punct  ein  aodrer  ist. 

Dieselbe  Zahl  erhalten  wir  anch  auf  folgende  Weise.  Der  möglichen  Verbindung* -Li- 

6 . 5 

uicn  je  zweier  der  6 Winkel  - Pnncte  gibt  cs  s 15,  der  Durchschnitte  dieser  15  Ver- 


Aus  dem  Anblick  des  Schema'«  (a)  erhellet,  da(s  die 


bindungs  - Linien  — 103. 

Winkel  • Punctc  des  Sechsecks  selbst  nicht  in  Betracht  kommeu.  Durch  jeden  derselben  ge« 
• . 5.4 

hen  aber  fünf  Verbindungs  -Linien , die  «ich  auf = 10  verschiedene  Weisen  zu  zwei 

X • 2 

combioiren  lassen.  Hiernach  müssen  wir  von  jenen  105  Durchschnitten  C.io  hinwrgnetimcn, 
so  dats  also  noch  45  übrig  bleiben. 

24 
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allein  für  sich  betrachten.  Ans  dieser  Gleichnng  verschwindet  der  unbestimmte  Coelficicnt 
ft,  wenn: 

2a  = x+x', 

and  wir  erhalten  alsdann: 

2a  = x-f-x'  =»  i+|". 

Setzen  wir  nnn  a = o,  was  wir,  ohne  der  Allgemeinheit  irgend  Abbrach  za  thun,  immer 
können,  wenn  wir  die  Coordinaten-Axe  gehörig  bestimmen,  und  nehmen  wir  demgcmäfs 
auch  x+x’  = o,  so  folgt  |+»  ■=  o.  Die  letzte  Gleiclmng  bezieht  sich,  da  cs  im  Allge- 
meinen zwei  rcsnltirendc  Systeme  gibt,  anf  eine  zwiefache  Construction.  Wir  erfüllen 
die  Bedingungs-Gleichung  x+x'  = o,  indem  wir  für  das  ursprüngliche  System  irgend  zwei 
solche  gerade  Linien  nehmen,  die  parallel  sind  den  Diagonalen  irgend  eines  in  die  Cnrve 
beschriebenen  Parallclogrammcs,  dessen  Seiten  denjenigen  beiden  zngeordneten  Durch- 
messern parallel  sind,  auf  welche  wir  die  Curve,  damit  ans  ihrer  Gleichnng  das  mit  xy 
behaftete  Glied  ansfallc,  bezogen  haben.  Alsdann  erhalten  wir,  indem  wir  die  Durch- 
schnitte dieses  Systems  mit  der  Cnrve,  paarweise  genommen,  dnreh  gerade  Linien  ver- 
binden, im  Allgemeinen  noch  zweimal  zwei  gerade  Linien,  die  den  Diagonalen  solcher 
Parallelogramme,  wie  wir  eben  bestimmt  haben,  parallel  sind. 

Wenn  wir  ferner  die  Linien  des  ursprünglichen  Systems  wie  eben , und  zugleich  auf 
Solche  Art  bestimmen,  dafs  sie  der  Curve  in  denselben  beiden  Pnncten  begegnen,  so  ist 
offenbar,  dafs  eine  Linie  eines  der  rcsultircndcn  Systeme  unverändert  bleibt  Alsdann 
zeigt  die  Glcichnug: 

£+»'  = o, 

dafs  nicht  nur  £ oder  allein,  sondern  beide  Grüben  keine  Aendcrtfng  erleiden,  wie  wir 
auch  x,  welches  gleich  ist  ( — x') , bestimmen  mögen.  Die  zweite  Linie  des  rcsnltircndcn 
Systems  bleibt  also  immer  mit  sich  selbst  parallel. 

Wenn  wir  zwei  beliebige  gerade  Linien,  die  den  Axen  der  Curve  parallel  sind,  zu 
Coordlnatcn- Axen  nehmen,  so  heifst  die  Bedingungs- Gleichung : 

x+x’  =5  o, 

anders  nichts,  als  dafs  die  Linien  des  ursprünglichen  Systems , die  Axen  der  Cnrve  nnter 
solchen  Winkeln  schneiden,  die  sich  zu  n ergänzen.  Dasselbe  thnn  alsdann  die  beiden 
Linien  jedes  der  resullircnden  Systeme.  Hieraus  folgt  denn  ferner,  dafs,  wenn  wir  diese 
Leiden  Systeme  unter  sich  oder  eines  derselben  mit  dem  ursprünglichen  Systeme  zusarn- 
inenstellen,  eine  Linie  des  einen  Systems  mit  einer  Linie  des  andern  Systems  dieselben 
Winkel  bildet,  als  die  andere  Lime  des  einen  Systems  mit  der  andern  Linie  des  andern. 

Wenn  die  Curve,  welche  wir  betrachten,  ein  Kreis  ist,  und  wir  denselben  auf  recht- 
winklige Coordinaten  beziehen,  so  verschwindet  a.  Wir  können  demnach  irgend  zwei 
beliebige  gerade  Linien  für  die  Linien  des  ursprünglichen  Systems  nehmen,  und  alsdann, 
hei  der  Annahme  rechtwinkliger  Coordinaten , die  erste  Axe  so  bestimmen , dafs : 

x+x'  ■>  o, 

und  also  anch: 

s+r  = o. 

Hierin  sind  die  allbekannten  Sätxc  enthalten,  dafs,  wenn  man  in  einen  Kreis  irgend  ein 
beliebiges  'Viereck  beschreibt,  die  Summe  zweier  gcgcnUbcrstchcnden  Winkel  gleich  ist 
n j und  dafs  solche  Peripherie -Winkel,  die  auf  demselben  Bogen  stehen,  einander  gleich 
sind. 

2<)4.  Wir  schlicfscn  hier  noch  einige  Bemerkungen  an,  die  bei  der  Vergleichung 
von  Winkeln  für  die  analytische  Entwicklung  von  Bedeutung  sind.  W enn  durch  die  vier 
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Durchschnitts -Puncto  zweier  Systeme  von  zwei  geraden  Linien  sich  ein  Kreis  legen  l.ifst; 
so  müssen  sieb  ihre  Gleichungen  zu  der  Gleichung  eines  Kreises  verbinden  lassen ; wenn, 
umgekehrt,  die  Gleichungen  zweier  Linien  - Systeme  sich  zu  einer  Kreis -Gleichung  ver- 
binden lassen,  so  läfst  sich  ein  Kreis  durch  die  vier  Durchschnitts -Punetc  beschreiben, 
und  mithin  schneidet  eine  gerade  Linie  des  einen  Systems  eine  des  andern  Systems  un- 
ter denselben  Winkeln,  unter  denen  die  beiden  übrigen  geraden  Linien  sich  schneiden. 

Wenn  die  beiden  Linien  beider  Systeme  alle  vier  durch  denselben  Puncl  gehen,  so 
können  wir,  was  n priori  leicht  ersichtlich  ist,  die  Gleichungen  der  beiden  Systeme  zu 
der  Gleichung  einj?s  Punctcs  verbinden,  nnd  wenn  diese  Gleichung  alsdann  die  Form  der 
Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Hadius  gleich  Null  ist,  annchmcn  kann,  so  finden  die- 
selben Winkel -Beziehungen  als  eben  noch  immer  Statt. 

Wenn  endlich  irgend  zwei  gegebene  gerade  Linien  von  einer  dritten,  für  deren  Glei- 
chung wir  folgende  nehmen: 

y+Az+B  = o,  „ 

unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  werden  sollen,  so  mufs  die  Gleichung  des  Systems  der 
beiden  ersten  geraden  Linien  sich  mit  der  Gleichung: 

(y+As+B)*  «=  o, 

die  das  System  zweier  in  die  dritte  gerade  Linie  zusammenfallcnden  Linien  bezeichnet,  sich 
zn  der  Gleichung  eines  Kreises  verbinden  lassen.  Dieser  Kreis  berührt  offenbar  die  bei- 
den ersten  geraden  Linien,  in  denjenigen  beiden  Punctcn,  in  welchen  sie  von  der  dritten 
Linie  geschnitten  werden. 

Im  nächsten  Paragraphen  werden  wir  uns  von  der  Fruchtbarkeit  der  in  dieser  Num- 
mer gemachten  Bemerkungen  überzeugen. 


295.  W ie  wir  in  den  letzten  Nummern  die  Gleichung  (5)  der  285.  Nummer  behan- 
delt haben,  wollen  wir  nun  die  Gleichung  (6)  derselben  Nummer,  ncmlich  folgende : 

ThT  C,) 

behandeln.  Ans  dieser  Gleichung  verschwindet  p,  wenn: 

ß = **',  (») 

und  wir  erhalten  alsdann : 

ß = **  — !?'■  (3) 

Wenn  wir  p — — 1 setzen,  so  ist,  in  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten,  ,y 
die  gegebene  Curvc  eine  gleichseitige  Hyperbel,  nnd  um  die  Bedingung*- Gleichung  (2) 
zu  befriedigen,  müssen  wir  die  beiden  geraden  Linien  des  ersten  Systems  senkrecht  auf 
einander  annehmen.  Die  Gleichung  (3)  zeigt,  dafs  alsdann  auch  die  beiden  Linien  jedes 
der  resultircndcn  Systeme  auf  einander  senkrecht  stehen.  In  der  18.  Figur  seyen  M’M" 
und  MM"  die  beiden  sich  rechtwinklig  schneidenden  geraden  Linien  des  ursprünglichen 
Systems,  alsdann  sind  MM'  nnd  M"M"',  MM"  und  MM"  die  geraden  Linien  der  rcsulti- 
renden  Systeme,  und  stehen  also  ebenfalls  auf  einander  senkrecht.  In  jedem  der  vier 
Punetc  M,  M',  M"  und  M"  vereinigen  sich  drei  gerade  Linien,  welche  diejenigen  Perpen- 
dikel sind,  welche  in  dem,  durch  die  drei  übrigen  Pnnctc  bestimmten,  Dreiecke  von  die- 
sen Punctcn  auf  die  gegenüherstehenden , nüthigenfalls  zu  verlängernden,  Seiten  gefallt 
werden  können.  Dafs  diese  drei  Perpendikel  in  jedem  beliebigen  Dreieck  sich  in  demsel- 
ben Punetc  kreuzen,  ist  auf  diese  Weise  indircct  bewiesen,  nnd  zugleich  ist  dargetban, 
dafs  in  diesem  Krenznngs  - Pnncte  alle  möglichen  gleichseitigen  Hyperbeln  sich  schneiden,  • 
welche  durch  die  drei  Winkel -Punetc  des  Dreiecks  gehen. 
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Hiernach  können  wir,  wenn  vier  Punctc  gegeben  sind,  beliebig  viele  neue  Pnnctc 
derjenigen  gleichseitigen  Hyperbel , die  durch  die  vier  gegebenen  Punctc  geht , bestim- 
men *). 

Wenn  wir  als  ursprüngliches  System  irgend  zwei  gerade  Linien  nehmen,  die  sich  in 
irgend  einem  Punctc  einer  gleichseitigen  Hyperbel  rechtwinklig  schneiden,  so  erhalten 
wir  nur  ein  einziges  rcsultircndcs  System,  die  Tangente  im  Durchschnitte  nnd  eine  Chor- 
de , die  auf  einander  wiederum  senkrecht  sind  **). 

Wenn  wir  statt  der  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel  ein  System  zweier  sich  recht- 
winklig schneidenden  geraden  Linien  nehmen , so  erhalten  wir  unmittelbar  jenen  Satz, 
daCs  die  drei  von  den  W inkel -Puncten  eines  Dreiecks  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten 
gefällten  Perpendikel  sich  in  demselben  Punctc  schneiden. 

296.  Wenn  wir  ferner  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  durch  irgend  zwei  feste  Pnnctc 
derselben  zwei  auf  einander  senksechte  Chorden  legen,  so  bleibt  diejenige  gerade  Linie, 
welche  die  beiden  anderen  End-Puncte  dieser  Chorden  verbindet,  stets  mit  sich  selbst 
parallel,  wie  wir  auch,  unter  den  gemachten  Bestimmungen,  jene  Chorden  annehmen  mö- 
gen. W:cnn  man  insbesondere  einen  rechten  Winkel  sich  um  irgend  einen  festen  Pnnct 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  drehen  läfst,  so  sind  alle  Chorden,  die  durch  die  Durch- 
schnitte der  Schenkel  des  Winkels  mit  der  Curvc  in  allen  verschiedenen  Lagen  des 
Winkels  bestimmt  werden,  unter  sich  parallel. 

297.  Die  Verallgemeinerung  der  Resultate  der  beiden  vorigen  Nummern  für  den 
Fall,  wo  ß irgend  ein  beliebiges  ist,  hat  keine  Schwierigkeit.  W7ir  erhalten  hier  zunächst 
einen  allgemeinen  Satz  vom  Dreiecke,  der  demjenigen  vom  Kreuzen  der  Perpendikel  ent- 
spricht, und  können,  wenn  drei  Pnnctc,  die  Richtung  der  Coordinaten  - Axen  und  ß gege- 
ben sind,  sogleich  einen  vierten  Pnnct  bestimmen,  in  welchem  alle  Linien  zweiter  Ord- 
nung rieh  schneiden,  welche  durch  die  drei  gegebenen  Punctc  gehen,  und  in  deren  Glei- 
chungen ß Cocfficient  von  x’  ist.  Wenn  ursprünglich  vier  Punctc  gegeben  sind,  so  ist 
die  Linie  zweiter  Ordnung  vollkommen  bestimmt , und  wir  können  so  viele  Puncte  dersel- 
ben finden  als  w ir  wollen. 

Um  die  Resultate  der  296.  Nummer  in  der  Verallgemeinerung  zu  construircn,  können 
wir  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  welche  eine  Axe  gemeinschaftlich  haben,  nnd  in  de- 
nen das  Axen  - Verhällnifs  dasselbe  ist , mit  einander  verbinden. 

296.  W ir  wenden  uns  nun  zu  der  Gleichung  (3)  der  289-  Nummer,  nemlich  zu  ful- 


gender: 

(0 

Aus  dieser  Gleichung  verschwindet  fi,  wenn: 

C? 

11 

t 

<a) 

und  alsdann  erhalten  wir: 

2y  = 0+0'  = 

(*> 

*)  Rtc/icrche*  tur  la  determination  cTane  hyperbole  equilatire  au  mögende  quatrt  conditicns 
donndtt.  Par.  MM.  Brianchon  et  Poncelet  Gergonnc  Arm.  XI,  p.  205  — 220. 

•»)  a.  a.  O. 
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wo  sich  im  Allgemeinen  £ ond  C auf  ein  zwiefaches  Linien  - System  beziehen.  Die  allge- 
meine Bedeotung  der  Bedingung« -Gleichung  (2)  ist,  dafs  die  beiden  geraden  Linien  des 
ursprünglichen  Systems  die  Axe  der  y in  zweien  solchen  Puncten  schneiden,  die  gleich- 
weit  von  demjenigen  Pnncto  abstehen,  in  welchem  der  alle  dieser  Axe  parallele  Chor- 
den halbirende  Durchmesser  derselben  begegnet.  Wenn  also  die  beiden  geraden  Linien 
des  nrspriinglichon  Systems  diese  Bedingung  erfüllen , so  findet  nach  der  Gleichung  (S) 
dasselbe  Statt  für  die  beiden  geraden  Linien  jedes  der  rcsnltirendcn  Systeme.  Hiernach 
ergeben  sich  nachstehende  einzelne  Resultate: 

JVenn  man  auf  einer  Chor  de  oder  ihrer  Verlängerung  zwei  solche  Puncle  annimml, 
die  von  der  Mitte  der  Chorde  und  also  auch  von  den  Durchschnitten  derselben  mit 
der  Curve  gleichweit  entfernt  sind,  und  durch  diese  Puncte  zwei  beliebige  gerade  Linien 
legt,  welche  die  Curve  in  vier  Puncten  schneiden,  so  begegnet  jedes  derjenigen  Linien- 
Paare,  die  diese  vier  Puncte,  paarweise  genommen,  verbinden,  der  Chorde  oder  ihrer 
Verlängerung  wiederum  in  zwei  solchen  Puncten,  die  von  der  Milte  der  Chorde,  und 
also  auch  von  den  beiden  obigen  Durchschnitten,  gleichweit  abstehen. 

Dieser  Satz  besteht  auch  dann  noch,  wenn  wir  die  geraden  Linien  des  ursprüngli- 
chen Systems  beide  durch  die  Mitte  der  Chorde  legen.  Lassen  wir  Uberdicfs  noch  diese 
beiden  Linien  in  eine  einzige  znsammenfallcn , so  erhalten  wir  als  einziges  rcsullircnde 
System  zwei  Tangenten,  deren  Durchschnitte  mit  obiger  Chorde  gleichweit  von  den 
Durchschnitten  dieser  mit  der  Curve  absteben.  Und , umgekehrt,  wenn  wir  von  zwei 
Puncten  einer  geraden  Linie,  die  gleichweit  von  den  Durchschnitten  derselben  mit  der 
Curve  absteben,  Tangenten  an  dieselbe  legen,  so  können  wir  die  beiden  Paare  von  Be- 
riihrungs  -Puncten  durch  vier  gerade  Limen  mit  einander  verbinden;  zwei  dieser  geraden 
Linien  gehen  dnreh  die  Mitte  der  auf  der  ersten  geraden  Linie  von  der  Curve  interccp- 
tirtca  Chorde,  die  zwei  anderen  aber  sind  dieser  Linie  parallel,  was  mit  dem  Vorstehen- 
den durchaus  in  Ucbercinstimmung  ist;  denn  jede  dieser  BcrUhrungs- Chorden  ist  als  ein 
System  zweier  zusammenfallemlen  Linien  anzuschcn,  die  beide  der  beliebig  angenomme- 
nen Chorde  in  anendlicher  .Entfernung  begegnen,  jedoch  so,  dafs  diese  Dnrchschnitts- 
Punctc  zu  beiden  Seiten  liegen. 

Statt  der  bisher  betrachteten,  die  Linie  zwgiler  Ordnung  schneidende,  gerade  Linie 
können  wir  auch  eine  Tangente  oder  aoeh  eine  der  Curve  nicht  begegnende  gerade  Linie 
nehmen;  wofür  sich  sogleich  die  Modificationen  der  vorstehenden  Sätze  ergeben. 

Wir  können  endlich  noch  das  ursprüngliche  System  auf  nncndlichmalig  verschiedene 
Weise  so  bestimmen,  dafs  eine  gerade  Linie  eines  rcsnltirendcn  Systems  durch  einen  fe- 
sten Punct  der  zweiten  Axe,  durch  den  Punct  ( — ?,  o)  geht;  alsdann  gebt  die  zweite  Li- 
nie des  Systems  ebenfalls  durch  einen  festen  Punct 

(—  o)  oder  ((?— 2y),  o). 


299.  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  die  Glcichnng  (5)  der  289.  Nummer,  ncmlich 
folgende ; 

eg?  = er. 

gerade  so  behandeln,  wie  die  früheren.  Aus  dieser  Gleichung  verschwindet^,  wenn: 

< = ad, 

und  alsdann  ergibt  sich: 

t = ad  = 55*. 
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Wenn  wir  also  auf  der  A xc  der  y irgend  zwei  Poncte  bestimmen,  deren  Abstände  vom 
Anfangs -Puncte,  in  einander  mnltiplicirt,  ein  Product  geben,  das  gleich  ist  < (also  gleich 
dem  Productc  der  Ordinalen  der  Durchschnitte  der  Curvc  mit  der  zweiten  Axe),  und  wir 
durch  diese  beiden  Puncte  ein  System  zweier  geraden  Linien  legen , so  schneiden  die  bei- 
den Linien  jedes  der  rcsultircndrn  Systeme  die  zweite  Axe  unter  denselben  Beziehungen. 
Wenn  wir  überdicts  das  ursprüngliche  System  so  bestimmen,  dafs  eine  Linie  eines  rc- 
sultircndcn  Systems  durch  einen  festen  Punct  der  zweiten  Ase  geht,  so  geht  die  andere 
Linie  desselben  Systems  ebenfalls  durch  einen  festen  Punct;  ist  jene  Linie  der  zweiten 
Axe  parallel,  so  geht  die  andere  durch  den  Anfangs -Punct,  und  umgekehrt.  Wir 
gehen  hier  in  kein  Detail  ein  und  heben  nur  Folgendes  beispiclweise  hervor. 

Wenn  wir  durch  irgend  einen  Punct  zwei  Tangenten  an  eine  Linie  zweiter  Ordnung 
und  durch  denselben  Punct  irgend  eine  gerade  Linie  legen,  die  der  Cnrvc  begegnet,  und 
jenen  Punct  als  Anfangs -Punct,  diese  Linie  als  zweite  Axe  betrachten,  so  erhalten  wir 
zwei  Puncte,  die  den  obigen  Forderungen  entsprechen,  wenn  wir  die  Mitte  der  auf  der 
geraden  Linie  intcrccptirtcn  Chordc  und  den  Durchschnitt  dieser  Linie  mit  der  Berüh- 
rungs-Chordc  nehmen  (27O).  Hiernach  ergibt  sich  eine  specieilc  Construclion,  und  indem 
wir  noch  mehr  ins  Besoridere  gehen,  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  man  von  irgend  einem  beliebigen  Puncte  Tangenten  an  eine  Linie  zweiter 
Ordnung  zieht,  und  in  dieselbe  ein  Dreieck  beschreibt,  dessen  Basis  die  Berährungs- 
Chorde  ist , so  werden  von  jedem  der  beiden  Schenkel  des  Dreiecks  diejenigen  Chor- 
den halbirt,  welche  dem  andern  Schenkel  parallel  sind  und,  genugsam  verlängert,  durch 
den  Durchschnitt  der  Tangenten  gehen;  und  umgekehrt , wenn  man  irgend  ein  Dreieck 
in  eine  Linie  zweiter  Ordnung  beschreibt,  so  schneiden  sich  zwei  Chorden,  die  einem 
Schenkel  desselben  parallel  sind,  mul  von  dem  andern  halbirt  werden  in  dem  Durch- 
schnitte der  in  den  Winkel • Punct en  der  Basis  an  die  Curve  gelegten  Tangenten.  Die- 
ser Punct  bleibt  also  derselbe,  wohin  die  Spitze  des  Dreiecks  auch  fallen  mag,  so  lange 
nur  die  Basis  dieselbe  bleibt. 


300.  Wir  gehen  weiter, 
chungcn : 


Wenn  wir  die  beiden  Thcile  je  zweier  folgender  fünf  Glei- 


2|Ua+*-+-x 


= I-Hf, 

- 51', 

= c+sr, 

= ir+r?, 


(■) 


(«) 


(3) 


(4) 


--  = er. 


(5) 


H-.« 

fif+aa 

t-H* 

in  einander  dividiren,  so  erhalten  wir  einen  vom  Coeflicientcn  u unabhängigen  Ansdruck, 
nenn  die  jedesmaligen,  in  jenen  beiden  Gleichungen  vorkommenden  Cocfficicntcn  aus  der 
Gleichung  der  Cnrvc  Noll  sind.  Durch  diese  Bedingung  erhalten  wir  Bestimmungen  Uber 
die  Natur  der  Cnrvc  oder  die  Annahme  des  Axen- Systems.  Wir  können  hier  nicht  alle 
einzelnen  Fälle  behandeln , die  folgenden  Kümmern  werden  aber  hinlänglich  deutlich  ma- 
chen, wie  wir  dabei  zu  verfahren  haben. 
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301.  Wenn  wir  zugleich: 


setzen,  so  stellt  die  Glcichang: 

yH£azy>+j9x1+2yy-*«8dx-H  = o, 

irgend  eine  beliebige  auf  irgend  eine  ihrer  Tengenten,  als  Axe  der  y,  bezogene  Linie  zwei- 
ter Ordnang  dar;  der  Beruhrangs -Punct  ist  zum  Anfangs  - Punc(e  der  Coordinaten , die 
Richtung  der  ersten  Axe  aber  ganz  beliebig  genommen.  Bei  dieser  Annahme  rcdociren 
sich  die  Gleichungen  (3)  and  (5)  der  vorigen  Nummer  auf  folgende: 

cH-»' 

TT Ji 


W, 


und  wenn  wir  dividiren,  kommt: 


oder  auch: 


— = er 

t-w* 


4+- 

•er  a 


k+x 

nx 


I+! 


(O 


X ' !" 

wo  sich  der  letzte  Theil  dieser  Gleichungen  auf  ein  zwiefaches  Linien- System  bezieht. 
Wenn  man  also  irgend  vier  Punctc  (von  denen  zwei  oder  auch  zweimal  zwei  Zusammen- 
fällen können)  auf  einer  Linie  zweiter  Ordnung  beliebig  annimmt,  and  man  diese  Pnnctc, 
paarweise  genommen,  was  auf  dreifache  Art  geschehen  kann,  durch  zwei  gerade  Linien 
verbindet,  so  schneiden  die  Linien  jedes  Paares  jede  beliebige  Berührende  so,  dafs  die 
Somme  der  rcciproken  Werthe  der  Abstände  der  beiden  Durchschnitte  vom  Bertihmngs- 
Pnnctc  für  alle  drei  Linien  - Systeme  dieselbe  ist.  In  der  19.  Figur  seyen  M,  RI',  M"  und 
M”  die  vier  beliebig  angenommenen  Pnncle,  ad  die  beliebige  Tangente,  nnd  T der  Be- 
rithrongs-Punct.  Zugleich  ist  der  besondere  Fall  genommen,  dafs  eine  der  Verbindungs- 
Linien,  neralich  MM“',  der  Tangente  parallel  ist.  Alsdann  haben  wir,  indem  wir  auf  die 
Lage  der  Durchschnitte  der  verschiedenen  Chorden  mit  der  Tangente  in  Beziehung  auf 
den  Berührung!  - Punct  Rücksicht  nehmen, 

II  XI  1 

TT  T7  = Tc~W  = TT/ 

302.  Wenn  vier  Ponctc  und  eine  Tangente  einer  Linie  zweiter  Ordnang  gegeben  sind, 
so  können  wir  nach  der  vorigen  Nummer  den  BerUbrongs-Punet  bestimmen.  Seyen  nem- 
lich  M,  M',  M"  nnd  M"  irgend  vier  gegebene  Punctc,  durch  diese  vier  Punctc  lege  man 
zwei  Paare  von  geraden  Linien,  etwa  MM"  und  MM"',  MM'  nnd  M"M”',  die  der  gege- 
benen die  Cnrve  berührenden  geraden  Linie  in  den  Punctcn  er  nnd  d,  £ und  X begegnen. 
Durch  die  letzten  Buchstaben,  mit  negativem  Zeichen  genommen,  bezeichnen  wir,  wie  bis- 
her, die  Abstände  der  Durchschnitte  vom  gesuchten  Bernbrungs-Ptmete,  dessen  (unbe- 
kannten) Abstand  von  irgend  einem  festen,  beliebig  auf  der  Tangente  angenommenen, 
Punctc  wir  Z nennen  wollen.  Alsdann  erhalten  wir  nach  (1),  indem  wir  a mit  (z-+-o),  0 
mit  (z-f-o),  £ mit  (z-J-£)  und  X mit  (z — X)  vertauschen  folgende  Glcichnng: 

ct-Ht’+2z  £+£'-t-2z 

(o-J-zXo'+z)’  {£•+•*)(£"+*)" 

Diese  Gleichung  rcdacirt  sich  in  Beziehung  aaf  z auf  den  zweiten  Grad  und  z,  hat  also 
einen  zwiefachen  Werth,  dem  zwei  verschiedene  Punctc  entsprechen.  Wir  sehen  hier- 
aus, dafs  es  im  Allgemeinen  xwei  verschiedene  Linien  zweiter  Ordnung  gibt,  welche 


Fig.  19. 
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durch  die  vier  gegebenen  Poncle  gehen  nnd  die  gegebene  gerade  Linie  berühren, 
können,  diese  Cnrvcn  construlrcn,  da  wir  fünf  Pnncte  jeder  derselben  kennen. 


Wir 


Fig.  20. 


303. 


Wenn  wir,  um  ein  zweites  Beispiel  zu  nehmen,  zugleich: 

/3  = o,  « = o, 

setzen  , nnd  wir  mithin  eine  Parabel  betrachten,  die  auf  einen  ihrer  Durchmesser  nnd  der 
Tangente  in  dessen  Scheitel  bezogen  ist,  oder  eine  Hyperbel,  die  auf  eine,  einer  ihrer 
Asymptoten  parallelen  geraden  Linie,  als  erste  Axc,  und  den  Durchschnitt  derselben  mit 
der  Carve  als  Anfangs-Punct  bezogen  ist,  so  gehen  die  Glcichnngcn  (2)  und  (5}  der  300- 
Nummer  in  folgende  über: 

~ = 51', 
t-h“ 


= ff, 


und  wenn  wir  die  beiden  ersten  Thcilc  dieser  Gleichungen  in  einander  dividiren,  ergibt 

»hh : 

ff 

» = 55'  ’ 

und^—  und  ^ sind  die  Abscissen  derjenigen  Puncte,  in  welchen 

die  beiden  geraden  Linien  des  ursprünglichen  und  des  resnltirendcn  Systems  (letzteres  ist 
in  der  Regel  ein  zwiefaches)  die  erste  Aze  schneidet,  für  welche  wir  irgend  eine  beliebige, 
den  Durchmessern  der  Parabel  oder  einer  der  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel  paral- 
lele, gerade  Linie,  auf  der  wir  die  Abscissen  von  deren  Durchschnitt  mit  der  Curve  an 
rechnen , nehmen  können.  Wir  haben  hiernach  in  der  20.  Figur,  wo  M,  M',  M"  nnd  M" 
irgend  vier  beliebige  Puncte  der  Curve  sind  nnd  AF  die  erste  Axe  ist: 

OA.OB  = OC.OF  ~ OD.OE.  (,) 

If'enn  man  also  in  eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel  irgend  ein  Viereck  beschreibt , 
so  schneiden  je  zwei  ge  genüb  er  steh  ende  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen  jeden  Durch- 
messer der  Parabel  oder  jede  einer  Asymptote  der  Hyperbel  parallele  gerade  Lime  so, 
dajs  die  Product e der  jedesmaligen  beiden,  vom  Durchschnitte  mit  der  Curve  an  gerech- 
neten, Segmente  gleich  sind. 

Wenn  wir  drei  der  beliebig  angenommenen  Puncte,  etwa  M , öl  und  öl  , als  fest  be- 
trachten, den  vierten  aber  öl"'  auf  der  Curve  fortrtlckcn  lassen,  so  siud  A,  E und  F feste 
Puncte,  so  dafs  wir,  wo  auch  der  Punct  öl"'  liegen  mag,  folgende  Gleichungen  haben: 
OB  OF  OD  OF  . OB  OE  . 

ü?  “ öS  “ corul”  ÖC  ~ ÖE  ” ’ ÖD  - ÖS  “ 

Die  erste  Axe  wird  also  von  zwei  beliebigen  geraden  Linien,  die  dnreh  irgend  zwei  feste 
Puncte  (M  und  M",  M und  öl',  öl’  und  öl")  gehen,  und  sich  in  einem  auf  der  Curve  be- 
liebig fortriiekenden  Puncte,  (in  öl"),  begegnen,  so  geschnitten,  dafs  die  Abscissen  der 
jedesmaligen  beiden  Durchschnitte  immer  in  demselben  Verhältnisse  stehen.  Hierin  liegt 
der  bekannte  Satz,  den  wir  schon  beiläufig  in  der  Note  zur  272.  Nummer  anführten,  und 
bei  dessen  Aussage  wir  hier  nicht  verweilen. 

Wenn  wir  die  erste  Axe  durch  den  Durchschnitt  der  beidenj  Diagonalen  oder  zweier 
gcgenSbcrstehcndcn  Seiten  des  Vierecks  MM'M'M"'  legen,  so  ist  die  Abscissc  dieses 
Durchschnittes  mittlere  Proportionale  zwischen  denjenigen  beiden  Segmenten,  welche  in 
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dem  einen  Falle  jedem  der  beiden  Paare  gegenüberliegender  Seiten,  in  dem  andern  Falle 
einem  Paare  derselben,  so  wie  den  beiden  Diagonalen  entsprechen. 

Es  können  anch  in  der  bisher  betrachteten  Constrifction  zwei  Pimctc  des  Vierecks 
MM’M'M™  in  einen  einzigen  znsammenfallcn ; dasselbe  kann  auch  zwiefach  geschehen. 
Diesem  letztem  Falle  entsprechen  folgende  Sätze: 

Wenn  man  an  eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel  irgend  zwei  Tangenten  legt  und 
die  Berilhrungs  - Chorde  zieht,  so  wird  jeder  Durchmesser  der  Parabel  oder  jede,  ei- 
ner Asymptote  der  Hyperbel  parallel  gezogene  gerade  Linie,  so  geschnitten,  dafe  dasje- 
nige Segment,  welches  zwischen  der  Curve  und  der  Berührung!-  Chordc  liegt,  mittlere 
Proportionale  zwischen  denjenigen  beiden  Segmenten  ist , die  zwischen  der  Curve  und 
den  beiden  Tangenten  liegen.  Wenn  der  Durchmesser  oder  die  einer  Asymptote  pa- 
rallele gerade  Linie  durch  den  Durchschnitt  der  Tangenten  geht,  so  wird  das  zwi- 
schen diesem  Durchschnitte  und  der  Berührung!- Chordc  liegende  Segment  von  der 
Curve  halbirt. 

# 

30t|.  Nach  der  Gleichung  (I)  können  wir,  wenn  irgend  vier  Pnnctc  und  eine  gerade 
Linie  gegeben  sind,  beliebig  viele  Pnnctc  derjenigen  Hyperbel  bestimmen,  welche  dorch 
die  gegebenen  Puncte  geht,  und  eine  der  gegebenen  geraden  Linie  parallele  Asymptote 
bat.  Seyen  M,  M’,  M"  und  M”  die  vier  gegebenen  Puncte,  AF  irgend  eine  gerade  Li- 
nie, die  der  gegebenen  parallel  ist  und  deren  Durchschnitt  mit  der  Curve  wir  bestimmen 
wollen.  Wir  ziehen  MM”  und  Rl'M",  MM"  nnd  MM",  die  der  geraden  Linie  BF  in  C, 
F,  E und  D begegnen;  wenn  wir  alsdann  auf  derselben  geraden  Linie  irgend  einen  fe- 
sten Punct  annehmen,  etwa  A,  und: 

AO  = z,  AC  ■=>  c,  AF  = f,  AE  =«  e,  AD  = d, 
setzen,  so  erhalten  wir  aus  (O  zur  Bestimmung  von  z folgende  Gleichung; 

(c— z)(f— z)  = (c— z)(d— z), 

die,  wenn  wir  entwickeln,  sich  auf  den  ersten  Grad  redneirt  nnd  folgende  wird: 

((e-t-d) — (o+-f))z-+-cf—  de  = o. 

W’ir  können  diese  Gleichung  noch  vereinfachen,  indem  wir  statt  des  Punctcs  A irgend 
einen  der  vier  Durcbschnitts-Puncte  C,  D,  E oder  F nehmen. 

Es  ist  gut  zu  bemerken,  dafs  wir  für  zwei  bestimmte  Richtungen  der  gegebenen  ge- 
raden Linie  rttcksichtlicb  der  vier  gegebenen  Puncte  nicht  eine  Hyperbel,  sondern  eine 
Parabel  erhalten. 


305.  W enn  die  gerade  Linie  AF  eine  der  Asymptoten  selbst  ist,  so  ist  z gröfscr  als 
jede  gegebene  Grüfse,  so  dafs  wir  in  der  End -Gleichung  der  vorigen  Nummer  das  von  z 
unabhängige  Glied  vernachlässigen  können , und  also  folgenden  Ausdruck  erhalten: 

e-fd  = c-t-f, 

oder: 


c— c — f— d. 


Wenn  wir  also  in  eine  Hyperbel  irge/td  ein  Viereck  beschreiben  und  in  demselben 
die  Diagonalen  ziehen,  so  wird  jede  der  Asymptoten  von  den  beiden  Paaren  gegen- 
überstehender Seiten,  so  wie  von  einem  derselben  und  den  beiden  Diagonalen  so  ge- 
schnitten, dafs  die  zwischen  den  beiden  jedesmalig  zusammengesetzten  Linien -Paare 
liegenden  Segmente  einander  gleich  sind. 

Wenn  wir  zwei  Puncte  des  Vierecks  in  einen  einzigen  zusammenfallen  lassen,  so  er- 
halten wir  eine  Modification  des  letzten  Satzes ; wenn  wir  zugleich  auch  die  beiden  übri- 
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gen  Panctc  in  einen  einzigen  zusammcnfallcn  lassen,  so  ist  der  entsprechende  Sau  fol- 
gender: 

Die  Berührungs-Chorde  halbirt  das  auf  jeder  der  Asymptoten  von  irgend  zweien 
Tangenten  bestimmte  Segment. 


306.  Wir  hrcchcn  hier  ab,  nra  uns  nun  zur  allgemeinen  Theorie  der  Pole  und 
Polaren  zu  wenden.  Zum  Bchnf  der  nächsten  Erörterungen  nehmen  wir  für  die  Glei- 
chung der  Cnnre  immer  noch  die  allgemeine  Gleichung : 

yM-2axy-f-?zJ-t-2)-y-t-2dx-H  = O,  (i) 

fUr  das  ursprüngliche  Linien  - System  aber  zwei  im  Anfangs  -Puncte  der  Coordinatcn  sich 
schneidende  gerade  Linien,  welche,  beide  zugleich,  durch  eine  Gleichung  von  folgender 
Form  dargestcllt  werden: 

Bei  diesen  VorausscUuni 
in  folgende: 


y*-|-(ir-H<')xy+*x'xJ  = 0. 
verwandeln  sich  die  Gleichungen  CD— 

l») 

■ (9)  der  285.  Nummer 

tSt* 

(0 

äjr  - -<!+ ry-*av. 

(0 

7^7  = y"MK?+5>r+SV*. 

<0 

Wenn  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  die  zweite  mit  multipliciren , alsdann 
alle  drei  Gleichungen  addiren,  und  endlich  alle  Glieder  der  rcsultirendcn  Gleichung  durch 


dividiren,  so  kommt: 

i-h« 

yy"-hJx"-bt  =»  o.  (7) 

Diese  Gleichung  ist  unabhängig  von  * und  x und  sie  lt,  wenn  wir  y"  und  x"  als  veränder- 
liche Grülsen  betrachten,  die  Polare  des  Anfangs -Punclcs,  oder  des  Durchschnittes  der 
beiden  geraden  Liuicn  des  ursprünglichen  Systems  (>)  dar.  Diese  Polare  enthält  also  die- 
jenigen Puncte , in  welchen  die  beiden  Linien  der  beiden  rcsultirendcn  Systeme  sich 
schneiden.  Da  wir  ursprünglich  auch  von  einem  dieser  beiden  rcsultirendcn  Systeme 
hätten  ausgehen  können,  und  alsdann  auf  gleiche  Weise  gefunden  hätten,  dafs  die  Polare 
des  Durchschnittes  der  Linien  dieses  Systems  durch  den  Durchschnitt  der  Linien  des  an- 
dern dieser  Systeme  und  durch  den  vorhin  zum  Anfangs -Panctc  der  Coordinatcn  genom- 
menen Durchschnitt  geht,  so  haben  wir  folgende  Sätze  bewiesen: 

tVenn  man  in  irgend  eine  Linie  zweiter  Ordnung  irgend  ein  Viereck  beschreibt,  die 
Diagonalen  desselben  zieht,  und  die  gegenüberstehenden  Seiten  bis  zu  ihrem  Durchkreu- 
zen verlängert,  so  erhalten  wir  drei  Durchschnitts -Puncte,  von  denen  je  zwei  auf  der 
Polaren  des  dritten  liegen.  IVenn  man  in  irgend  eine  Linie  zweiter  Ordnung  mehrere 
Vierecke  beschreibt,  deren  beide  Diagonalen  oder  deren  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
sich  in  demselben  Puncte  schneiden,  so  liegen  in  dem  einen  Falle  die  Durchschnitte  der 
beiden  Paare  gegenüberliegender  Seiten,  in  dem  andern  Falle  der  beiden  noeh  übrigen 
gegenüberstehenden  Seiten  und  der  beiden  Diagonalen  auf  ein  und  derselben  geraden  Linie 
für  alle  jene  Vierecke,  nemlich  auf  der  Polaren  jenes  festen  Durchschnitts- Punctes. 

307.  Da  die  Gleichung  (3)  auch  zwei  gerade  Linien  darstcllen  kann,  die  in  eine  ein- 
zige durch  den  Anfangs  - Punct  gehende  gerade  Linie  zusammenfallen,  nnd  alsdann  das 


'Digitized  by  Google 


195 


der  Linen  zweiter  Ordnung. 

resultierende  System  ans  den  in  den  beiden  Durchschnitten  dieser  Linie  mit  der  Curve,  an 
die  Cnrve  gelegten  Tangenten  besteht,  so  liegt  in  dem  Vorstehenden  als  besonderer  Fall 
auch  folgender  Satz: 

Wenn  man  durch  irgend  einen  festen  Punct  gerade  Linien  legt,  die  einer  Linie 
zweiter  Ordnung  begegnen,  so  schneiden  sich  die  Tangenten  in  jedem  Paare  von  Durch- 
schnitten auf  ein  und  derselben  geraden  Linie,  der  Polaren  des  Anfangs  - Punct  es ; 
und,  umgekehrt,  wenn  man  von  beliebigen  Punct en  irgend  einer  geraden  Linie  Tan- 
genten-Paare  an  eine  Linie  zweiter  Ordnung  legt,  so  gehen  alle  Beriihrungs-  Chor- 
den durch  ein  und  denselben  Punct,  den  Pol  der  geraden  Linie. 

308.  Wenn  wir  ein  System  zweier  geraden  Linien  als  Linie  zweiter  Ordnnng  neh- 
men, so  liegt  in  der  letzten  analytischen  Entwicklung  der  Beweis  desjenigen  Salzes,  auf 
den  sich  die  17.  Figur  der  I.  Tafel  bezieht,  und  der  schon  in  der  63.  Nummer  bewiesen 
worden  ist.  Sind  ncmlich  in  der  eben  angeführten  Figur  OY  und  OX  die  beiden,  die 
Curve  vertretenden,  geraden  Linien,  und  gehen  die  Linien  aller  ursprünglichen  Systeme 
durch  den  beliebig  angenommenen  Punct  S,  so  ist  die  gerade  Linie  O a der  Ort  für  die 
Durchschnitte  der  beiden  Linien  xler  resultirenden  Systeme.  Zugleich  folgt  aus  der 
Schlafs -Erörterung  der  368.  Nummer,  dafs  PS  in  a und  Q harmonisch  geschnitten  wird. 

309-  Wenn  wir  durch  irgend  einen  festen  Punct  O zwei  gerade  Linien  legen,  die  Fig.  21. 
einer  gegebenen  Linie  zweiter  Ordnung  in  den  vier  Punctcn  M,  M’,  M"  und  M"'  begeg- 
nen, so  ist  für  alle  diejenigen  Linien  zweiter  Ordnung,  welche  durch  dieselben  vier  Punclc 
gehen,  ein  nnd  dieselbe  gerade  Linie  PO'  Polare  des  festen  Punctes  O.  Als  eine  jener 
Linien  zweiter  Ordnung  können  vor  ein  zwiefaches  System  zweier  geraden  Linien  neh- 
men, O'M'  und  O'M  oder  MM"  und  M'M"'.  Nach  der  vorigen  Nummer  wird  also  OM 
in  M und  R harmonisch  geschnitten  , so  dafs: 

OM:  MR  = OM’:RM'. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dafs  hierin  folgender  allgemeine  Satz  enthalten  ist: 

Wenn  man  durch  irgend  einen  beliebigen  Punct  eine  beliebige  gerade  Linie  zieht, 
welche  irgend  einer  gegebenen  Curve  zweiter  Ordnung  begegnet , so  wird  diese  gerade 
Linie  von  der  Polaren  des  Punctes  ( im  besonder n Falle,  dafs  dieser  Punct  außerhalb 
liegt,  von  der  Beriihrungs- Chorde)  und  der  Curve  harmonisch  geschnitten. 

310.  Der  Pol  jeder  geraden  Linie,  die  durch  P,  den  Durchschnitt  der  beiden  Dia-  yjp.  jj. 
gonalen  MM"  und  M'M"',  geht,  liegt  auf  der  Polaren  dieses  Punctes,  alfo  auch  der  Pol 
jeder  der  Diagonalen  selbst.  Wenn  wir  also  in  M,  M',  M"  nnd  M'"  Tangenten  legen, 
so  erhalten  wir  eine  vollständige,  um  die  Curve  beschriebene,  vierseitige  Figur,  deren  ge- 
genüberliegende Seiten  NN'  undTV'N'",  NN"'  nnd  N'N”  sieb  in  zwei  Puncten  Q und  Q' 
schneiden , die  auf  der  Polaren  von  P,  auf  00',  liegen.  Achnlich  liegt  der  Pol  jeder  ge- 
raden Linie,  die  durch  O geht,  also  auch  der  Pol  von  MM',  so  wie  von  oder  N" 

nnd  N,  auf  der  Polaren  von  O,  mithin  auf  PO'.  Ebenso  liegen  endlich  N'  nnd  N"'  auf 
PO,  der  Polaren  von  O'.  Hierin  sind  mehrere  einzelne  Sätze  enthalten,  die  wir  in  Nach- 
stehendem zusammenfassen  wollen. 

Wenn  man  in  eine  beliebige  Curve  zweiter  Ordnung  irgend  ein  Viereck  (MM M'M") 
beschreibt,  und  die  gegenüberliegenden  Seilen  desselben  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  ver- 
längert, ferner  ein  zweites  Viereck  (NN'N'N’")  um  die  Curve  beschreibt,  dessen  Seiten 
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dieselbe  in  den  Winkel -Puntlen  des  erstem  Vierecks  berühren,  und  wiederum  die  ge- 
genüberliegenden Seilen  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  verlängert,  und  man  also  auf  diese 
Weise  zwei  vollständige  vierseitige  Figuren  erhält:  so  fallen  die  beiden  dritten  Diago- 
nalen dieser  Figuren  in  eine  einzige  gerade  Linie  {OQOQj  zusammen,  während  die 
ersten  und  zweiten  Diagonalen  sich  alle  vier  in  demselben  Puncte  (P) , dem  Pole  jener 
geraden  Linie,  kreuzen.  Jede  der  beiden,  ersteren  Diagonalen  der  umschriebenen  Figur 
\NN"  und  LVN'“)  enthält  zugleich  nebst  dem  Durchschnitte  (P,  der  beiden  Diagonalen 
des  eingeschriebenen  Vierecks  auch  noch  einen  der  beiden  Durchschnitte  der  gegenüber- 
liegenden Seiten  desselben  ( O und  O ).  Der  Durchschnitt  je  zweier  der  drei  Diagona- 
len einer  der  Curve  umschriebenen  vollständigen  vierseitigen  Figur  ist  der  Pol  der  je- 
desmaligen dritten  Diagonale. 

Da  OM'  in  M and  R harmonisch  gctheilt  ist,  so  wird  aach  jede  andere  gerade  Li- 
nie, die  durch  O geht,  von  IV’M , N"K  und  N"M‘  harmonisch  geschnitten,  also  auch 
ON’  und  O’Q',  so  dafss 

ON":N"P  - ON:PN', 

OQ:QO  = OQ':OQ'. 

Auf  ähnliche  Weise  wird  auch  O'N"  in  N und  P harmonisch  gctheilt. 

21,  31 1.  Wir  können  nach  der,  in  der  306.  Nummer  entwickelten,  allgemeinen  Theorie 
der  Pole  und  Polaren,  auf  eine  leichte  Weise  von  einem  gegebenen  Puncte  aus  Tangen- 
ten an  eine  gegebene  Linie  zweiter  Ordnung  legen.  Sey  O der  gegebene  Puuct;  durch 
diesen  Punct  lege  mau  irgend  zwei  gerade  Linien,  die  der  Curve  in  M nnd  M',  M'”  und 
M"  begegnen,  man  ziehe  ferner  MM"  und  MM”,  MM"  und  M’M"’,  die  sich  in  O'  und 
P schneiden,  und  verbinde  endlich  O'  und  P durch  eine  gerade  Linie,  Die  Durchschnitte 
der,  auf  diese  Weise  bestimmten,  geraden  Linie  mit  der  Curve  sind  alsdann  diejenigen 
beiden  Puncte,  in  welchen  die  Curve  von  den  durch  den  gegebenen  Punct  O gchendeu 
Tangenten  berührt  wird. 

3t2.  Der  Pol  jeder  geraden  Linie,  welche  durch  den  Mittelpunct  der  Curve  geht, 
liegt  unendlich  weit ; die  in  den  End-Puncten  jedes  Durchmessers  an  die  Curve  gelegten 
Tangenten  sind  parallel.  Je  zwei  Durchmesser  sind  die  beiden  Diagonalen  eines  in  die 
Curve  beschriebenen  Parallclogrammcs.  Wcnn^wir  in  die  Curve  irgend  ein  \ icrcck  mit 
zwei  parallelen  Seiten  beschreiben , so  liegt  einer  der,  durch  dasselbe  bestimmten,  conju- 
girtcn  Puncte  unendlich  weit ; diejenige  gerade  Linie , welche  durch  die  beiden  übrigen 
dieser  Puncte  geht,  ist  mithin  ein  Durchmesser  und  zwar  derjenige,  welcher  die  beiden 
parallelen  Seiten  des  Yierecks  halbirt-  Hiernach  erhalten  wir  nachstehende  Coustruction 
der  Aufgabe,  Tangenten  an  eine  gegebene  Linie  zweiter  Ordnung  zu  legen,  die  irgend 
einer  gegebenen  geraden  Linie  parallel  sind.  Man  trage  in  die  gegebene  Curve  irgend 
zwei  beliebige,  der  gegeheurn  geraden  Linie  parallele,  Chorden  ein,  und  verbinde  die  End- 
Punctc  derselben  durch  zwei  Paar  gerader  Linien.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  zwei 
archschniltc , durch  welche  derjenige  Durchmesser  geht,  welcher  anf  der  Curve  zwei 
uncte  bestimmt,  in  welchen  dieselbe  von  den  beiden  gesuchten  Tangenten  berührt  wird. 

22.  313,  Die  Polare  eines  Punctcs  ist  den  Coordinatcn  desjenigen  Dnrchmesscrs,  der 
* a,rc  * jencn  l>uncl  6ckt>  parallel.  Für  den  Fall  des  Kreises,  auf  den  wir  uns  hier  bc- 

c iran  cn  wollen,  steht  also  derjenige  Durchmesser,  der  durch  irgend  einen  Punct  gebt. 
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der  Linien  zweiter  Ordnung. 

auf  der  Polaren  dieses  Puncte«  senkrecht,  und,  umgekehrt,  diejenige  gerade  Linie,  wel- 
che auf  irgend  einer  gegebenen  geraden  Linie  senkrecht  steht,  ond  durch  den  Pol  dersel- 
ben geht,  geht  auch  durch  den  Mittelpunct  des  Kreises.  Verbindet  man  also  irgend  drei, 
in  Beziehung  auf  einen  gegebenen  Kreis,  zogeordnctc  Puncte  O,  O'  und  P durch  gerade 
Linien  zu  einem  Dreieck,  so  gehen  die  von  jedem  der  Puncte  auf  die  gegenüberliegenden 
Seiten  gefällten  Perpendikel  alle  drei  durch  den  Mittelpunct  des  gegebenen  Kreises,  durch 
C.  Hierin  liegt  also  wiederum  ein  indirectcr  Beweis  des  sieb  Krcuzens  dieser  Perpendikel 
in  demselben  Puncte,  zugleich  mit  einer  neuen  geometrischen  Beziehung  dieses  Pondes. 

Wenn  drei  Puncte  O,  O'  und  P gegeben  sind,  so  können  wir  einen  Kreis  beschrei- 
ben, für  welche  die  drei  gegebenen  Puncte  zugcordnetc  sind.  Denn,  wenn  wir  den  Mit* 
tclpunct  C des  gesuchten  Kreises  nach  dem  Vorstehenden  bestimmen,  so  sind  die  Fnfs- 
Puncte  der  zum  Behuf  dieser  Construction  von  0,0'  und  P aus,  auf  die  gegenüberlie- 
genden Seiten  gefällten  Perpendikel,  nach  der  Figur  also  o,  o'  und  p die  zugeordneten 
Pole  obiger  drei  Puncte.  Wir  brauchen  also  nur  aus  dem  gefundenen  Mittelpuncte  einen 
Kreis  zu  beschreiben,  der  z.  B.  die  Puncte  P und  p zu  zngeordneten  Polen  hat.  Dieser 
Kreis  ist  alsdann  der  verlangte.  Es  ist  offenbar,  dafs  der  Mittelpunct  des  Kreises  nicht 
innerhalb  des  Dreiecks  OO'P  fallen  kann , und  mithin  dieses  Dreieck,  wenn  der  verlangte 
Kreis  möglich  scyn  soll,  ein  stumpfwinkliges  scyn  inufs. 

Wir  können  die  Construction  der  22.  Figur  noch  aus  einem  andern  Gesichts -Ponctc 
betrachten.  Wenn  wir  ncmlich  von  dem  Mittelpuncte  des  Kreises  und  von  zweien  der 
drei  zugeordneten  Puncte,  als  von  bekannten  Puncten,  ausgehen,  so  gibt  uns  gerade  die- 
selbe Constrnction,  die  uns  vorhin  den  Mittelpunct  gab,  nun  den  dritten  zngeordneten 
Ponct.  Dieser  Punct  liegt  z.  B.,  wenn  wir  für  die  beiden  ersten  zugeordneten  Puncte  O 
nnd  O’  nehmen,  in  dem  Kreuzungs- Puncte  P der  drei  Perpendikel  des  Dreiecks  OO'C. 

Auf  entsprechende  Weise  können  wir,  wenn  irgend  eine  beliebige  Linie  zweiter  Ord- 
nung and  zwei  beliebige  Puncte  gegeben  sind,  den  dritten  zngeordneten  Pnnct  bestimmen. 

314.  W'enn  filnf  Puncte  gegeben  sind,  so  können  wir  nach  der  Theorie  der  Pole 
ungemein  leicht  beliebig  viele  Puncte  derjenigen  Linie  zweiter  Ordnnng,  welche  dorch 
jene  fünf  Puncte  sich  legen  läfst,  bestimmen.  Seyen  (wobei  wir  die  Figur  uns  in  Gedan- 
icn  hinzuthnn)  A,  B,  C,  D und  E die  fünf  gegebenen  Puncte.  Zum  Behuf  der  Con- 
struction eines  sechsten  Ponctes  der  gesuchten  Curvc  ziehe  mau  AB  und  CD,  die  sich  in 
P,  AC  und  BD,  die  sich  in  P’  und  endlich  AD  und  BC,  die  sich  in  P"  schneiden,  Als- 
dann'ist  P'P"  die  Polare  von  P ftlr  jede  durch  die  vier  Puncte  A,  B,  C und  D geltende 
Curvc  und  mithin  auch  ftlr  die  gesuchte.  Zieht  man  nun  PE,  so  können  wir  (nach  309) 
auf  dieser  geraden  Linie  einen  sechsten  Pnnct  der  Cnrvc  construiren.  Man  erhält  den- 
selben Punct  auf  der  Stelle,  wenn  man  AE  zieht,  die  der  Polaren  PP"  in  N begegne,  - 
and  endlich  BN,  von  welcher  PE  in  jenem  gesuchten  sechsten  Puncte  geschnitten  wird. 

Auf  ähnliche  Weise  erhalten  wir  so  viele  Puncte  der  Curvc,  als  wir  wollen. 

315.  Wenn  irgend  fünf  gerade  Linien  gegeben  sind,  so  können  wir  beliebig 
viele  Tangenten  derjenigen  Curvc  zweiter  Ordnung,  welche  die  gegebenen  Linien  berührt, 
constrniren,  ohne  dafs  die  Cnrvc  selbst  gegeben  ist.  Es  mögen  sich  zwei  der  gegebenen 
Tangenten  in  A , zwei  andere  in  B schneiden , und  die  fünfte  Tangente  derjenigen  gera- 
den Linie,  welche  durch  A ond  B geht,  in  C begegnen.  Alsdann  können  wir  sogleich 
die  andere  durch  C gehende  Tangente  bestimmen.  Die  in  A nnd  B sich  schneidenden 
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Tangenten -Paare  bilden  ncmlich  eine  vollständige  vierseitige  Figur, -ebenso  die  in  A nnd 
C sich  schneidenden  beiden  Tangenten -Paare.  Eine  gemeinschaftliche  Diagonale  beider 
Figuren  ist  AB  , die  anderen  Diagonalen  schneiden  sich  in  demselben  Punct  (310).  Die- 
ser Pnnct  ergibt  sieb  unmittelbar,  da  die  erste  vierseitige  Figur  vollständig  gegeben  ist, 
nnd  ebenso,  nachdem  dieser  Pnnct  bestimmt  ist,  die  vierte,  uns  unbekannte,  Seite  der 
zweiten  vierseitigen  Fignr,  oder,  mit  anderen  Worten,  die  gesuchte,  durch  C gehende 
Tangente.  Auf  ähnliche  Weise  können  wir  so  viele  Tangenten  finden,  als  wir  wollen. 

91.  316.  Wenn  vier  gerade  Linien  und  ein  Pnnct  gegeben  sind,  so  können  wir 

eine  Linie  sweiter  Ordnung  bestimmen,  welche  die  gegebenen  geraden  Linien  berührt  nnd 
durch  den  gegebenen  Punct  geht  Die  Theorie  der  Pole  gibt  uns  hier  sogleich  noch  drei 
Puncto,  so  da£j  wir  auf  diese  Weise  die  Aufgabe  auf  die  Construction  der  302.  Nummer, 
wo  vier  Puncte  und  eine  Tangente  die  gegebenen  Bcstimmungs- Stücke  waren,  zurück- 
fuhren  können.  Wir  wollen  uns  liier  auf  die  21.  Fignr  beziehen,  ohne  die  Constrnctio- 
nen  alle  auszuführen. 

Sey  U der  gegebene  Pnnct,  und  seyen  QN",  QN',  Q'N’  und  Q'N  die  vier  gegebenen 
geraden  Linien , die  eine  vollständige  vierseitige  Fignr  bilden , deren  drei  Diagonalen  sich 
in  O,  O’  nnd  P schneiden.  OP  ist  mithin  für  jede  Curvc,  welche  von  den  vier  gegebe- 
nen geraden  Linien  berührt  wird,  die  Polare  von  O';  ziehen  wir  also  O'U,  die  von  die- 
ser Polaren  in  S geschnitten  wird,  so  erhalten  wir  einen  zweiten  Punct  der  gesnebten 
Curvc,  indem  wir  auf  der  lctztgczogcnen  geraden  Linie  zn  O',  S nnd  LI  den  vierten  har- 
monischen Theilungs -Pnnct  Y bestimmen  (309). 

Am  leichtesten  verfahren  wir  hierbei  auf  folgende  Weise.  Man  ziehe  QU,  die  der 
OP  in  irgend  einem  Ponctc  begegnet,  nnd  verbinde  diesen  Punct  mit  Q'  durch  eine  ge- 
rade Linie,  von  welcher  alsdann  O'U  in  dem  verlangten  Punctc  Y geschnitten  wird. 
Diese  Construction  gründet  sich  darauf,  tlafs  O'QOQ’  harmonisch  gethcilt  ist. 

Oder:  man  ziehe  NU,  welche  der  OP  in  irgend  einem  Pnnctc  begegnet,  nnd  ver- 
binde diesen  Pnnct  mit  N"  durch  eine  gerade  Linie.  Diese  Linie  schneidet  O’U  im  ge- 
suchten Puncte  V.  Diese  Construction  gründet  sich  anf  die  harmonische  Thcilang  von 

aNPN . 

Wenn  zwei  Pnnctc  U nnd  Y einmal  bekannt  sind , so  ergibt  sich  unmittelbar  ein 
dritter  und  vierter  Punct  durch  die  Durchschnitte  von  OY  und  PU,  und  von  OU  und  YP. 

Wir  haben  also  vier  Puncte  bestimmt;  da  es  (302)  zwei  Curvcn  gibt,  die  den  Bedin- 
gungen der  Aufgabe  entsprechen,  so  sind  jene  Pnnctc  diejenigen  Pancte,  in  welchen  diese 
Curven  sich  schneiden,  während  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  gemeinschaftliche 
Tangenten  derselben  sind. 

317.  Wenn  man  in  irgend  eine  Curvc  zweiter  Ordnung  mehrere  Yicrcckc  beschreibt, 
denen  zwei  Winkel- Punctc  gemeinschaftlich  sind,  so  haben  alle  diese  Yicrecke  diejenige 
gerade  Linie,  welche  jene  festen  Winkel  - Punctc  verbindet,  entweder  zu  einer  ihrer  Dia- 
gonalen, oder  zu  einer  ihrer  Seiten.  Es  bleibt  also  einer  der  drei,  dnreh  jedes  jener  Vier- 
ecke bestimmten , drei  zugeordneten  Pnnctc  auf  einer  geraden  Linie,  also  geht  die  Polare 
jenes  Pnnctcs , d.  h.  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  jedesmaligen  beiden  übrigen  Pnnctc 
verbindet,  durch  einen  festen  nnd  unveränderlichen  Punct,  ncmlich  dnreh  den  Pol  derje- 
nigen geraden  Linie,  auf  welcher  der  erste  der  drei  zugeordneten  Puncte  fortrückt.  Wir 
haben  also  folgenden  Satz  bewiesen: 
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der  Linien  «weiter  Ordnung. 

ln  allen  in  eine  beliebige  Linie  weiter  Ordnung  beschriebenen  Vierecke,  welche  ir- 
gend zwei  Winkel-Puncte  gemeinschaßlich  haben , gehen  diejenigen  geraden  Linien,  wel- 
che die  beiden  Durchschnitte  der  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden,  wenn  jene  festen 
Winkel-Puncte  gegenüberstehende  sind,  oder  diejenigen  geraden  Linien,  welche  den 
Durchschnitt  der  beiden  Diagonalen  mit  dem  Durchschnitte  der  beiden  durch  die  fe- 
sten Winkel-Puncte  gehenden  gegenüberliegenden  Seiten  verbindet,  wenn  diese  Puncte 
nicht  gegenüberstehende  sind:  alle  durch  einen  festen  Punct  *). 

318.  Nach  dem  Satze  der  vorigen  Nummer  tonnen  wir,  wenn  fünf  Puncte  gegeben 
sind,  den  Mitteipnnct  der  durch  diese  fünf  Puncte  geltenden  Linie  zweiter  Ordnung  fin- 
den, und  zugleich  in  diesen  Puncten  die  Tangenten  constrmrcn.  Seyen  A,  B,  C,  D und 
E die  fünf  gegebenen  Pancte,  wir  können  alsdann  drei  der  Cnrve  eingeschriebene  Vier- 
ecke bestimmen,  deren  zwei  Winkel-Puncte  A und  B sind,  nemlkh  ABCD,  ABDE  und 
ABCE,  und  also  drei  gerade  Linien  finden,  die  durch  denselben  Punct,  den  Pol  von  AB 
gehen.  Zwei  dieser  Linien  sind  zur  Bestimmung  dieses  Polcs  hinreichend.  Betrachten 
wir  daher  nnr  die  beiden  ersten  Vierecke,  und  schneiden  sich  AD  nnd  BC  in  F,  AC  und 
BD  in  G,  ferner  AE  nnd  BD  in  F',  AD  und  BE  in  G',  so  sind  FG  nnd  F'G'  die  bei- 
den geraden  Linien,  welche  sich  in  dem  in  Rede  stehenden  Pol,  den  wir  a nennen  wol- 
len, schneiden.  A«  and  Ba  sind  alsdann  Tangenten,  und  diejenige  gerade  Linie,  die  u 
mit  der  Mitte  von  AB  verbindet , geht  durch  den  Mitteipnnct  der  Curve.  Auf  ähnliche 
Weise  können  wir  die  Pole  von  BC,  CD,  DE  nnd  EA,  die  wir  durch  ft,  y,  ä und  t be- 
zeichnen wollen,  finden.  In  jedem  dieser  Puncte  vereinigen  sich  drei,  leicht  sich  erge- 
bende, gerade  Linien,  a,  ß,  y,  S und  t sind  die  Winkel-Puncte  eines  um  die  Curve  be- 
schriebenen Fünfecks,  dessen  Seiten  die  Corve  in  den  Winkel -Puncten  des  eingeschrie- 
benen Fünfecks  ABCDE  berühren.  Wir  erhallen  ferner,  indem  wir  die  Mitten  der  Sei- 
ten des  letztgenannten  Fünfecks  mit  den  Polen  derselben  verbinden,  fünf  gerade  Linien, 
die  sich  alle  in  demselben  Pancte,  dem  Mittelpnncte  der  Curve,  den  wir  also  durch  irgend 
zwei  dieser  Linien  bestimmen  können , schneiden. 

319.  Wenn  fünf  Puncte  A,  B,  C,  D nnd  E gegeben  sind,  so  können  wir  noch  ei- 
nen sechsten  Punct  F hiuzuachmcn,  und  diesen  mit  einem  der  gegebenen,  etwa  mit  A, 
Zusammenfällen  lassen.  Alsdann  schneiden  sich  (292)  AB  and  DE,  BC  und  EF  (oder 
EA),  CD  nnd  FA  (oder  die  Tangente  in  A)  in  drei  Puncten  ein  nnd  derselben  geraden 
Linie.  Hiernach  ergibt  sich  wiederum  eine  Construction  der  Tangente  in  A,  und  dem 
entsprechend  der  Tangenten  in  den  übrigen  vier  Puncten. 

320.  In  jedem  um  irgend  eine  Linie  zweiter  Ordnung  beschriebenen  Sechseck  schnei- 
den sich  die  drei  Diagonalen  in  ein  und  demselben  Puncte. 

Dieser  Salz  folgt  nach  der  Theorie  der  Pole  unmittelbar  ans  dem  Satze  der  292. 
Nummer  vom  eingeschriebenen  Sechseck.  Seyen  a,  ß,  y,  J,  t nnd  x die  sechs  Winkel- 
Puncte  der  umschriebenen  Figur,  alsdann  sind  diese  sechs  Puncte  die  Pole  der  Seilen  ei- 
nes eingeschriebenen  Sechsecks,  die  wir  der  Ordnung  nach  durch  AB,  BC,  CD,  DE,  EK 
und  KA  bezeichnen.  Wenn  wir  nnn  in  der  umschriebenen  Figur  uä  ziehen,  so  geht 


*)  Dieser  Satz  ist  für  den  Fall  des  Kreises  nnd  nicht  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  von  H.  He- 
chelte bemerkt  worden  nach:  Puissant,  Rccenil  etc.  Nro.  8 8. 


Digitized  by  Google 


200 


Zur  Theorie 


diese  Linie  durch  die  Pole  von  AB  und  DE,  und  ist  also  die  Polare  des  Durchschnitts 
dieser  beiden  Seiten  der  eingeschriebenen  Figur;  ebenso  ist  ßt  die  Polare  des  Durch- 
schnitts von  BC  und  EK,  und  endlich  yx  die  Polare  des  Durchschnitts  von  CD  und  KA. 
Da  diese  drei  Durchschnitte  in  gerader  Linie  liegen,  so  gehen  die  Polaren  derselben 
durch  ein  und  denselben  Punct,  den  Pol  jener  geraden  Linie.  Hiermit  ist  der  obige  Satz 
bewiesen,  nnd  zwar  in  derselben  Ausdehnung  als  der  Satz  der  993.  Nummer. 

Der  eben  bewiesene  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  von  folgendem : 

Wenn  ztvet  Sechsecke  dadurch  bestimmt  sind,  daß  die  Winkel- Puncte  des  einen, 
rücksichtlich  irgend  einer  beliebigen  Linie  zweiter  Ordnung,  die  Pole  der  Seiten  des 
andern  sind,  und  wenn  überdieß  in  dem  einen  Sechseck  die  Durchschnitte  der  drei 
Paare  gegenüberliegender  Seiten  in  gerader  Linie  liegen:  so  schneiden  sich  die  drei 
Diagonalen  des  andern  Sechsecks  in  ein  und  demselben  Puncte. 

Der  Beweis  ist  dem  obigen  ganz  gleich  *). 

321.  Aus  dem  Salze  vom  umschriebenen  Sechsecke,  den  wir  in  der  vorigen  Nummer 
bewiesen  haben,  ergibt  sich,  indem  wir  die  Richtung  von  zwei  an  einander  stofsenden 
Seiten  so  nehmen,  dafs  dieselben  nur  eine  einzige  gerade  Linie  bilden,  und  mithin  der 
Bcrührungs  - Punct  dieser  geraden  Linie  mit  der  Curre  an  die  Stelle  eines  Winkfl-Pnnc- 
tes  des  Sechsecks  tritt,  folgender  Satz: 

Wenn  man  in  einem  umschriebenen  Fünfecke  zwei  Paare  gegenüberstehender  Win* 
kel-Puncte  durch  zwei  Diagonalen  verbindet,  so  geht  diejenige  gerade  Linie,  welche 
man  durch  den ßtnfien  Winkel- Punct  und  den  Berührungs -Punct  der  gegenüberliegen- 
den Seite  legen  kann,  durch  den  Durchschnitt  jener  beiden  Diagonalen. 

Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  nachstehende  Sätze: 

Wenn  man  in  einem  umschriebenen  Vierecke  die  beiden  Diagonalen  zieht,  so  geht 
durch  den  Durchschnitt  derselben  jede  derjenigen  beiden  geraden  Linien,  welche  zwei 
gegenüberliegende  Berührungen  verbindet.  Verbindet  man  zwei  nicht  gegenüberliegende 
Berührungen  durch  eine  gerade  Linie , so  geht  dieselbe  durch  den  Durchschnitt  zweier 
gegenüberliegenden  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks  (310). 

Wenn  man  in  einem  umschriebenen  Dreiecke  die  drei  Winkel- Puncte  mit  den  ge- 
genüberliegenden Berührungs -Puncten  durch  gerade  Linien  verbindet,  so  schneiden  sich 
diese  drei  geraden  Linien  in  ein  und  demselben  Puncte. 

322.  Nach  dem  an  die  Spitze  der  320.  Nnmmcr  gestellten  Satze  können  wir,  wenn 
fünf  Tangenten  einer  Cnrve  zweiter  Ordnung  gegeben  sind,  auch  ohne  die  Curvo  selbst 
zu  kennen,  so  viele  neue  Tangenten  derselben  construircn,  als  wir  wollen.  Das  von  den 
gegebenen  Tangenten  gebildete  Fünfeck  sey  ABCDG.  Zieht  man  nun  z.  B.  AD,  und 
nimmt  anf  dieser  Linie  irgend  einen  Punct  P beliebig  an,  und  zieht  BP  und  CP,  so  wird 
DG  von  BP  in  irgend  einem  Ponctc  E,  GA  von  CP  in  irgend  einem  Puncte  F geschnit- 
ten. Durch  E und  F geht  alsdann  eine  sechste  Tangente  der  Curvc. 

Nach  dem  ersten  Satze  der  vorigen  Nummer  können  wir,  wenn  fünf  Tangenten  ge- 
geben sind,  sogleich  die  Berührungs -Puncte  auf  denselben  bestimmen.  Man  ziehe  zn 
diesem  Ende,  wenn  wiederum  ABCDG  das  von  den  gegebenen  Tangenten  gebildete  Fünf- 
eck ist , die  Diagonalen  AC  und  BG,  die  sich  in  irgend  einem  Functe,  den  wir  Q nennen 


*)  Gcrg.  Ann.  IV.  379. 
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wollen,  schneiden.  Alsdann  schneidet  die  durch  D und  Q gehende  gerade  Linie  die  Seite 
AB  im  gesuchten  Berührungs-Punctc.  Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  die  Übrigen  vier 
Berührnngs  - Punctc. 

323.  An  die  Theorie  der  Pole  schliefst  sich  auch  dasjenige  Verfahren  an,  welches 
Robert  Simson  zur  Bestimmung  der  Berührnngs- Punctc,  wenn  fünf  Tangenten  ge- 
geben sind,  angewendet  hat.  Es  scy  ncmlich  ABCDE  das  von  den  Tangenten  gebildete 
Fünfeck.  Man  verlängere  AB  und  DE  bis  zu  ihrem  gegenseitigen  Durchschnitte  F ; ver- 
längere ferner  CB  und  CD,  bis  sic  der  verlängerten  AE  in  G und  H begegnen.  Alsdann 
bilden  die  beiden  in  F und  G sich  vereinigenden  Tangenten-Paarc  eine  vollständige  vier- 
seitige Figur , und  ebenso  auch  die  beiden  in  F und  II  sich  vereinigenden  Tangenten- 
Paarc.  FG  und  FH  sind  Diagonalen  dieser  beiden  Figuren;  die  Pole  derselben  können 
wir  also  leicht  durch  den  Durchschnitt  der  jedesmaligen  beiden  übrigen  Diagonalen  be- 
stimmen. Diejenige  gerade  Linie,  welche  durch  die  auf  diese  Weise  bestimmten  Pole 
der  beiden  Diagonalen  FG  und  FH  geht,  ist  die  Polare  ihres  Durchschnittes,  des  Punc- 
tes  F , durch  welchen  auch  die  beiden  gegebenen  Tangenten  AB  und  DE  gehen , und 
diese  Polare  bestimmt  folglich  auf  diesen  beiden  Tangenten  die  Berührnngs -Punctc  *). 

324,  Die  vorstehenden  Erörterungen,  denen  wir  eine  noch  weit  gröfscrc  Ausdehnung  . 
hätten  geben  können,  schlicfsen  sich  an  die  analytische  Entwicklung  der  306.  Nummer 
an.  Wir  haben  überall  denjenigen  Fall  bisher  nur  vor  Augen  gehabt,  wo  eine  Linie  zwei- 
ter Ordnung  von  einem  Systeme  zweier  geraden  Linien  wirklich  geschnitten  wird,  und 
wir  also  zu  zwei  neuen  rcsultircndcn  Linien  - Systemen  kommen.  Aber  wir  dürfen  auch 
den  andern  Fall  nicht  aiifscr  Acht  lassen,  wo  die  Linien  des  gegebenen  Systems  beide 
der  Curvc  nicht  begegnen.  Alsdann  erhalten  wir  statt  der  beiden  resnltirendcn  Linicn- 
Systemc  zwei  Punctc,  und  diese  Punctc  liegen  nach  der  eben  angezogenen  Nummer  auf 
der  Polaren  des  Durchschnittes  der  beiden  Linien  des  ursprünglichen  Systems,  gerade  so, 
wie  in  dem  bisher  betrachteten  Falle,  auf  dieser  Polaren  die  Durchschnitte  der  beiden 
geraden  Linien  der  rcsultircndcn  Systeme  lagen.  Ebenso  liegt  der  Durchschnitt  des  ur- 
sprünglichen Systems  auf  der  Polaren  jedes  der  rcsultircndcn  Punctc.  Hiervon  überzeu- 
gen wir  uns  leicht.  Wir  wollen,  der  Kürze  wegen,  durch  die  erste  und  zweite  der  nach- 
stehenden Gleichungen: 

A = o,  B = o, 

die  Gleichungen  des  ursprünglichen  Linien  - Systems  und  der  Curvc  bezeichnen.  Alsdann 
Stellen,  bei  gehöriger  Bcstimmnng  von  fi  und  fi",  die  Gleichungen: 

A-f-,u'B  — o,  A+.u'B  = o, 

die  beiden  resnltircnden  Punctc  dar.  Hierbei  dürfen  wir  nicht  übersehen,  dafs  diese  Glei- 
chungen eine  bestimmte  Form  haben,  die  von  der  Gleichung  der  Curve  und  des  ur- 
sprünglichen Linien -Systems  abhängt,  und  dafs  sic  mithin  einen  Punct  darstcllcn,  auf 
den  sich  eine  Ellipse  von  bestimmtem  Axen  - Verhältnifs  redneirt  hat.  Aus  der  Verbin- 
dung einer  der  letzten  beiden  Gleichungen  mit  der  Gleichung  der  Curve  erhalten  wir  wie- 
derum die  andere  dieser  Gleichungen  nnd  die  Gleichung  des  Linien  - Systems.  Nehmen 
wir  liier  nun  denjenigen  Punct,  dessen  Gleichung  wir  mit  der  Gleichung  der  Curvc  ver- 


’)  Hamilton,  Lehre  von  den  Kegelschnitten.  S.  Buch,  letzter  Satz. 
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binden,  zum  Anfangs -Panctc  der  Coordinatcn,  so  können  wir  ihn  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form  der  Gleichung  (2)  der  300.  Nomincr: 

yJ+(*+x')xy4-*x’x2  = o, 

darstcllen,  nnd  erkalten  wie  dort,  hei  derselben  Bezeichnung: 

yy"+dx''+i  = o, 

wo  (y",  x")  einmal  den  rcsultircndcn  Punct,  das  andere  Mal  den  Durchschnitt  des  resolti- 
renden  Linien -Systems  bezeichnet. 

Wenn  wir  die  Gleichung  eines  Punctcs,  nntcr  was  flir  einer  Form  diese  Gleichung 
(des  zweiten  Grades)  auch  erscheinen  mag,  mit  der  Gleichung  irgend  einer  Linie  zweiter 
Ordnung  verbinden,  so  können  wir  niemals  zu  den  Gleichungen  von  noch  zwei  neuen 
Pimctcn  kommen;  wir  erhalten  immer  die  Gleichung  eines  Systems  zweier  geraden  Li- 
nien. Es  ist  nicht  nöthig,  hier  in  Entwicklungen  einzugehen,  die  denen  der  2fiy.  Nomincr 
ähnlich  sind;  wir  können  uns  von  der  Richtigkeit  des  eben  Ausgesprochenen  leicht  a 
priori  auf  folgende  Weise  überzeugen.  Wenn  wir  ncmlich  zwischen  der  Gleichung  des 
Punctcs  und  der  Gleichung  der  Curvc  nach  einander  x nnd  y climiniren,  so  kommen  wir 
zu  zweien  Gleichungen  vom  vierten  Grade  in  y und  x,  also  za  Gleichungen  von  folgen- 
der Form; 

x»+PyM-QyJ+F.y+S  = 0, 

x4-t-Tx'-+-bx2+Yx+W  = o.  l,) 

Wenn  cs  nun  ein  System  zweier  geraden  Linien  gibt,  dessen  Gleichung  eine  algebraische 
Folge  ans  den  Gleichungen  des  Punctcs  nnd  der  Curvc  ist,  so  müssen  wir  zn  denselben 
Gleichungen,  als  eben,  kommen,  wenn  wir  zwischen  der  Gleichung  des  Systems  und  der 
Cnrvc  (oder  des  Punctes)  x und  y climiniren..  Hiernach  können  wir  die  Realität  eines 
solchen  Linien -Systems  nachwciscn  und  zugleich  die  Gleichung  desselben  bestimmen. 
Vorausgesetzt,  dafs  der  Punct  nicht  auf  der  Curvc  selbst  liegt,  mufs  offenbar  jede  der 
beiden  Gleichungen  (1)  vier  imaginäre  Wurzeln  haben.  Diese  Wurzeln  ordnen  sich  aber, 
wie  bekannt,  paarweise  zusammen,  und  jedem  Paare  entspricht  ein  reeller  Factor  des 
zweiten  Grades,  so  dafs  obige  beiden  Glcichnngcn  (für  den  Fall  imaginärer  Wurzeln  nur 
auf  eine  einzige  Weise)  sich  in  zwei  reelle  Factoren  des  zweiten  Grades  zerlegen  lassen. 
Dem  entsprechend  können  wir  also  den  beiden  Gleichungen  (1)  folgende  Form  gehen: 

(y’+py+qXyH-ry+s)  = o, 

(x’-t-tx-f-uXx’-f-vx+w)  = o. 

Die  vier  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  entsprechen  den  vier  Wurzeln  der  zweiten  in 
einer  bestimmten  Ordnnng,  so  ncmlich,  dafs,  wenn  wir  zwei  solcher  sich  entsprechenden 
Wurzeln  dnreh  y und  x’  bezeichnen,  die  Gleichungen  der  Curvc  und  des  Punctcs  beide 
befriedigt  werden,  wenn  wir  in  dcusclbcn  jene  (imaginären)  Werthc  für  y und  x substi- 
tniren.  Der  Pnnct  (y,  x’)  spielt  die  Rolle  eines  imaginären  Durchschnittes  von  jenem  ge- 
gebenen Puncte  und  der  Curvc.  Offenbar  ordnen  sich  ferner  die  W urzeln  beider  Glei- 
chungen so  zusammen,  dafs  den  beiden  Wurzeln,  auf  welche  sich  derselbe  quadratische 
Factor  der  einen  Gleichung  bezieht,  zwei  solche  Wurzeln  der  andern  Gleichung  entspre- 
chet), die  ebenfalls  in  demselben  Factor  enthalten  sind.  Dem  entsprechend  mögen  die 
beiden  ersten  Factoren  der  Gleichungen  (2)  sich  auf  entsprechende  Wnrzcln  beziehen, 
und  ebenso  die  zweiten  Factoren.  Bei  dieser  Voraussetzung  bezeichnen  wir  die  Wurzeln 
der  Gleichungen: 

y’+py+q  = °>  x’+u+u  = o,  o> 
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durch  j‘  und  y",  und  durch  x'  und  x",  und  erhalten  alsdann  Ausdrücke  von  folgenden 

Formen:  _ 

y'  = m+nV-t,  y = m — nt/ — I; 

x'  = g-t-hl/ — 1,  x"  = g — hl/— I. 

Wir  können  nnn  ferner  eine  lineare  Gleichung: 

y+xx-Hr  =-  o, 

linden,  in  welcher  die  beiden  Wcrihe  von  x und  a so  bestimmt  sind,  dafs  die  Elimina- 
tion von  x and  y zwischen  dieser  Gleichung  (4)  und  der  Gleichung  der  Gurre  (oder  des 
Pnnctcs)  ebenfalls  zu  den  Gleichungen  (3)  führt.  Wir  kommen  am  leichtesten  zu  jener 
Gleichung,  indem  wir  nach  der  bekannten  Weise  die  Gleichung  derjenigen  geraden  Linie 
bilden,  welche  durch  die  beiden  (imaginären)  Pnncte  (y",  x”)  und  (y’,x'l  gebt.  Substitui- 
ren  wir  ucmlich  in  folgender  Gleichung: 

y-y  - W(x-x'), 

für  y”,  y , x“  und  x'  ihre  Werthc , so  erhalten  wir  eine  Gleichung,  ans  der  alle  ima- 
ginären Grüfsen  verschwunden  sind : 

j— m *=  £(*-g), 

und  wir  halben  also : 

n 

x — j-  ? ff  — 

Gani  auf  dieselbe  Weise  können  wir  eine  zweite  lineare  Gleichung : 

y+xx-H/  = o, 

bestimmen,  welche  SO  beschaffen  ist,  dafs  die  Elimination  von  x und  y-  zwischen  dieser 
Gleichung  und  der  Gleichung  der  Cnrvc  (oder  des  Puncles)  zn  folgenden  Gleichungen 
führt: 

y5+ry+s  = o, 

X'+VX-f-W  = o. 

Und  endlich  ist  klar,  dafs  alsdann  die  Elimination  jeder  der  beiden  veränderlichen  Grü- 
fsen zwischen  der  Gleichung: 

(y+xx+o)(y+x'x-4-o')  = o,  («) 

und  der  Gleichung  der  Curvc  (oder  des  Punctcs)  zn  derselben  Gleichung  führt,  als  die 
Elimination  derselben  veränderlichen  Gröfsc  zwischen  den  Gleichungen  der  Cnrvc  und 
des  Punctcs , nnd  also  die  vorstehende  Gleichung  (4)  des  Systems  zweier  reellen  geraden 
Linien  eine  algebraische  Folge  aus  den  Glcichnngcn  der  Cnrvc  nnd  des  Punctcs  ist. 

325.  Wenn  wir  irgend  vier  der  Gleichungen  (5)  — (9)  der  205.  Nummer  zusammen- 
stellen,  so  können  wir  zwischen  denselben  n,  5+5’  nnd  eliminiren,  und  kommen  als- 
dann zn  einer  Gleichung  zwischen  y"  und  x",  also  zn  der  Gleichung  eines  geometrischen 
Ortes,  auf  welchem  sich  die  Durchschnitte  der  beiden  geraden  Liuicn  der  resnllirenden 
Systeme,  oder  die  rcsnltircnden  Puncte  selbst,  befinden.  Zugleich  ist,  da  wir  nur  zwi- 
schen vier  jener  fünf  Glcichnngcn  climlnirt  haben,  die  Gleichung  jenes  geometrischen 
Ortes  unabhängig  von  einer  Constantcn  der  Linie  zweiter  Ordnung.  W ir  gehen  hier  in 
diese  Entwicklungen,  die  sich  durch  eine  schickliche  Annahme  der  Coordinaten  -Axon 
sehr  vereinfachen,  nicht  ein,  nnd  wollen  nur  einen  einzigen  solchen  Ort  auf  eine  etwas 
abweichende  Weise  bestimmen. 

Da  wir  in  der  vorigen  Nummer  gesehen  haben,  dafs  wir  durch  die  Verbindung  der 
Gleichung  eines  Punctes,  unter  irgend  einer  quadratischen  Form,  init  der  Gleichung  einer 

26  * 
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Curve  zweiter  Ordnung  immer  zn  der  Gleichung  eines  reellen  Linien -Systems  gelangen 
künnen,  so  wollen  wir  die  Leiden  geraden  Linien  dieses  Systems  gleich  als  Coordinaten- 
Axcn  nehmen.  Ist  hei  dieser  Annahme: 

yM-2axy4-(‘(xJ-t-2yy+2Jx+«  = o, 

die  Gleichung  der  Curve , so  sind  die  Gleichungen  der  resultirenden  Linien-Systcme  oder 
Puncte  in  folgender  Gleichung  enthalten: 

y’+aa'xy-HjSz’+ayy+aJx+f  = o, 

in  der  wir  d als  einen  unbestimmten  Goeflicienten  betrachten.  Diese  Gleichung  stellt 
alsdann  alle  möglichen  Linien  zweiter  Ordnung  dar,  welche  jede  der  beiden  Coordinaten- 
Axcn  in  denselben  beiden  (reellen  oder  imaginären)  Punctcn  schneiden  (264).  Der  Mittel- 
punct  jeder  besondern  dieser  Curven,  und  also  anch  — wenn  überhaupt  die  letzte  Glei- 
chung hei  einer  schicklichen  Annahme  von  d ein  System  zweier  geraden  Linien  oder  ei- 
nen Punct  darstellcn  kann  — der  Durchschnitt  der  beiden  geraden  Linien  des  Systems 
oder  der  Punct  selbst,  liegt  zugleich  anf  den  durch  folgende  Gleichungen  dargcstelltcn 
beiden  Durchmessern: 

y-f-ax+y  = o, 
uy+ßx+3  *=.  o. 

Wenn  wir  d zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  climinircn,  so  kommt: 

y’— (Sx’+yy — tfx  — O.  {:) 

Der  durch  die  letzte  Gleichung  dargestcllte  geometrische  Ort  ist  eine  neue  Linie  zwei- 
ter Ordnung,  die  durch  den  Anfangs  - Pnnct  der  Coordinaten  gebt  und  somit  alle  drei 
zngcordnclcn  Pole  enthält.  Wir  können  demnach,  in  dem  Falle,  daCs  ein  gegebenes  Li- 
nien-System  der  Curve  nicht  begegnet,  nnd  wir  also  zu  zwei  resultirenden  Punctcn  kom- 
men, diese  Punctc  durch  den  Durchschnitt  der  eben  bestimmten  Curve  und  der  Polaren 
desjenigen  Punetes,  in  welchem  die  beiden  geraden  Linien  des  gegebenen  Systems  sich 
kreuzen,  bestimmen.  Diese  Durchschnitte  sind  für  den  eben  bezeichncten  Fall  nolhwcn- 
dig  reell,  ebenso  wie  für  den  Fall,  dafs  beide  Linien  des  gegebenen  Systems  der  gegebe- 
nen Corve  begegnen.  Wenn  eine  dieser  geraden  Linien  die  gegebene  Curve  berührt,  so 
wird  in  demselben  Pnnclc  die  eben  bestimmte  Curve  (1)  von  der  Polaren  des  Durch- 
schnittes derselben  berührt.  Wenn  eine  dieser  geraden  Linien  die  gegebene  Cnrvc  schnei- 
det, die  andere  aber  ihr  nicht  begegnet,  so  wird  die  Curve  (l)  von  der  Polaren  nicht 
geschnitten,  die  Durchschnitte  sind  imaginär. 

326.  Wir  wollen  diesen  Paragraphen  beschlicfsen,  indem  wir  in  einige  Details  Uber 
die  Entwicklungen  der  letzten  Nnmmcr  eingchen.  Wir  haben  in  dieser  Nnmmer  folgen- 
den. Satz  bewiesen: 

Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpuncte  aller  Linien  zweiter  Ordnung,  weicht 
durch  dieselben  vier  Puncte  gehen,  ist  eine  Lime  derselben  Ordnung. 

Zwei  der  vier  Durchschnitts -Puncte  können  hierbei  imaginär  scyn,  nnd  diese  sind 
alsdann  bestimmt,  indem  eine  jener  Curven  und  eine  derselben  nicht  begegnende  gerade 
Linie  gegeben  ist;  cs  können  auch  zwei  Paar  Durchschnitte  imaginär  scyn,  und  diese  sind 
wiederum  bestimmt,  wenn  eine  der  Curven  und  zwei  derselben  nicht  begegnende  gerade 
Linien  gegeben  sind. 

Da  in  der  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Curve: 

_ yJ— 0x!+yy— dx  = 0,  (i> 

as  zweite  Glied  fehlt,  so  sind  zwei  zngeordnetc  Durchmesser  derselben  den  Coordinatcn- 
Axcn  parallel.  Wenn  die  Durchschnitte  der  in  der  vorigen  Nummer  durch: 
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y3+Ja'iy+(?x’+2j7+2Jx-H  = o,  (») 

dargesteliten  Curven  alle  vier  reell  sind,  so  erhallen  wir  mithin  die  Richtung  von  drei 
Paaren  zngeordneter  Durchmesser  der  Curvc  (t),  indem  wir  nach  einander  jedes  der  Lei- 
den Paare  gegenüberliegender  Seiten  nnd  die  beiden  Diagonalen  des,  durch  jene  vier 
Durchschnitts.  Punctc  bestimmten,  Vierecks  zu  Coordinaten- Aren  nehmen. 


Die  Gleichung  (l)  wird  befriedigt,  wenn  wir  zugleich: 
y = —y  nnd  x ■=  o. 


setzen,  woraus  wir  denn  ersehen,  dafs  die  bezügliche  Curvc  durch  die  Mitten  der,  in  die 
erste  und  zweite  Axe  fallenden  gemeinschaftlichen  Chorden  aller  Curvcn  (2)  geht,  also, 
' indem  wir  wiederum  die  Coordinaten  - Axcn  auf  dreifache  Weise  bestimmen,  durch  die 
'Mitten  derjenigen  sechs  geraden  Linien,  welche  die  vier  Durchschnitts  - Poncte,  paarweise 
genommen,  verbinden.  Dieselbe  Curvc  gebt  durch  den  drcilachen  Anfangs -Punct  der 
Coordinaten.  Wir  haben  also  folgenden  Satz  bewiesen: 

Wenn  man  vier  gegebene  Puncle,  paarweise  genommen,  durch  sechs  gerade  Linien 
• oerbindet,  so  liegen  die  Durchschnitte  jedes  Paares  dieser  Linien  und  die  sechs  Mitten 
derselben  auf  ein  und  derselben  Linie  zweiter  Ordnung , in  welcher  iiberdiefs  drei  Paare 
tugeordneter  Durchmesser  jenen  drei  Linien- Paaren  parallel  sind.  Diese  Linie  zwei- 
ter Ordnung  ist  der  Ort  der  Mittcipuncte  aller  möglichen  Linien  derselben  Ordnung, 
■ welche  durch  die  vier  gegebenen  Puncte  gehen. 


Wir  können  unmittelbar  noch  drei  andere  Puncte  derselben  Corve  bestimmen,  denn 
die  Gleichung  derselben  wird  auch  dann  befriedigt,  indem  wir  zugleich: 

S 

y=_y,  x 

nehmen.  Wir  haben  also  im  Ganzen  zwölf  Puncte  der  Curvc  bestimmt;  diese  Puncte 
liegen,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  auf  sechs  Durchmessern. 


327.  Wir  können  der  Gleichung  (1)  folgende  Form  geben: 
woran«  wir  erkennen,  dafs 


die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  der  bezüglichen  Curve  sind.  Es  ist  leicht,  diese  Coor- 
dinaten geradezu  zu  construircn.  Wir  sehen  aber  auch,  dafs  der  Mittelpunct  auf  den 

beiden,  durch  die  Poncte  (0,  o)  und  (— r,  o)  und  (”-1)  gehenden,  gera- 

den Linien  Hegt.  Die  zweite  der  eben  bezeiebneten  geraden  Linien  ist  diejenige,  welche 
die  Mitten  zweier  durch  die  vier  Durchschnitts -Punctc  gelegten  geraden  Linien  verbin- 
det. Mit  Berücksichtigung  der  dreifachen  Verbindung  der  vier  Durchschnitte  durch  zwei 
gerade  Linien,  wonach  ein  dreifaches  Coordinaten  - System  sieb  ergibt,  haben  wir  also 
folgenden  Satz  bewiesen: 

Wenn  man  in  einem  Viereck  die  Mitten  der  eegenüberstehenden  Seiten  und  der 
beiden  Diagonalen  durch  drei  gerade  Limen  verbiet,  so  schneiden  sich  diese  Limen 
in  demselben  Puncte.  Dieser  Punct  ist  der  Mittelpunct  derjenigen  Curve,  welche  die 
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Mittclpuncte  aller  durch  die  vier  Winkel  - Puncte  des  Vierecks  gehenden  Linien  iw  eit  er 
Ordnung  enthält. 

328.  Die  Gleichung  (3)  stellt  ein  System  zweier  geraden  Linien  dar,  wenn 

ßy1  *=  «p, 

und  aus  der  geometrischen  Bedeutung  von  fl,  y nnd  S ist  leicht  cinzusehen,  dafs  diese 
Bcdingungs- Gleichung  dann  Statt  findet,  wenn  die  Tier  Durchschnitts -Puncte  ein  Viereck 
mit  zwei  parallelen  Seiten  bilden.  Ein  besonderer  Fall  ist  derjenige,  wo  die  vier  Durch- 
schnitts-Puncte  sich  in  zwei  Bcriihrnngs-Puncten  vereinigen;  alsdann  ist,  indem  wir  die 
beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  zn  Coordinaten- Axcn  nehmen: 

ßy*  = «.  ßi. 

Die  Art  der  durch  (l)  oder  (3)  dargestellten  Curve  hängt  einzig  vom  Cocflicicntcn  fl 
ab.  Ist  ß = o , so  stellt  die  Gleichung  (2)  nur  solche  Corvcn  dar,  deren  eine  Asymptote 
der  ersten  Coordinaten- Axe  parallel  ist.  Die  Gleichung  (1)  bezeichnet  in  diesem  Falle 
eine  Parabel.  Der  geometrische  Ort  für  die  Mittclpuncte  aller  Hyperbeln,  welche  durch 
drei  gegebene  Puncte  gehen,  und  deren  eine  Asymptote  einer  gegebenen  geraden  Linie 
parallel  ist,  ist  also  eine  Parabel. 

18.  329.  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  denjenigen  Fall  noch  besonders  hervorheben,  wo 

fl  = — 1,  und  also,  bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten,  alle  sich  schnei- 
denden Curven  gleichseitige  Hyperbeln  sind  und  (1)  einen  Kreis  darstcllt.  Wir  haben 
früher  (295.)  gezeigt,  dafs  alle  gleichseitige  Hyperbeln,  welche  durch  dieselben  drei  Puncte 
M,  M'  und  M"  gehen,  sich  noch  in  ein  und  demselben  vierten  Puncte.  M"  schneiden, 
und  dafs  durch  diese  vier  Puncte  sich  dreimal  zwei  auf  einander  senkrechte  gerade  Linien 
legen  lassen.  Also : 

Die  Mittelpunde  aller  gleichseitigen  Hyperbeln , welche  durch  dieselben  drei  Puncte 
gehen , liegen  auf  dem  Umfange  eines  Kreises. 

Dieser  Kreis  geht  durch  die  Fufs-Purictc  der  von  den  Winkel -Pnnctcn  des  Dreiecks 
MM'M”  auf  die  gcgcnilbcrstehcnden  Seiten  gefällten  Perpendikel.  Diese  Fufs- Puncte  Q, 
Q'  und  Q"  sind  drei  zugcordnetc  Puncte  fllr  jede  der,  durch  M,  M’  und  M*  gehenden, 
gleichseitigen  Hyperbeln,  so  dafs  also  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  QQ'Q”  die  Polaren 
der  drei  gegenüberstehenden  Winkel-Punclc  sind.  Derselbe  Kreis  geht  durch  die  Mittet} 
der  sechs  Chorden  MM  , MM  , MM  , MM  , MM  und  M M , nemlich  dnreh  die 
Puncte  R,  S,  T,  U,  V und  W.  In  dem  Mittelpnncte  des  Kreises  schneiden  sich  HW, 
SV  und  TU. 

Wir  können  hiernach,  wenn  vier  Puncte  gegeben  sind,  den  Miltelpunct  derjenigen 
gleichseitigen  Hyperbel  finden  , welche  durch  die  vier  gegebenen  Puncte  geht.  Indem  wir 
nemlich  je  drei  dieser  Puncte  durch  gerade  Linien  verbinden,  erhalten  wir  vier  Dreiecke; 
durch  die  Mitten  der  drei  Seiten  jedes  dieser  Dreiecke,  oder  (was  hiemit  auf  Eins  hinaus- 
kommt) durch  die  Fufs -Puncte  der  drei  von  den  \\  inkcl  -Punctcn  auf  die  gegenüberlie- 
genden Seiten  gefällten  drei  Perpendikel,  können  wir  einen  Kreis  legen.  Die  vier  auf 
diese  Weise  bestimmten  Kreise  schneiden  sich  in  demselben  Puncte , dem  gesuchten  Mit- 
telpunctc. 

Wenn  sich  durch  die  vier  gegebenen  Puncic  ein  System  zweier  auf  einander  senk- 
rechten geraden  Linien  legen  läfstAo  ist  die  Aufgabe  unbestimmt,  sonst  liifst  sic  immer 
nur  eine  einzige  Auflösung  zu.  Esxüimcn  sich  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  nur  in  sol- 
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chen  vier  Puncten  schneiden,  dnrch  welche  sich  zwei,  auf  einander  senkrechte,  gerade 
Linien  legen  lassen. 

W enn  vier  gerade  Linien  gegeben  sind,  so  sind  in  der  von  denselben  gebildeten  voll- 
ständigen vierseitigen  Figur  die  Durchschnitts -Punctc  der  drei  Diagonalen  drei  zugeord- 
ncte  Punctc  für  alle  diejenigen  Curven  zweiter  Ordnung,  welche  die  vier  gegebenen  gera- 
den Linien  berühren.  Wenn  unter  diesen  Curven  sich  eine  gleichseitige  Hyperbel  befin- 
det, so  liegt  ihr  Mittclpunct  auf  dem  durch  die  drei  zugeordneten  Punctc  gehenden  Kreise, 
und  befindet  sich  also  nach  dem  Satze  der  278.  Nummer  in  einem  Durchschnitte  dieses 
Kreises  und  derjenigen  geraden  Linie , welche  durch  die  Mitten  der  Diagonalen  der  von 
den  Tangenten  gebildeten  vollständigen  vierseitigen  Figur  gebt. 

Die  Resultate  dieser  Nummer  sind  bekannt  *}. 


§.  7. 

Winke!  - Beziehungen.  Brennpuncte. 


830.  Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  zuvörderst  eine  Ellipse  betrachten,  und  Fig.  23. 
dieselbe  auf  ihre  beiden  Axen  beziehen;  dem  entsprechend  gehen  wir  von  folgender  Glei- 
chung aus: 

A’y’+BV  = A’B4.  (>) 

Bezeichnen  wir  ferner  irgend  einen  beliebigen  Punct  durch  (y,  x'),  so  wird  das  System 
der  beiden  durch  diesen  Punct  gehenden  Tangenten  nach  der  277-  Nummer  durch  fol- 
gende Gleichung  dargestellt: 

A’fy— y')4—  (xy—  x'y)4-f-B4(x— x')4  — 0, 

die,  entwickelt,  folgende  Form  annimmt:  • 

(A4— x'4)y4+2x'y'xy-+-(B4 — y'4)x4 — 2A4y'y — 2B4x‘x-f-A4y'4+B4x'4  = 0.  (•) 

Wir  können  endlich  in  der  allgemeinen  Gleichung  eines  Systems  zweier  geraden  Linien: 

y4+{x-Hf')xy+xx'x4+  etc.  = o 

(k+x’)  und  xx  so  bestimmen,  dafs  diese  Gleichung  sich  mit  der  Gleichung  (2)  zu  der  Glei- 
chung eines  Kreises  (d*r  für  den  Fall,  dafs  die  geraden  Linien  des  Systems  durch  den 
Durchschnitt  der  Tangenten  gehen,  sich  auf  einen  Punct  redudrt)  verbinden  läfst.  Als- 
dann bilden  die  beiden,  durch  die  so  bestimmte  Gleichung  bczcichncten , geraden  Linien, 
paarweise  mit  den  beiden  Tangenten  zosammcngcstcllt,  gleiche  W'inkcl  mit  diesen  (2%). 
Folgende  Gleichung,  die  ein  System  zweier  durch  den  Punct  (y,  x'l  gehenden,  geraden 
Linien  ausdrückt: 

n(y— y')4+2x'y'(x— x’Xy— y')+m(x— x')4  = o, 

erfüllt  die  eben  gemachte  Bedingung,  wenn  wir  n und  m so  bestimmen,  dafs  die  Glei- 
chung: 

A4 — x’4 — n = B4 — y'! — m 

befriedigt  wird,  was  auf  nnendlicbfachc  Art  geschehen  kann.  Unter  den  auf  diese  Weise 
bestimmten  Systemen  zweier  geraden  Linien,  die  durch  den  Punct  (y',  x’),  den  Durch- 
schnitt der  Tangenten,  gehen,  gibt  ca  ein  solches,  welches  der  ersten  Axe  in  zweien 


')  Determination  dune  hyperbole  dquilatire  par  Br ia neben  et  Poneclct.  Gerg,  Amt. 
XI.  20S  — 220: 
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Puncten  begegnet,  deren  Abscissen  unabhängig  sind  von  y'  und  x'.  Die  Gleichnng  dieses 
Linien- Systems,  (welche  wir  leicht  anf  directe  Weise  bestimmen  können,)  ist,  indem  wir 
A’— .BJ  = E1  setzen,  folgendes 

(EJ— x'J)y»-p2x'y'(x— x)(y— y')— y'J(x— x')*  =.  o; 
denn  liehen  wir  diese  Gleichung  von  (I)  ab,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  eines  Kreises 
(dessen  Radius  gleich  Null  ist),  und  wenn  wir  in  derselben  y = o setzen,  so  kommt: 

X = ±E. 

Wenn  wir  statt  einer  Ellipse  eine  Hyperbel  betrachten,  und  also  statt  der  Glei- 
chung (1)  folgende  genommen  hätten: 

A:y5— B-x1  <=  — AJB!,  , 

so  wären  die  vorstehenden  Entwicklungen  ganz  dieselben  geblieben,  nur  hätten  wir  über- 
all (— B3)  mit  Bl  vertauschen,  nnd  also  auch  EJ  gleich  (AM-B1)  setzen  müssen. 

Wir  haben  also  bewiesen,  dafs  cs  in  jeder  Ellipse  und  Hyperbel  zwei  Puncte  gibt, 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  wenn  man  von  irgend  einem  beliebigen  Puncte  Tan- 
genten an  die  Cnrvc  und  nach  den  beiden  festen  Puncten  gerade  Linien  zieht,  die  eine 
dieser  geraden  Linien,  die  eine  Tangente  unter  denselben  Winkeln 
schneidet,  als  die  andere  gerade  Linie  die  andere  Tangente,  ln  der  23. 
Figur,  die  sich  anf  den  Fall  der  Ellipse  bezieht,  ist: 

TPF  = TPF,  TPF'  = TPF. 

Die  beiden  in  Rede  stehenden  Puncte  heifsen  Brcnnpuncte.  Für  den  Fall  der  Ellipse 
liegen  dieselben  auf  der  gröfsern  Axe,  zu  beiden  Seiten  des  Mittelpnnctcs  in  einer  Ent- 
fernung, die  gleich  ist  V'A’— B3.  Wir  erhalten  hiernach  die  beiden  Brennpnnclc  der  El- 
lipse, indem  wir  aus  einem  der  End- Puncte  der  kleinern  Axe,  mit  der  halben  gröfsern 
Axe,  als  Radius,  einen  Kreis  beschreiben j dieser  Kreis  schneidet  die  grüfscre  Axe  in  den 
beiden  Brcnnpuncten  F und  F'.  Diese  Puncte  liegen  zwischen  zweien  beliebigen  Tan- 
genten. Für  den  Fall  der  Hyperbel  befinden  sich  die  beiden  Brcnnpuncte  auf  derjenigen 
Axe,  welche  der  Curve  begegnet,  zu  beiden  Seiten  des  Mittelpnnctes  in  einer  Entfernung 
VA’-t-B1,  die  der  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich  ist,  dessen  beide  Ka- 
thoden die  halben  beiden  Axcn  sind.  Die  so  bestimmten  Puncte  liegen  jjgimcr  in  zwei 
von  irgend  zweien  Tangenten  gebildeten  Scheitel.-  Winkeln. 

Auf  der  kleinern  Axe  der  Ellipse,  so  wie  auf  derjenigen  Axe  der  Hyperbel,  welche 
der  Cnrve  nicht  begegnet,  liegen  keine  Brcnnpuncte,  da  die  entsprechenden  Wertho  von 
E imaginär  werden. 

Man  kann,  wie  cs  in  jeder  elementaren  Behandlung  der  Linien  zweiter  Ordnung  ge- 
schieht, ohne  alle  Mül  re  zeigen,  dafs,  für  den  Fall  der  Ellipse,  die  Summe,  für  den 
Fall  der  Hyperbel  der  Unterschied  der  Abstände  jedes  Ptmctcs  der  Curve  von  jenen 
beiden,  auf  die  eben  angczcigte  Art  bestimmten,  Punctcn,  Brcnnpuncte  genannt,  ton- 
Staat,  nnd  zwar  der  ersten  Axe  der  Curven  gleich  ist. 

33!.  Der  in  der  vorigen  Nummer  analytisch  bewiesene  Satz  gilt  für  jede  beliebige 
Lage  des  Pnnclcs  P oder  (y',  x'),  nur  mufs  dieser  Punct  aufscrhalb  der  Ellipse  oder  Hy- 
perbel liegen,  denn  nur  in  diesem  Falle  lassen  sich  von  einem  solchen  Pnncte  Tangenten 
ziehen,  und  nur  in  diesem  Falle  stellt  die  Gleichung  (2)  zwei  reelle  gerade  Linien  nnd 
nicht  einen  isolirten  Punct  dar.  Wenn  der  Punct  (y',  x')  auf  der  Curve  seihst  liegt,  so 
stellt  die  letztgenannte  Gleichnng  (2)  zwei  in  eine  einzige  Tangente  zusammcnfallcnde  ge- 
rade Linien  dar,  so  dafs  als  ganz  spccieller  Fall  des  oben  Bewiesenen  dargethan  ist. 
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dafs  die  Tangente  in  irgend  einem  Punctc  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
mit  den,  von  demselben  Punctc  nach  den  beiden  Brcnnpunctcn  gezoge- 
nen, geraden  Linien  gleiche  Winkel  bildet;  und  zwar  so,  dafs  in  dem  Falle 
der  Hyperbel  der  von  den  eben  bezcichnctcn  geraden  Liniert  gebildete  Winkel  selbst, 
in  dem  Falle  der  Ellipse  aber  der  Nebenwinkel  desselben  von  der  Tangente  hal- 
birt  wird.  Hieraus  folgt  denn,  nach  dem  Grundgesetze  aller  Spiegelung,  dafs,  bei  der 
Ellipse,  ein  Lichtstrahl,  der,  von  einem  Brcnnpuncte  ausgehend,  anf  einen  Punct  der 
Ellipse  fallt,  nach  dem  andern  Brcnnpuncte  zorilckgc» orfen  wird;  bei  der  Hyperbel 
hingegen  ein  von  einem  Brcnnpuncte  ausgehender,  und  auf  irgend  einen  Fnnct  eines  der 
• beiden  Zweige  der  Hyperbel  fallender  Lichtstrahl,  so  zurtickgcworfen  wird,  als  käme 
er  von  dem  andern  Brcnnpuncte. 

Die  Art,  wie  wir  in  der  vorigen  Nummer  die  Brcnnpuncte  cingcfährt  haben,  ist  also 
ihrer  Benennung  ganz  entsprechend. 

232.  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  sehen,  wie  die  Resultate  der  beiden  vorigen  Fig.  24. 
Nummern  sich  für  den  Fall  der  Parabel  modificiren.  Die  Gleichung  der  Parabel,  die 
wir  zum  Grunde  legen  wollen,  ist,  bei  der  Annahme  rechtwinkliger  Coordinaten,  folgende: 

y 1 = 2px.  CO 

Die  Gleichnng  zweier  sich  in  irgend  einem  Punctc  (y,  x')  schneidenden  Tangenten,  ist 
hiernach  {277) : 

a(y—  y')(y'* — *»— p(*— *')’  = °> 

und,  wenn  wir  entwickeln,  gebt  diese  Gleichung  in  folgende  Uber: 

y*y+-’/»p*’— *yy-Hy'J— ptt'^+VaP*'1  = (») 

Wir  können  bier  wiederum  unendlich  viele  Systeme  zweier  geraden  Linien  bestimmen, 
deren  Gleichung  sich  mit  vorstehender  Gleichung  des  Tangenten -Systems  zu  der  Glei- 
chung eines  Kreises  verbinden  liefst.  Geben  wir  zn  diesem  Ende  der  Gleichung  eines  Sol- 
chen Systems  zweier  geraden  Linien,  von  denen  wir  zugleich  voranssetzen , dafs  sich  die- 
selben im  Pnncte  (y\  x'j,  dem  Durchschnitte  der  Tangenten  schneiden,  folgende  Form: 
n{y— y‘)a— y'(x— xXy— y'H-mfz— x’}*  = o,  (3) 

so  brauchen  wir  blofs  n und  m auf  solche  Weise  zu  bestimmen,  dafs  folgende  Gleichung 
befriedigt  wird: 

x'— n = yap — m. 

Selzen  wir  m = o,  und  also  n = x'— '/jp,  so  erhalten  wir  statt  (8)  folgende  Gleichung: 

(y— /zp)(y— y *'))  = <>• 

Ton  den  beiden  einzelnen  geraden  Linien,  welche  diese  Gleichung  darstcllt,  ist  eine  pa- 
rallel der  Axc  der  Parabel,  die  andere,  für  sich  allein  durch  folgende  Gleichung  dar- 
gestcllt : 


schneidet  die  Axe  der  Parabel  in  einem  Punctc  (o,  ’/jp),  der  immer  derselbe  bleibt,  wo 
wir  auch  den  Durchschnitt  der  Tangenten  (y’,  x')  annehmen  mögen.  Es  gibt-also  in  der 
Parabel  einen  festen  und  conslantcn  Punct,  der  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs,  wenn  man 
von  irgend  einem  beliebigen  Puncte  ans  zwei  Tangenten  an  die  Curvc  und  eine  gerade 
Linie  nach  jenem  festen  Pnncte  zieht,  diese  gerade  Linie  mit  einer  der  beiden 
Tangenten  dieselben  Winkel  bildet,  als  die  andere  Tangente  mit  ei- 
nem beliebigen  Durchmesser  der  Parabel.  Dieser  feste  Punct  heifst  der 
Brennpunct  der  Parabel,  und  liegt  auf  der  Axe  derselben,  in  einer  Entfernung 
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vom  Scheitel,  die  gleich  i$t  */sp,  d.  h.  dem  vierten  Theile  des  Parameters.  In  der  24. 
Figur  ist  F der  Brennpunet,  und  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  ist: 

TPG  = FPT",  TPF  = GPT. 

Wenn  wir  den  Pnnct  P oder  (y',  x)  auf  der  Parabel  selbst  annehmen,  so  fallen  die 
beiden  durch  (2)  dargestellten  Tangenten  in  eine  einzige  zusammen,  und  alsdann  liegt  in 
der  vorstehenden  analytischen  Entwicklung  unmittelbar,  als  besonderer  Fall,  der  bekannte 
Satz,  dafs,  wenn  man  irgend  eine  beliebige  Tangente  an  die  Parabel  legt  und  durch  den 
Beriihrnngs  Punct  eine  gerade  Linie  parallel  mit  der  Aze,  eine  andere  nach  dem  Brenn- 
punctc  zieht,  diese  beiden  geraden  Linien  mit  der  Tangente  gleiche  Win- 
kel  bilden.  Hieraus  ergibt  sich  denn  wiederum,  nach  dem  vorhin  schon  erwähnten 
Spiegelungs- Gesetze,  dafs  jeder  Lichtstrahl,  der  in  irgend  einem  Puncte  der  Parabel 
parallel  mit  der  Axe  auffällt,  in  den  Brennpunet  zurilckgeworfcn  wird,  und,  umgekehrt, 
dafs  alle  von  dem  Brcnnpunctc  ausgehenden  Strahlen  so  von  der  Parabel  reOectirt  wer- 
den, dafs  sie  parallel  nntcr  sich  und  mit  der  Axe  Fortgehen. 

333.  Die  in  den  letzten  Nummern  bewiesenen  allgemeinen  Sätze  sind  folgende: 

Wenn  man  i’on  ipgend  einem  gegebenen  Puncte  Tangenten  an  eine  gegebene  Ellipse 
oder  Hyperbel  und  zwei  gerade  Linien  nach  den  beiden  Brennpunctcn  zieht,  so  bildet 
eine  dieser  geraden  Linien  mit  einer  Tangente  dieselben  Winkel,  als  die  andere  gerade 
Linie  mit  der  andern  Tangente. 

Wenn  man  von  irgend  einem  Puncte  Tangenten  an  eine  gegebene  Parabel  legt  und 
eine  gerade  Linie  nach  dem  Brennpuncle  zieht,  so  bildet  eine  Tangente  mit  der  zuletzt- 
gezogenen  geraden  Linie  dieselben  Winkel,  als  die  andere  Tangente  mit  einem  beliebi- 
gen Durchmesser  der  Parabel. 

Ans  diesen  beiden  Sätzen  (von  denen  der  letztere,  indem  wir  annehmen,  dafs  der 
zweite  Brennpunet  der  Parabel  unendlich  weit  entfernt  liegt,  in  dem  erstem  enthalten 
ist,)  lassen  sich  durch  leichte  Combinationen  eine  Menge  anderer  herlcilen,  und  aus  die- 
sem Grunde  stellen  wir  dieselben,  als  Hauptsätze,  an  die  Spitze  der  nächsten  Nummern. 
Auf  die  glückliche  Auswahl  solcher  Sätze  beruhet  die  Leichtigkeit  und  Eleganz  der 
Darstellung.  Mir  scheint  cs  hierbei  ein  charactcristischcr  Umstand  zu  scyn , dafs  dieje- 
nigen Sätze,  um  welche  sich  eine  Reihe  von  Sätzen,  gleichsam  als  Corollaricn,  gruppirt, 
aus  einer  unmittelbaren  Verbindung  der  analytischen  Ausdrücke  sich  ergeben. 

334,  Wenn  irgend  eine  Hyperbel  gegeben  ist,  und  wir  statt  einer  der  bisher  be- 
trachteten Tangenten  eine  Asymptote  nehmen,  so  ergibt  sich  aus  der  vorigen  Nummer 
sogleich  folgender  Satz: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Puncte  einer  Asymptote  einer  gegebenen  Hyperbel 
eine  Tangente  an  die  Curve  legt,  und  zwei  gerade  Linien  nach  den  beiden  Brennpunc- 
ten  zieht,  so  bildet  eine  dieser  beiden  geraden  Linien  mit  der  Tangente  dieselben  Win- 
kel , als  die  andere  gerade  Linie  mit  der  Asymptote . 

335.  Wenn  irgend  ein  Pnnct  einer  Linie  zweiter  Ordnung  und  die  beiden 
Brcnnpnnctc  derselben  gegeben  sind,  so  kanu  man,  anf  bekannte  Weise,  in  dem 
gegebenen  Pnnctc  die  Tangente  construircn,  indem  man  von  diesem  Puncte  nach  den 
beiden  Brennpunctcn  gerade  Linien  zieht,  nnd  einmal  den  Winkel,  den  diese  beiden  ge- 
raden Linien  mit  einander  bilden,  das  andere  Mal  den  Nebenwinkel  desselben,  durch  eine 
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gerade  Linie  halbirt.  Es  lassen  sich  hiernach  durch  den  gegebenen  Pnnct  zwei  verschie- 
dene Linien  zweiter  Ordnung  legen,  welche  zwei  gegebene  Punctc  zn  Brennpuncten  ha- 
ben, eine  Hyperbel  und  eine  Ellipse;  die  eine  der  eben  hezeichnctcn  Ilalbinings  - Linien 
berührt  die  Hyperbel,  die  andere  die  Ellipse. 

Zugleich  ergibt  sich  hier  auf  ganz  elementare  Weise  folgender  Satz,  der  nicht  ohne 
Aufwand  von  Rechnung  in  den  Annalen  von  Gcrgonne  *)  bewiesen  worden  ist: 

IVenn  eine  Ellipse  und  Hyperbel  dieselben  Brennpuncte  haben,  so  schneiden  sich 
dieselben  unter  rechtem  Winkel.  Oder;  Alle  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  welche  diesel- 
ben Brennpuncte  haben,  werden  von  ein  und  derselben  Hyperbel  oder  Ellipse,  die  eben- 
Jalls  dieselben  Brennpuncte  hat,  unter  rechten  Winkeln  geschritten. 

Wenn  die  Richtung  der  Durchmesser  einer  Parabel,  der  Brennpunct  und  irgend  ein 
Pnnct  ihres  Umfanges  gegeben  ist,  so  können  wir,  ähnlich  wie  bei  der  Ellipse  und  der 
Hyperbel , in  dem  gegebenen  Punctc  die  Tangente  constmiren.  Wir  erhalten  für  die- 
selbe eine  von  zwei  auf  einander  senkrechten  geraden  Linien,  wodurch  zwei  unter  rech- 
ten W inkeln  sich  schneidende  Parabeln  angezeigt  werden,  weiche  denselben  Brennpunct 
und  dieselbe  Axc  haben,  und  sich  im  gegebenen  Puncte  schneiden. 

336.  Wenn  die  heiden  Brennpuncte  und  eine  Tangente  gegeben  sind,  so 
können  wir,  wie  bekannt,  leicht  den  Bcrührungs-Punct  auf  derselben  bestimmen.  Dieser 
Punct  ist  ftir  den  Fall  der  Ellipse,  wo  die  beiden  Brennpuncte  auf  derselben  Seite  der 
Tangente  liegen,  von  allen  Pnncton  dieser  Linie  derjenige,  für  welchen  die  Summe  der 
Abstande  von  den  beiden  Brennpuncten  ein  minimum  ist;  für  den  Fall  der  Hyperbel, 
wo  die  heiden  Brennpuncte  zu  beiden  Seiten  der  Tangente  liegen,  derjenige,  für  welchen 
die  Differenz  jener  Abstände  ein  maxhnum  ist.  Wir  können  ferner,  nach  der  333.  Num- 
mer, von  jedem  beliebig  auf  der  gegebenen  Tangente  angenommenen  Puncte  unmittelbar 
eine  (zweite  Tangente  construircn.  Seyen  in  der  23.  Figur  F und  F'  die  beiden  Brcnn- 
pnncte,  TP  irgend  eine  Tangente,  und  auf  derselben  P der  beliebig  angenommene  Pnnct. 
Zieht  man  nun  PF  und  PF',  und  endlich  PT'  so,  dafs  F'PT'  = FPT,  so  ist  die  zuletzt 
gezogene  gerade  Linie  PT'  die  verlangte  Tangente.  Durch  die  beiden  Brennpuncte  und 
eine  Tangente  ist  eine  einzige  Linie  zweiter  Ordnung  bestimmt. 

Auf  ähnliche  Weise  können  wir,  wenn  der  Brennpnnct  einer  P arabel,  die  Rich- 
tung ihrer  Durchmesser  und  irgend  eine  Tangente  derselben  gegeben  ist,  durch  jeden 
Punct  dieser  Tangente  eine  nene  Tangente  legen.  Scy  in  der  2 Z,.  Figur  F der  Brenn* 
pnnct,  PG  ein  Durchmesser,  TP  die  gegebeno  Tangente  nnd  P der  beliebig  auf  derselben 
angenommene  Punct.  Bestimmt  man  nun  eine  gerade  Linie  PT'  so,  dafs  TPG  = FPT', 
so  ist  diese  Linie  die  gesuchte  Tangente.  Der  Winkel  FPT'  bleibt  immer  derselbe,  wo 
wir  auch  den  Punct  P auf  der  gegebenen  Tangente  annehmen  mögen.  Hiernach  ergehen 
sich  folgende  beiden  bekannten  Sätze: 

Wenn  man  den  Scheitel  eines  Winkels  von  gegebener  Größe  auf  einer  gegebenen 
geraden  Linie  fortrücken  läßt , während  ein  Schenkel  desselben  um  irgend  einen  festen 
Punct  sich  dreht,  so  berührt  der  andere  Schenkel  in  allen  seinen  Lagen  ein  und  dieselbe 
Parabel.  Der  feste  Punct  ist  der  Brennpunct  und  die  gegebene  gerade  Linie  eine  Tan- 
gente dieser  Parabel. 


*)  Gerg.  Ann.  XIII.  p.  3X6. 
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Wenn  man  von  dem  Brennpuncte  einer  Parabel  aus  nach  allen  mliglichen  Tangen- 
ten unter  demselben  Winkel  gerade  Linien  zieht,  so  liegen  alle  Fuß -Puncte  dieser  ge- 
raden Linien  auf  einer  neuen  geraden  Linie,  die  selbst  eine  jener  Tangenten  ist  •). 

33'.  Wenn  nur  ein  Brcnnpnnct  gegeben  ist,  so  sind  noch  drei  Puncte  oder 
Tangenten  nüthig,  damit  eine  Linie  zweiter  Ordnung  vollständig  bestimmt  sey.  Wir 
wollen  ans  auf  denjenigen  Fall  beschränken,  dafs  drei  Tangenten  gegeben  sind,  und, 
indem  wir  uns  auf  die  23.  Figur  beziehen,  F fiir  den  gegebenen  Brennpunct  und  PMN 
ihr  das,  von  den  drei  gegebenen  Tangenten  gebildete,  Dreieck  nehmen.  Die  333.  Num- 
mer führt  uns  hier  aul  der  Stelle  zur  Bestimmung  des  andern  Brcnnpnnctes.  Verbinden 
wir  ncmlich  zwei  W'inkel- Puncte  jenes  Dreiecks,  etwa  P und  M,  durch  zwei  gerade  Li- 
nien mit  dein  gegebenen  Brennpuncte  F,  so  liegt  der  andere  Brennpunct  in  dem  Durch- 
schnitte derjenigen  beiden  geraden  Linien  PF'  und  MF’,  die  wir  sogleich  erhalten,  indem 
wir  die  Winkel  TPF  und  TPF , TMF  und  SMF'  gleich  nehmen; 

Durch  den  auf  diese  Weise  bestimmten  Brcnopunct  F'  geht  auch  noch  eine  dritte 
gerade  Linie  NF',  welche  dadurch  bestimmt  ist,  dafs  die  Winkel  SNF  und  T'NF  gleich 
sind.  Hierdurch  ist  also  für  jedes  Dreieck  nachstehender  Satz  bewiesen,  der  als  eine  Ver- 
allgemeinerung des  Satzes  anzusehen  ist,  dafs  diejenigen  drei  geraden  Linien,  welche  die 
drei  W inkel  eines  Dreiecks  halbiren,  in  demselben  Puncte  sich  schneiden. 

Wenn  man  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks  irgendwo  einen  Punct  annimmt, 
und  durch  jeden  Winkel- Punct  des  Dreiecks  eine  gerade  Linie  nach  diesetn  Puncte  nnd 
eine  andere  so  zieht,  dafs  die  beiden  geraden  Linien  mit  den  in  demselben  Winkcl-Pnnct 
sich  schneidenden  beiden  Seiten  des  Dreiecks  gleiche  Winkel  bilden,  so  erhalten  wir  au- 
fscr  den  drei,  sich  im  beliebig  angenommenen  Puncte  schneidenden,  geraden  Linien,  noch 
drei  andere,  welche  ebenfalls  durch  eia  und  denselben  Punct  gehen. 

Wenn  der  beliebig  angenommene,  innerhalb  oder  aufscrhalb  des  Dreiecks  liegende, 
Punct  auf  der,  einen  W:inkcl  des  Dreiecks  lialbirenden  geraden  Linie  sich  befindet,  so 
enthält'  diese  gerade  Linie  auch  den  Constrnctions-Panct,  und  ist  mithin  die  Axc  der 
Cnrve. 

Der  letzte  Satz  vom  Dreieck  besteht  auch  dann  noch,  wenn  der  gegebene  Punct  un- 
endlich weit  liegt  nnd  man  also  (Fig.  24.J  durch  die  Winkel -Puncte  des  Dreiecks  PMN 
in  beliebiger  Richtung  drei  parallele  gerade  Linien  MK , PG  und  Mil  zieht.  Alsdann  ist 
der  Durchschnitt  der,  wie  eben,  bestimmten  drei  geraden  Linien  MF,  PF  und  NF  der 
Brennpunct  derjenigen  Parabel,  welche  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  berührt,  nad  welche 
MK,  PG  nnd  NH  zn  Durchmessern  bat. 

338.  Wenn  man  in  einem  gegebenen  Dreieck,  erstens  den  Mittclpunct  des  ura 
dasselbe  beschriebenen  Kreises,  zweitens  denjenigen  Pnnct,  in  welchem  sich  die  drei, 
von  den  W inkel-Puncten  anf  die  gegenüberliegenden  Seiten  gefällten,  Perpendikel  kreu- 
zen, bestimmt,  und  alsdann  von  diesen  beiden  Puncten  zwei  gerade  Linien  nach  jedem 
der  drei  Winkel -Puncte  des  Dreiecks  zieht,  so  bildet  jedes  Paar  solcher  Linien  mit  den- 
jenigen beiden  Dreiecks  - Seiten , durch  deren  Durchschnitt  dieselben  gehen,  gleiche  Win- 


*)  1 Morenies  nouv&ux  sur  les  lignes  du  sccond  ordre.  Par  PoncclcL  Gerg.  Aon.  VIII.  p 
3 — 13. 
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kel  *).  Nach  der  vorigen  Nummer  sind  also  die  eben  bezeichnctcn  Puncte  die  beiden 
Drennpunctc  einer  in  das  gegebene  Dreieck  beschriebenen  Linie  zweiter  Ordnung,  die, 
was  leicht  erhellt,  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  Ist,  je  nachdem  das  gegebene  Dreieck  nur 
spitze , oder  auch  einen  stumpfen  Winkel  hat.  Da  diese  Linie  zweiter  Ordnung  die  drei 
Seiten  des  Dreiecks  berührt,  so  ist  nebenbei  bewiesen,  rlafs,  für  den  Fall  eines  spitzwink- 
ligen Dreiecks,  dss  min/rnum  der  Summe  der  Abstande  aller  einzelnen  Puncte  der  Dreiecks- 
Seiten  von  jenen  beiden  eben  bestimmten  Punctcn,  ftir  alle  drei  Seiten  ein  nnd  derselben 
GrüCsc,  ncmlich  der  grüfsern  Aze  der  eingeschriebenen  Ellipse,  gleich  ist.  Für  den  Fall 
eines  stumpfwinkligen  Dreiecks  ist  das  marimum  der  Unterschiede  solcher  Abstände,  filr 
alle  drei  Seiten  ein  constantcs,  ncmlich  der  Haupt -Aze  der  eingeschriebenen  Hyperbel 
gleich. 

Es  ist  ferner  leicht  zu  beweisen,  dafs  das  in  Rede  stehende  mirumum  oder  marimum 
gleich  ist  dein  Radius  des,  nm  das  Dreieck  beschriebenen,  Kreises.  In  der  23.  Figur  scy 
PMN  das  gegebene  Dreieck,  F der  Mittclpunct  des  um  dasselbe  zu  beschreibenden  Krei- 
ses, und  F derjenige  Punct,  in  welchem  die  drei  von  den  Winkcl-Puncten  auf  die  gegen- 
ilbcrstehciidcn  Seiten  gefällten  Perpendikel  sich  kreuzen.  Legt  inan  nun  einen  Kreis  durch 
die  drei  Fufs -Puncte  dieser  Perpendikel,  durch  die  Puncte  G,  H nnd  K,  so  geht  derselbe 
Kreis  (nach  dem  beiläufig  in  der  329.  Nummer  erwähnten  Satze,  der  sich  auch  ohne  Mtlhe 
direct  beweisen  läfst)  ebenfalls  durch  die  Mitten  von  F'P,  F'M  nnd  FN.  Errichtet  man 
in  diesen  Mitten  Perpendikel,  so  berühren  dieselben  diejenige  Linie  zweiter  Ordnung,  (wir 
lieben  den  Fall  hier  hervor,  wo  dieselbe  eine  Ellipse  ist,)  welche  F und  F za  Brennpunc- 
ten  hat  und  die  drei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  berührt  **).  Eine  solche  Tangente 


’)  Der  Beweis  der  im  Texte  aofgcstellten  Behauptung  hat  keine  Schwierigkeit  Es  sey  ncmlich 
(Fig.  23.)  PMN  das  gegebene  Dreieck , F der  Mittelpunct  des  um  dasselbe  beschriebenen 
Kreises,  alsdann  brauchen  wir  nur  an  zeigen,  dafs,  wenn  wir  in  dem  gegebenen  Drtieck 
einen  zweiten  Punct  F',  wie  in  der  vorigen  Nummer,  so  bestimmen,  dafs s 
MPF  = F’PN,  PMF  = FMN,  MNF  = F'NP, 
jede  durch  einen  der  Winkel-Puncic  des  Dreiecks  nnd  den  so  bestimmten  Punct  F”  gehende 
gerade  Linie  (s.  B.  PF')  die  gegenüberliegende  Säte  (MN)  unter  rechten  Winkeln  schneidet 
Wir  erhalten  aber  nach  allbekannten  Sätzen  schrittweise  folgende  Ausdrücke . 
n = MPN  + PMN  + PNM, 

«=  MPF-f-FPN  + PMF  + FMN+PNM, 

= MPF  -f-PMK  + (FNP-t-FNM)  +PNM, 

= 2GPN+2PNM, 

mithin : 

- =-  GPN  + PNM, 

2 

woraus  denn  folgt , dafs  PG  senkrecht  steht  anf  MN. 

•*)  Wir  werden  ncmlich  in  einer  spätem  Nummer,  im  Zusammenhänge  mit  anderen  Sätzen,  be- 
weisen, dafs  die  FaXs-Pnnctc  der  von  den  beiden  Brennpuncten  auf  alle  mögliche  Tangen- 
ten einer  Ellipse  oder  Hyperbel  gefällten  Perpendikel  auf  dem  Umfange  ein  und  desselben 
Kreises  liegen,  and  zwar  desjenigen  Kreises,  der  über  der  ersten  Aze  als  Durchmesser  be- 
schrieben werden  kann.  Wir  können  diesen  Sats,  allein  für  sich,  auch  auf  nachstehende 
Art  beweisen.  Wenn  wir  von  der  Glcichnng: 
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ist  QR,  welche  auf  PF'  io  der  Mitte  dieser  Linie,  in  Q,  senkrecht  steht.  Der  BrrUh- 
rnngs-Ponct  R liegt  in  dem  Durchschnitte  dieses  Perpendikels  mit  Fl’;  denn  ziehen  wir 
RF,  so  wird  PRF',  der  Nebenwinkel  von  FRF,  von  jener  Tangente  QU  halbirt.  Es  ist 
also  die  gröfscrc  Aic  der  in  llcde  stehenden  Ellipse  gleich : 

FU+RF  = FR+RP  = FP, 

mithin  gleich  dem  Radius  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises. 

Ans  dem  Bisherigen  ergehen  sich  nachstehende  Resultate: 

Wenn  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  gegeben  ist,  nnd  ntan  beschreibt  ans  einem  Brenn-  * 
p miete  derselben  mit  der  ersten  Axc  als  Radius  einen  Kreis,  so  lassen  sich  in  diesen  Kreis 
unendlich  viele  Dreiecke  eintragen,  welche  alle  der  Ellipse  oder  Hyperbel  umschrieben 
sind;  wenn  wir  netnlich  dnreh  irgend  einen  Pnnct  dieses  Kreises  zwei  Tangenten  an  jene 
•Cnrvc  zweiter  Ordnnng  legen,  so  bestimmen  die  zweiten  Durchschnitte  dieser  beiden  Tan- 
genten mit  dem  Kreise  eine  dritte  Tangente.  Die  von  den  Winkel -Pnnctcn  aller  dieser 
Dreiecke  auf  die  gcgenUberstehcnden  Seiten  gefällten  Perpendikel  schneiden  sich  alle  in 
einem  constanten  Puncte,  dem  andern  Brrnnpunete  der  Gurve.  Alle  diese  Drcfedkc  ha- 
ben hiernach  auch  einen  gemeinschaftlichen  Schwcrpnnct  (6Q).  Die  Fufs-Ponctc  aller  von 
den  Winkel -’Pancten  solcher  Dreiecke  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  gefällten  Per- 
pendikel befinden  sich  auf  dem  Umfange  des  Uber  der  gTÖfscra  Aze,  als  Durchmesser,  be- 
schriebenen Kreises.  Auf  demselben  Kreise  liegen  die  Mitten  der  drei  Seiten  jedes 
Dreiecks  (32<>),  odeT,  mit  anderen  Worten,  die  Mitten  aller  Chorden  des  Kreises,  von 
welchen  die  Cnrvc  berührt  wird. 

Beiläufig  sehen  wir,  dafs  der  Radius  des  um  ein  gegebenes  Dreieck  beschriebenen 
Kreises  doppelt  so  grofs  ist,  als  der  Radius  desjenigen  Kreises,  der  durch  die  Mitten  der 
drei  Seiten,  oder,  was  dasselbe  Reifst , durch  die  Fufs-Ponctc  der  drei  von  den  Winkcl- 
Pimcten  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  gefällten  Perpendikel  geht,  und  dafs  der  Mittel- 
punkt des  letztgenannten  Kreises  auf  derjenigen  geraden  Linie  liegt,  welche  den  Mittel- 
pnnct  des  umschriebenen  Kreises  und  den  Krcnzuogs -Punct  der  Perpendikel  verbindet, 
and  zwar  in  der  Mitte  zwischen  diesen  beiden  Pnnctcn. 

Der  aus  einem  Brennpunctc  einer  Hyperbel  mit  der  Axe  als  Radius  beschriebene 
Kreis  begegnet  der  Curve  in  zweien  Pnnctcn;  die  Tangente  in  jedem  dieser  Puncte  bc- 


AV+BV  = +A5B*. 

ausgehen,  so  erhalten  wir  sogleich  nach  der  216.  Nummer: 

( y — az)1— A’a’-fB1  = o,  (,) 

für  die  Gleichung  des  Systems  irgend  iweicr  parallelen  Linien,  welche  die  Ellipse  oder  Hyper- 
bel berühren.  Es  ist  ferner: 

(y— »*)’' — (A^fB3)a,J  = o, 

die  Gleichung  des  Systems  sweier  durch  die  beiden  Brennpuncte  gehenden  geraden  Linien. 
Sollen  diese  beiden  geraden  Linien  auf  den  Tangenten  senkrecht  stehen,  so  nimmt  die  letzte 

Gleichung,  indem  wir  durch  a'*  dividiren  nnd  a für  ( — schreiben,  folgende  Form  an: 

(ay+*)»-A1+B1  = o.  CO 

Ziehen  wir  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  von  einander  ab,  nnd  dividiren  alsdann 
dnreh  (l+a®),  so  kommt: 

....  y’+x’— A*  = o. 
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stimmt  auf  dem  Kreise  einen  zweiten  Durchschnitts-Panct:  die  in  demselben  an  den  Kreis 
gelegte  Tangente  berührt  zugleich  die  Hyperbel.  Zwei  in  den  Kreis  und  nm  die  Hyper- 
bel beschriebenen  Dreiecke  Laben  die  beiden  Asymptoten  zu  einer  ihrer  Seiten. 

Alle  diejenigen,  in  einen  gegebenen  Kreis  beschriebenen,  Dreiecke,  welche  denselben 
Schwcrpnnct  haben,  sind  ein  und  derselben  Linie  zweiter  Ordnung  umschrieben,  die,  je 
nachdem  der  Schwerpnnct  innerhalb  oder  außerhalb  liegt,  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist. 


339-  Wir  wenden  uns  zu  neuen  Winkel -Beziehungen.  Sey,  indem  wir  zuvörderst  Fig.  25. 
eine  Ellipse  betrachten,  NN'  das  von  zweien  festen  Tangenten,  PQ  nnd  PQ’,  interceptirte 
Stück  irgend  einer  beliebigen  dritten  Tangente.  Indem  wir  die  Winkel -Summe  der  bei- 
den Dreiecke  NFN'  und  NF'N'  nehmen,  kommt: 


f NN'F  + NN'F  1 

, f N'NF+N’NF*  1 

1 NNQ  J 

t NNQ  j- 

2 * = NFN' + NFN'  -f-j  NN'F 

und  hiernach  ergibt  sich 

»— NPN'  = NFN' -4- NFN'.  (l) 

Nehmen  wir  statt  der  Tangente  NN’  die  Tangente  QQ',  so  ergibt  sieb  gerade  anl 
dieselbe  Weise: 


nnd  endlich: 


jQQF+QQFl 

jQQF+QQFl 

1 wp  r 

1 QQp.  } 

w+QPQ'  = QFQ'-f-QF'Q'. 


(0 


Wenn  also  eine  Ellipse  ond  zwei  an  dieselbe  gelegte  Tangenten  gegeben  sind,  so  ist 
die  Summe  derjenigen  beiden  Winkel,  unter  welchen  das  von  den  beiden  gegebenen  Tan- 
genten interceptirte  Stück  irgend  einer  beliebigen  dritten  Tangente,  von  den  beiden  ßrenn- 
puncten  aus,  gesehen  wird,  constant  und  zwar,  je  nachdem  die  Ellipse  von  den  drei  Tan- 
genten ringeschlossen  wird  oder  nicht,  gleich  der  Summe  oder  dem  Unterschiede  von 
zweien  rechten  Winkeln  nnd  demjenigen  Winkel,  der  von  den  beiden  festen  Tangenten 
gebildet  wird. 

Wenn  wir  die  beiden  Glcichnngcn  (1)  nnd  (2)  addiren,  so  kommt: 

2*  = NFN'-t-NFN'+QFQ'+QFQ'. 

Wenn  mau  also  um  eine  gegebene  Ellipse  irgend  ein  Viereck  beschreibt,  von  wel- 
chem dieselbe  umschlossen  wird,  so  ist  die  Summe  derjenigen  vier  Winket,  unter  wel- 
chen zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  Vierecks  von  den  beiden  Brennpuncten  aus  ger 
sehen  werden,  gleich  vier  rechten  Winkeln. 


340.  Wir  wollen  in  dieser  Nommcr  statt  der  Ellipse  eine  Hyperbel  betrachten  j in  Fig.  26. 
diesem  Falle  ist  der  Unterschied  derjenigen  Winkel,  unter  welchen  das  von  zweien  fe- 
sten Tangenten  interceptirte  StUck  irgend  einer  dritten  beweglichen  Tangente  von  den 
beiden  Brennpuncten  aus  gesehen  wird,  constant  und  zwar,  je  nachdem  die  beiden  festen 
Tangenten  beide  Hyperbel  - Zweige  oder  nur  einen  derselben  berühren,  gleich  dem  von 
diesen  Tangenten  gebildeten  Winkel  oder  dessen  Nebenwinkel.  Wir  wollen  ons  hier  dar- 
auf beschränken,  den  ersten  Fall  zu  beweisen.  Die  beiden  festen  Tangenten  seyen  PN 
und  PN',  und  das  von  ihnen  interceptirte  Stück  einer  dritten  Tangente  NN'.  Es  ist: 

NFN’  = w— NW— NN'F, 

NFN'  -=  »-NNF-NNT, 


1 
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mithin 

NF'N'-NFN'  = f fTNF-Pf NP  1 - f NN'F  - NNT  1 ..... 

| N'NG  } j NNP  } (333) 

= NPN’. 

24.  341.  Sey  endlich  F der  Brennpunct  einer  Parabel , seyen  PT  und  FT"  zwei  feste 

Tangenten,  and  MN  das  von  denselben  auf  einer  beliebigen  dritten  Tangente  intercep- 
tirte  Stück.  Alsdann  ist: 

MFN  = ir-FNM— FMN, 

= »-HNT-KMT, 

= * - MPN. 

Hiernach  ergibt  sich  folgender  Salz: 

Derjenige  Winkel,  unter  welchem  das  von  zweien  festen  an  eine  gegebene  Parabel 
gelegten  Tangenten  interccplirie  Stück  einer  dritten  Tangente  vom  Brennpuncte  aus  ge- 
sehen wird,  ist  constant  und  ergänzt  den  von  den  beiden  festen  Tangenten  gebildeten 
Winkel  tu  zwei  rechten  Winkeln. 

Wenn  man  also  ein  Dreieck  nm  eine  gegebene  Parabel  beschreibt,  und  um  dieses 
Dreieck  wiederum  einen  Kreis , so  geht  dieser  Kreis  durch  den  Brennpunct.  Der  Ort  für 
die  Brcnnpnnctc  aller  Parabeln,  die  drei  gegebene  gerade  Linien  berühren,  ist  derjenige 
Kreis,  welcher  um  das  von  den  drei  gegebenen  geraden  Linien  gebildete  Dreieck  beschrie- 
ben werden  kann.  Wenn  mithin  vier  gerade  Linien  gegeben  sind,  so  erhält  man  leicht 
den  Brennpunct  derjenigen  Parabel,  welche  von  diesen  Linien  berührt  wird;  dieser  Brenn- 
punct liegt  zugleich  auf  vier  verschiedenen  Kreisen.  Da  jeder  Punct  des  nm  ein  gegebe- 
nes Dreieck  beschriebenen  Kreises  als  der  Brennpunct  einer  Parabel  anzuschcn  ist,  die 
von  den  Seiten  des  Dreiecks  berührt  wird,  so  haben  wir  (336)  indircct  folgenden  bekann- 
ten Satz  bewiesen : 

Weun  man  von  irgend  einem  Punctc  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  nach  den 
drei  Seiten  irgend  eines  in  denselben  beschriebenen  Dreiecks  unter  demselben  beliebig 
angenommenen  Winkel  gerade  Linien  zieht,  so  liegen  die  drei  Fufs-Puncte  dieser  Li- 
nien in  einer  neuen  geraden  Linie. 

Nach  der  in  der  337.  Nummer  angezeigten  Constrnction  einer  Linie  zweiter  Ordnung,  . 
welche  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  berührt  und  einen  gegebenen  Punct  zum  Brenn- 
puncte hat,  und  nach  dem  Vorstehenden  ergibt  sieb,  wo  der  gegebene  Punct  liegen  mufs, 
tAmit  die  Curve  eine  Parabel,  Ellipse  oder  Hyperbel  sey.  Im  Fall  einer  Ellipse  mufs 
, der  Punct  innerhalb  des  Dreiecks  oder  in  einem  derjenigen  drei  unendlichen  Flächcn-Räumc 
liegen,  die  von  dem  Bogen  des  umschriebenen  Kreises  und  zwei  Seiten  bestimmt  werden. 

Nicht  allein  für  die  Parabel , sondern  auch  für  jede  Linie  zweiter  Ordnung  ist  derj«- 
nige  Winkel,  unter  welchem  eine  von  zwei  festen  Tangenten  intcrccptirte  dritte  bewegliche 
Tangente,  von  einem  der  Brcnnpnnctc  aus,  gesehen  wird,  ein  constanter.  Diesen  Satz 
stellt  II.  Poncclct  an  die  Spitze  einer  schon  citirten  Abhandlung,  und  als  nächste  Fol- 
gerung ergibt  sich  daraus  der  bekannte,  leicht  synthetisch  zu  beweisende  Satz,  dafs,  wenn 
man  an  eine  gegebene  Linie  zweiter  Ordnung  zwei  Tangenten  legt,  und  den  Durchschnitt 
dieser  beiden  Tangenten,  so  wie  die  beiden  Bcrlthrungs- Punctc  mit  einem  Brcnnpnnctc 
durch  gerade  Linien  verbindet,  an  diesem  Brennpuncte  gleiche  Winkel  entstehen.  Um- 
gekehrt folgt  jener  Satz  sogleich  aus  diesem.  Der  Raum  verbietet  uns  hier  in  ausführliche 
Entwicklungen  einzugehen. 
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342.  Wir  haben  früher  gesehen,  dafs  die  Fnfs-Pnncte  der,  von  dem  Brennpuncte 
der  Parabel  ans,  nach  allen  Tangenten  unter  irgend  einem  gegebenen  Winkel 
gezogenen  geraden  Linien  auf  einer  nenen  geraden  Linie,  und  zwar  auf  einer  Tangente 
der  Parabel,  liegen.  Wir  wollen  nntersneben,  ob  diesem  Satze  nicht  ein  ähnlicher  ftir 
den  Fall  der  Ellipse  und  Hyperbel  entspricht  Zu  diesem  Ende  seyt 

Ay+BV  = AJB3, 

die  Gleichung  einer  gegebenen  Ellipse,  bezogen  auf  rechtwinklige  Coordinaten,  alsdann 
ist  (276): 

y3— 2axy+a3x3 — A’a3 — B3  = o (1) 

die  Gleichung  des  Systems  irgend  zweier  parallelen  Tangenten.  Ferner  sind,  indem  wir 

A3— B3  = E3 

setzen,  (+E)  und  ( — E)  die  Abscissen  der  beiden  Brennpuncte;  zwei  durch  diese  beiden 
Pnncte  gehende  gerade  Linien  haben  Gleichungen  von  folgenden  Formen: 
y — a'(x--E)  = 0,  y— a"(x-t-E)  = o, 

und,  indem  wir  diese  Gleichungen  in  eine  einzige  zusammcnzichcn,  kommt: 

y3 — (a'+a")xy+a'a"x3+(a' — a")Ey — a'a''E3  = o.  {«) 

Wenn  wir  die  Voraussetzung  machen,  dafs  die  beiden,  durch  die  Brennpuncte  gehenden, 
geraden  Linien  mit  den  beiden  parallelen  Tangenten  gleiche  Winkel  bilden,  jedoch  so, 
dafs  dieselben  nicht,  unter  einander  parallel  sind , sondern  mit  jeder  der  beiden  Tangen* 
ten  ein  gleicbscbcnkliches  Dreieck  bilden,  so  haben  wir,  indem  wir  die  Basis-Winkel 
dieses  Dreiecks  gleich  £ setzen,  nnd  für  die  trigonometrische  Tangente  von  £ der  Kürze 
wegen  v schreiben,  für  a'  nnd  a"  folgende  Ausdrücke: 

a-t-v  a— v 


and  hiernach  1 


a3— *3 


a'+a" 


2a. 


t-t-av 

l-f-v* 


a— a"  = ±2o. 


1+a3 


l-aV’  “'T'“  “ ~ ^'t-aV 

Dnrch  Substitution  der  Werthe  von  a’a” , (a'+a")  nnd  (a'— a")  geht  die  Gleichung  (2>  in 
folgende  über: 

(t — aV)y3 — 2a(l+i>3)xy-Ka3 — u3)x3±2e(l-f'a3)Ey — (a3— v3)E3  = o.  (3) 

Multiplicircn  wir  ferner  alle  Glieder  der  Gleichung  (1)  mit  (I-f-u3),  so  kommt; 

(t-fw’yy3 — 2a(t+v3)xy+a3(i-H>3)x3 — (t-f-t,3XA,a3*t*B3)  = o, 
und  wenn  wir  von  dieser  Gleichung  die  vorhergehende  abziehen : 

(l+a1){w!y*+ii3*3T2«Ey— AV — B3)  = o. 

Diese  Gleichung  ist  unabhängig  von  a,  wenn  wir  den  gemeinschaftlichen  Factor  (I+a3) 
fortlassen,  nnd  stellt  einen  Kreis  dar;  eine  leichte  Umformung  derselben  führt,  indem 
wir  wieder  für  t»  seinen  W'erth  langt  schreiben,  za  folgender  Gleichung: 

(yTE  co/gtf+x’  = 41.  (4) 

Es  ist  offenbar,  dafs  diese  Gleichnng  unmittelbar  auch  dann  noch  besteht,  wenn  wir 
eine  Hyperbel  an  die  Stelle  der  bisher  betrachteten  Ellipse  setzen,  nnd  wiederum  durch 
£ den  Abstand  der  Brennpuncte  vom  Mittelpuncte  bezeichnen. 

W'ir  wollen  die  Gleichung  des  Kreises,  die  wir  eben  entwickelt  haben,  genauer  dis- 
cutiren.  Um  zwischen  derselben  und  der  Gleichnng  der  gegebenen  Curve  x zn  eliminirrn, 
ziehen  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  nachdem  wir  sic  zuvor  unter  fol- 
gende Formen  gebracht  haben; 

28 
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^-y’+x’-A1 


o. 


y’+x’TaEco/g'lj— Aa— BPcotg'i  = o. 
Auf  diese  Weise  erhalten  wir: 

= o, 

und  durch  eine  leichte  Umformung : 

(y+?l  <•<>/£*)»  = o: 


die  Gleichung  zweier  znsammcnfallcndcn,  der  ersten  Axc  parallelen,  geraden  Linien.  Ln 
Allgemeinen  licrtihrt  also  der  in  Rede  stehende  Kreis  die  gegebene  Cnrre  in  zweien  Punc- 
tcn.  f ür  den  Fall  der  Hyperbel  findet  diefs  immer  Statt,  für  den  Fall  der  EHipsc  aber 
nur  dann,  wenn  die  durch  die  Gleichung: 

B'  .. 

y ijr&lgi  — o, 


(s) 


bestimmte  gerade  Linie  die  Curve  wirklich  schneidet,  was  nur  dann  geschieht,  wenn  der 
Winkel  5 so  angenommen  wird,  dafs 

E2>  BVo/’g’?. 

Die  beiden  Berührungen  fallen  in  einen  einzigen  Pnnct,  in  einen  Scheitel  der  kleinen  Axc 
zusammen,  wenn  die  Ellipse  von  der  geraden  Linie  (8)  berührt  wird,  wenn  nemlich: 

Ea  ■»  li2cotg% 

Diese  Gleichung  bildet  den  Ucbcrgang  zu  dem  dritten  möglichen  Fall,  dafs 

E,<BJco/^;j' , 

wo  Kreis  und  Ellipse  keinen  Punct  mehr  gemein  haben,  ihre  Gleichungen  aber,  was  nicht 
zu  Ubersehen  ist,  sich  immer  noch  zu  der  Gleichung  eines  Systems  zweier  iusammenfal- 
lcnden  geraden  Linien  verbinden  lassen. 

Es  ist  leicht,  sich  von  diesen  verschiedenen  Resultaten  a priori  Rechenschaft  zn  ge- 
ben. Zuvörderst  ist  offenbar,  dafs  kein  Ponct  des  Kreises  innerhalb  der  Ellipse  oder 
Hyperbel  liegen  kann.  Wenn  der  Winkel  5 so  angenommen  wird,  dafs  er  demjenigen 
Winkel  gleich  ist,  welchen  irgend  eine  Tangente  mit  einer,  von  einem  der  beiden Brenn- 
puncte  nach  dem  Beriihrungs- Puncte  gezogenen,  geraden  Linie  bildet,  so  liegt  dieser 
Bcrührungs-Punct  nothwendig  auf  dem  Umfange  des  in  dem  Vorstehenden  bestimmten 
Kreises.  Dieser  Kreis  berührt  also  die  Curve  in  diesem  Puncte  nnd  aufserdem  noch  in 
einem  andern  Puncte,  der  in  Beziehung  auf  die  zweite  Axe  eine  symmetrische  Lage  bah 
Für  den  Fall  der  Hyperbel  kann  der  Winkel,  den  eine  Tangente  mit  der  von  einem 
Brennponcte  nach  dem  Berührungs-Pnnctc  gezogenen  geraden  Linie  bildet,  jeder  belie- 
bige scyn;  denn  rücksichtlich  der  Asymptoten  ist  er  gleich  Null  zu  setzen.  Für  den  Fall 
der  Ellipse  gibt  cs  ein  minimum  dieses  Winkels,  dieses  entspricht  den  Scheiteln  der 
kleinern  Axc;  und  hierdurch  ist  denn  auch  das  minimum  für  den  Winkel  l bestimmt, 
wenn  der  in  Rede  stehende  Kreis  die  Ellipse  reell  berühren  soll. 

lu  der  27-  Figur  sind  MN  und  M’N’  zwei  parallele  Tangenten  einer  gegebenen  El- 
lipse, PM  und  PN  zwei  durch  die  Leiden  Brcnnpunctc,  F und  F',  gehende  gerade  Li- 
nien, welche  mit  jeder  jener  Leiden  parallelen  Tangenten  ein  gleichschctiklichcs  Dreieck 
bilden:  alsdann  liegen,  nach  dem  eben  Bewiesenen,  die  vier  Durchschnitts -Ptmcte 
M und  N,  M’  und  N'  auf  dem  Umfange  ein  nnd  desselben  Kreises,  der  die  gegebene  El- 
lipse aufscrhalb  in  zwei  Pnnctcn  berührt.  Wir  erhalten  vier  neue  Puncte,  welche  auf 
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dem  Umfange  desselben  Kreises  liegen,  wenn  wir  die  Richtung  der  beiden  Tangenten 
beliebig  ändern,  und  wiederum,  wie  vorhin,  die  YV  iukel-Puncte  eines  solchen  Trapezes 
construircn,  in  welchem  zwei  gegenüberliegende  Seiten  zwei  parallele  Tangenten  sind,  die 
beiden  anderen  durch  die  beiden  Brcnnpuncto  gehen  und  dessen  Winkel  den  Winkeln 
des  Trapezes  MM'.N'N  gleich  sind.  Derjenige  Winkel,  welchen  die  beiden  durch  die 
beiden  Brennpuncte  gehenden,  Seiten,  nöthigen  Falls  verlängert,  mit  einander  bilden,  ist 
für  alle  wie  eben  bestimmten  Trapeze  constant,  und  zwar,  der  frühem  Bezeichnung  in- 
folge, gleich  (;r— 2|);  hicrans  folgt  denn,  dafs  der  Durchschnitt  je  zweier  solcher  Seiten 
auf  dem  Umfange  ein  und  desselben,  durch  die  beiden  Brennpuncte  gehenden,  Kreises 
bleibt,  und  zwar  in  dem  Bogen  desjenigen  Abschnittes,  der  jenen  Winkel  (a — 22|)  fafst. 
Im  Falle  der  Figur  bleibt  also  der  Punct  P auf  dem  von  F und  F’  begrünzten  nnd  durch 
P gehenden  Bogen.  Wrcnn  dieser  Bogen  die  gegebene  Ellipse  schneidet,  so  sind  die 
Durchschnitts -Punctc  diejenigen  Punctc,  in  welchen  diese  von  dem,  durch  M,  M‘,  N und 
N' gehenden  Kreis  berührt  wird.  Wir  können  hiernach  diese  Bcrühntngs- Punctc  T nnd 
T leicht  construircn,  wenn  der  Winkel  | gegeben  ist.  Wenn  der  Kreisbogen  FPF  die 
Ellipse  im  Scheitel  ihrer  zweiten  Axe  berührt,  so  fallen  die  beiden  Punctc  T und  T'  in 
einen  einzigen  zusammen,  der  Winkel  (n— 2J)  ist  alsdann  der  gröfsle  Winkel,  den  zwei 
von  den  beiden  Brcnnpunctcn  nach  irgend  einem  Puncte  der  Ellipse  gezogene  gerade  Li- 
nien mit  einander  bilden  können.  Wenn  der  Bogen  FPF'  des  durch  die  beiden  Brenn- 
puncte gehenden  Kreises  der  Ellipse  nicht  begegnet,  so  kann  der  durch  die  Gleichung  (4) 
dargestelltc  Kreis  dieselbe  auch  nicht  mehr  berühren;  cs  ist  aber  leicht  ersichtlich,  dafs 
die  Chordale  der  beiden  eben  bezeichnetcn  Kreise  auch  dann  noch  znsammcnßllt,  mit 
dem  Systeme  der  beiden  schon  unter  sich  zusammenfallcndon  geraden  Linien,  in  dessen 
Gleichung  man  durch  Verbindung  der  Gleichung  (4)  nnd  der  Gleichung  der  Ellipse  ge- 
langen kann. 

Ans  dem  Bisherigen  ergeben  sich  nachstehende  Resultate: 

Wenn  matt  aus  einem  der  beiden  Brennpuncte  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  nach 
allen  Tangenten  dersedben  unter  einem  gegebenen  Winkel  gerade  Linien  zieht,  so  liegen 
die  Fuß-Puntle  aller  dieser  geraden  Linien  auf  dem  Umfange  eines  Kreises , der  im 
Allgemeinen  die  Curve  zwiefach  berührt. 

W ir  erhalten  zwei  solcher  Kreise,  denen  das  zwiefache  Zeichen  in  der  Gleichung  (t,) 
entspricht,  wenn  wir  statt  des  gegebenen  Winkel»  auch  seinen  Nebenwinkel  nehmen. 

H eim  eine  gegebene  Ellipse  oder  Hyperbel  von  einem  Kreise  in  zwei  Palleten  au- 
fstrhalb  berührt  wird  ( die  beiden  Beriihrungs-Puncte  können  insbesondere  in  einen  ein- 
zigen Punct  zusammenfallen.) ; so  ist  jede  Chor  de  des  Kreises,  die  zugleich  eine  Tan- 
gente der  Curve  ist,  die  Basis  eines  gleichschcnktichcn  Dreiecks,  dessen  Schenkel  durch 
die  beiden  Brennpuncte  gehen,  und  dessen  Winkel  constant  sind. 

Wenn  man  in  einem  solchen  Dreieck  MPN  überdiefs  noch  von  den  beiden  Brcnn- 
puncten  F und  F'  nach  dem  Bcrührnngs- Punctc  der  Basis,  nach  G,  zwei  gerade  Linien 
zieht,  so  erhält  man  zwei  ähnliche  Dreiecke  FMG  und  F'NG. 

Wenn  man  den  Scheitel  eines  Winkels  von  eonstanicr  Größe  auf  dem  Umfange 
eines  gegebenen  Kreises  fortrücken  läßt , so  berührt,  wenn  ein  Schenkel  desselben  durch 
einen  festen  Punct  geht,  der  andere  Schenkel  in  allen  seinen  Lagen  ein  und  dieselbe 
Ellipse  oder  Hyperbel,  deren  ein  Brennpunct  mit  dem  festen  Punctc  zusammenfällt, 
und  die,  im  Allgemeinen,  den  Kreis  in  zwei  Punctctt  berührt. 

2ö  * 
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Die  in  Rede  stehende  Cnrvc  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  feste 
Punct  innerhalb  oder  anfserhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt.  Wenn  (im  Falle  der  El- 
lipse) der  constante  Winkel  kleiner  als  derjenige  Winkel  ist,  den 'der  gröfste  Abschnitt, 
der  auf  dem  gegebenen  Kreise  durch  eine  durch  den  festen  Panel  gehende  gerade  Linie 
bestimmt  werden  kann,  fafst:  so  kann  die  Cnrvc  den  Kreis  nicht  mehr  berühren.  Wenn 
jener  constante  Winkel  dem  eben  bezeichnten  gleich  ist,  so  fallen  die  beiden  Beriih- 
rungs-Pnnctc  in  einen  einzigen  Punct  zusammen.  Jede  derjenigen  beiden  geraden  Linien, 
die  durch  den  angenommenen  festen  Punct  so  gezogen  werden  können,  dafs  auf  dem  ge- 
gebenen Kreise  ein  Abschnitt  entsteht,  der  den  constanten  Winkel  fafst,  bestimmt  einen 
derjenigen  beiden  Puncte,  in  welchen  dieser  Kreis  von  der  Cnrvc  berührt  wird.  Die  an- 
dern beiden  Durchschnitte  beziehen  sich  auch  anf  einen  andern  constanten  Winkel,  auf 
denjenigen  ncmlich,  der  den  vorigen  za  n ergänzt. 

343.  Sey  wiederam: 

Ay+BV  «.  ±AJB3, 

die  Gleichung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  alsdann  ist  (9T7)' 

(AJ — x'2)y1-t-2xy'xy-H±B1 — y’2)x3 — 2A3y'y+2BJx'x-+-A3y'3+B:x,J  = o, 
die  Gleichung  des  Systems  zweier  durch  irgend  einen  Punct  (y',  x')  gehenden  Tangenten. 
Der  Anblick  der  drei  ersten  Glieder  dieser  Gleichung  gibt,  bei  der  Voraussetzung  recht- 
winkliger Coordinaten: 

Ov'y*  y’  • 

tangu-Wangu  = —_i_,  tangutang»  - 


indem  wir  diejenigen  Winkel,  welche  die  beiden  Tangenten  mit  der  ersten  Axe  bilden,  a 
und  « nennen;  und  hiernach  ergibt  sich  für  den  von  den  beiden  Tangenten  eingeschlos- 
senen Winkel,  den  wir  durch  <p  bezeichnen  wollen,  folgende  Bestimmung: 

tan/rm  = tangv-tang*'  = g(AV3+B3x,3TA3B3)'/3 
1+tangmtangn  AyB1 — x’3 — y'3 

Diese  Gleichung  stellt,  indem  wir  y‘  und  x'  als  veränderliche  Grüfsen  und  tp  als  gegeben 
betrachten,  den  Ort  aller  derjenigen  Puncte  dar,  von  welchen  aus  die  gegebene  Ellipse 
oder  Hyperbel  unter  dem  gegebenen  Winkel  gesehen  wird.  Indem  wir  die  letzte  Glei- 
chung rational  machen,  steigt  dieselbe  in  Beziehung  auf  / und  x'  bis  zum  vierten  Grade 
und  bezieht  sich,  weil  alsdann  tangtp  nur  im  Quadrate  vorkommt,  zugleich  auf  den  gege- 
benen Winkel  und  seinen  Nebenwinkel.  Indem  wir  <p  gleich  Null  oder  gleich  * nehmen, 
ist  der  in  Rede  stehende  Ort  die  gegebene  Curvc  selbst,  aufserdem  reducirt  er  sich  nur 
dann  auf  den  zweiten  Grad,  wenn  <p  = '/,n , wir  erhalten  alsdann: 

y3+x3  = A3+B3< 

die  Gleichung  eines  Kreises,  der  sich  für  den  Fall  einer  gleichseitigen  Hyperbel  anf  einen 
Punct  reducirt,  und  imaginär  wird,  wenn  für  den  Fall  einer  Hyperbel  B > A.  Also: 

Der  Ort  aller  Puncte,  von  denen  aus  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  unter  rechtem 
Winkel  gesehen  wird,  ist  ein  Kreis. 

Die  Gleichung  des  vierten  Grades,  zu  welcher  der  Ausdruck  bei  (1)  für  eine  beliebige 
Annahme  von  9 führt,  läfst  sich  nur.  für  den  Fall,  dafs  die  gegebene  Curve  ein  Kreis 
ist,  in  zwei  Factorcn  des  zweiten  Grades  zerlegen.  Alsdann  kommt  neinlick; 

(2A2— y2 — x’flanghp  = 4 A’(y3+x3— A3)» 
nnd  nach  einigen  Umformungen : 


(yHx’-s^b)  = o: 
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die  Gleichung  eines  Systems  zweier  Kreise,  die  in  einen  einzigen  zusammcnfallen,  wenn 
f = '/jw- 


Wir  wollen  nun  statt  der  Ellipse  oder  Hyperbel  eine  Parabel  betrachten,  und  bei  der 
Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten : 

y7  = 2p* 

für  deren  Gleichung  nehmen,  wonach  sich  für  die  Gleichung  des  durch  den  Punct  (y*,  x') 
gehenden  Tangenten -Systems  folgende  ergibt  (277  (10)): 

*‘y3 — y’xy+'/jpxM-clc.  = o. 

Bei  einer  ähnlichen  Bezeichnung,  wie  eben,  haben  wir  also: 

ianga+tangai  e I,  tongatanga  cs  ; 

tanga— longa'  ■=  ^-Y„  , i-t-langwlangm  e=  * ; 

und  endlich: 

(y'»-2px')‘A 


langtp 


(•) 


*+'/«P 

Wenn  wir  entwickeln,  und  zugleich,  indem  wir  (x+’/.p)  für  *'  schreiben,  die  Abscitsen 
vom  Brennpuncte  der  gegebenen  Parabel  an  rechnen,  so  kommt; 

ya — langer*— E — = o. 

1 0 T cos'tp  cos2tp 

Diese  Gleichung  stellt,  wenn  wir  y und  x als  veränderliche  Gröfsen  betrachten,  eine  Hy- 
perbel dar,  deren  Axen- Verbal  tnifs  tangp  und  deren  Asymptoten -Winkel  mithin  29  ist 
Setzen  wir  in  der  letzten  Gieichong  y «=  o,  so  ergibt  sich: 

J+J&L  + X.  = o; 

sin2<p  sin^rp 

die  halbe  Summe  der  Wurzeln  dieser  Gleicbung  bezeichnet  die  Miltelpnncts-Absdsse 
der  Hyperbel  und  ist  gleich  — .P,  die  halbe  Differenz  der  Wurzeln  gibt  die  halbe 

Quer-Aze  und  ist  gleich  Die  halbe  zweite  Axe  ist  gleich  dem  letzten  Ausdrucke 

multiplicirt  mit  tangy,  mithin  gleich  -E-  j die  Entfernung  der  Brennpuncte  vom  Mittel- 

puncte  gleich  woraus  wir  denn  ersehen,  dafs  ein  Brennpunct  der  Hyperbel  mit 

sin  ff 

dem  Brennpuncte  der  gegebenen  Parabel  zusammcnfällt. 


Einer  der  beiden  Hyperbel -Zweige  entspricht  dem  gegebenen  Winkel  <f,  der  andere 
dem  Winkel  n— <p.  Wenn  9 = ’/au,  so  geht,  was  sogleich  aus  dem  Anblick  der  Glei- 
chung (2)  erhellet,  die  in  Bede  stehende  Hyperbel  in  eine  gerade  Linie,  die  Polare  des 
ßrennpunctes  der  Parabel,  Uber. 


Digitizecf  by  Google 


Zur  Theorie 


§•  8- 


Linien  zweiter  Ordnung,  welche  sieh  in  denselben  beiden  Puncten  schneiden, 
oder  sich  in  demselben  Punctc  berühren.  Einfache  Osculation.  Höhere 
Osculation.  Zwiefache  Berührung. 


0) 


3 UU'  Seyens 

1 y‘^Jla\y-hßx7+Qyy+2Sx+t  = o, 

yJ+Qu’x  )'-+-/  xJ+2j-’y+2d'x-+-<  = o, 
die  Gleichnngcn  irgend  zweier  Linien  zweiter  Ordnung.  Sollen  beide  Linien  durch  einen 
festen  Pnnct  gehen,  nnd  nehmen  wir  diesen  festen  Ponct  zum  Anfangs -Punclc,  so  ist: 

1=1=0. 

Hiernach  nehmen  die  beiden  Gleichungen  (t)  folgende  Form  an: 

y,+2axy-+v?x!+2}'y-t-2:Jx  = o,  ^ % 

y,-4-2a'xy+^'x,-4-2y'y-t-2(J'x  = o. 

Sollen  die  beiden  Linien  zweiter  Ordnung  noch  durch  einen  zw  eiten  festen  Punct  gehen, 
und  legen  wir  durch  denselben  die  zweite  Axe,  so  kommt: 


r = V- 

Wenn  wir  die  beiden  GIcichnrigon  (2)  auf  irgend  eine  beliebige  Weise  zu  einer  neuen 
Gleichung  verbinden,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  neue  Linie  dar,  welche  durch  die 
Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  geht;  wenn  wir  Idols  abzichcn,  so  kommt,  mit  Be- 
rücksichtigung <ler  letzten  Bedingmigs- Gleichung: 

2(a— a)xy+0-— — tT)x  =»  o: 

die  Gleichung  eines  Systems  zweier  geraden  Linien,  welche  einzeln  du  reif  folgende  beiden 
Gleichungen  dargestellt  werden: 

2(a— a)y-K£— /»>+2(*— <0  = O.  W 

Die  eine  dieser  beiden  Gleichungen  bezeichnet  diezweite  Axe,  welche  zwei  Dorchschnittr 
der  beiden  gegebenen  Cnrvcn  enthält;  die  andere  eine  gerade  Linie,  welche  die  übrigen 
(reellen  oder  imaginären)  Durchschnitte  enthalten  mufs,  und  mithin  eine  gemeinschaft- 
liche (reelle  oder  ideale)  Chorde  der  beiden  Curvcn  ist.  Beiläufig  sehen  wir,  dafs  zwei 
Linien  zweiter  Ordnung  sich  nur  in  vier  Puncten  schneiden  können. 

Die  Gleichung  (3)  bleibt  dieselbe,  wenn  wir  annchmen,  dafs  die  beiden  gegebenen 
Curven  die  zweite  Axe  im  Anfangs- Punclc  berühren,  d.  h.  wenn  wir  y ond  y'  gleich  Null 
setzen,  und  also  statt  der  Gleichungen  (2)  folgende  nehmen: 

y2-4-2a.xy-f-(ix2+l2t)'x  = 0,  ^ 

y 3-f-  2ux  x :-f-2  J ' x = o. 

Wir  wollen  in  den  folgenden  Nummern  die  Gleichung  (3)  discutiren.  Diese  Discuj- 
sion  ergibt  sich  anf  die  leichteste  Weise,  und  führt  zn  manchen  Resultaten. 


8.',5.  Wrcnn  wir  durch  jede  der  Gleichnngcn  (2)  nach  einander  verschiedene,  unter 
einander  ähnliche  Cnrvcn  zweiter  Ordnung  darstellcn , So  ändert  sich  in  diesen  Gleichun- 
gen nur  J und  <)'.  In  der  Gleichung  (3)  bleiben  also  die  Coefficienten  von  y und  x im- 
mer dieselben,  und  nur  das  constantc  Glied  (d-«f)  erhält  verschiedene  W'erllie.  Die 
durch  diese  Gleichung  dargestelltc  gemeinschaftliche  Chorde  bleibt -also  immer  mit  sich 
selbst  parallel.  Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten; 
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IVenn  man  durch  zwei  feste  Punete  zwei  Reihen  unter  einander  ähnlicher  Curven 
legi,  so  sind  die  gemeinschaftlichen  Chorden  je  zweier  aus  beiden  Reihen  genommenen 
Cureen  unter  einander  parallel.  Diese  Chorden  bleiben  auch  dann  parallel , wenn  alle 
Curvcn  sich  in  demselben  Punete  berühren. 

Alle  Kreise  insbesondere,  welche  irgend  eine  gegebene  Corvo  zweiter  Ordnung  in 
denselben  beiden  Punctco  schneiden  oder  in  demselben  Poncte  berühren,  haben  mit  die- 
ser Corve  eine  parallele  gemeinschaftliche  Chorde. 

Wir  können  ferner  fiir  eine  der  beiden  durch  die  Gleichungen  (?)  dargestellten  Linien 
zweiter  Ordnung  ein  System  zweier  geraden  Linien  nehmen.  Es  bestimmen  also  in  allen 
ähnlichen  Curvcn,  welche  sich  in  denselben  beiden  Puncten  schneiden  oder  in  demselben 
Punete  berühren,  zwei  beliebige,  durch  die  beiden  Durchschnitte  oder  die  Berührung  ge- 
legten, geraden  Linien  parallele  Chorden.  Wenn  die  durch  die  beiden  Durchschnitte  ge- 
legten geraden  Linien  sich  auf  einer  der  ähnlichen  Curvcn  schneiden,  so  ordnet  sich  eine 
Tangente  in  die  Reihe  der  parallelen  Chorden.  Wir  erhalten  lauter  parallele  Tangenten, 
wenn  wir  durch  den  gemeinschaftlichen  Bcriihrnngs-Punct  nach  beliebiger  Richtnng  eine 
gerade  Linie  ziehen , die  wir  als  ein  System  von  zwei  znsammcnfallenden  geraden  Lutten 
betrachten. 

Nach  der  279.  Nnmmcr  gehören  mit  ähnlichen  Hyperbeln  Systeme  zweier  den  beiden  Fig.  28. 
Asymptoten  parallelen  geraden  Linien  und  mit  ähnlichen  Parabeln  Systeme  irgend  zweier 
Durchmesser  derselben  zusammen.  Wenn  also  eine  Hyperbel  oder  Parabel  in  irgend 
zweien  Puncten  von  einer  beliebigen  Linie  zweiter  Ordnung  (namentlich  von  einem  Sy- 
steme zweier  geraden  Linien)  geschnitten  wird ; so  bestimmen  zwei  durch  diese  beiden 
Poncte  den  Asymptoten  der  Hyperbel  parallel  gezogene  gerade  Linien,  oder  zwei  Durch-  m 
messcr  der  Parabel,  auf  den  beiden  sich  schneidenden  Linien  zweiter  Ordnung  zwei  pa- 
rallele Chorden.  Hiernach  können  wir  eine  Parabel  beschreiben,  wenn  drei  Punete  der- 
selben und  die  Richtung  ihrer  Durchmesser  gegeben  sind.  Seyen  ncmlicb  M,  M'  und  M" 
die  drei  gegebenen  Punete,  MA  ond  MB  zwei  Durchmesser.  Alsdann  ziehe  man  MM“, 
welche  dem  Durchmesser  M'B  in  B begegne,  ziehe  ferner  nach  beliebiger  Richtung  M’S, 
welche  dem  Durchmesser  MA  in  A begegne,  und  endlich  M"S  parallel  mit  AB:  so  ist  S 
ein  Pnnct  der  gesuchten  Parabel.  Es  ist  leicht,  diese  Parabel  durch  eine  stetige  Bewe- 
gung des  Punctcs  S zu  beschreiben.  Wenn  MA  und  MB  nicht  parallel  sind,  $0  erhal- 
ten wir,  gerade  nach  derselben  Constrnction  als  eben,  eine  Hyperbel,  die  durch  M,  M’ 
nnd  M“  geht,  und  deren  Asymptoten  mit  jenen  Linien  MA  und  M'B  parallel  sind. 

Beschreibt  man  endlich  irgend  ein  Parallelogramm,  dessen  zwei  gegenüberslehende 
Winkei-Punctc  in  dem  Umfange  irgend  einer  gegebenen  Linie  zweiter  Ordnung  liegen, 
so  bestimmen  die  beiden  Paare  in  den  übrigen  beiden  Y\  inkcl-Punctcn  Zusammenstößen- 
der  Seiten  (die  als  zwei  ähnliche  Linien  zweiter  Ordnung  anzusehen  sind)  auf  der  gege- 
benen Linie  zweiter  Ordnung  zwei  parallele  Chorden. 

346.  Anf  eine  Weise,  die  sich  von  selbst  darbictct  nnd  gar  keine  Rechnung  erfor- 
dert, knüpft  sieb  an  die  Gleichung  (3)  die  Theorie  der  Oscnlation  irgend  zweier 
beliebigen  Linien  zweiter  Ordnung. 

Wir  legen  den  nächsten  Entwicklungen  die  Gleichungen  (4)  zu  Grunde,  welche  zwei 
die  Azc  der  y im  Anfangs -Punete  berührende  und  sich  im  Allgemeinen  noch  in  zwei 
Puncten  schneidende  Linien  zweiter  Ordnung  darstellcn.  Wenn  wir  irgend  eine  Bestim- 
mung über  die,  durch  die  beiden  Durchschnitte  dieser  Curvcn  gehende  gemeinschaftliche 
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Chorde  derselben  machen,  so  setzen  wir  dadurch  eine  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Curven,  eine  Bcdingungs-  Gleichung  zwischen  den  Conslantcn  ihrer  Gleichungen  fest. 
Soll  die  gemeinschaftliche  Chorde  durch  den  Anfangs  - Punct  der  Coordinaten,  der  zu- 
gleich der  Beriihrnngs- Punct  ist,  gehen,  so  heifst  diefs,  dafs  drei  Durchschnitts -Pnncte 
der  beiden  Corven  in  einen  einzigen  zusammenfallen,  oder,  mit  anderen  Worten,  dafs 
die  beiden  Gurren  sich  einfach  (dreipnnctig)  osculircn,  oder  einen  Contact  der  zweiten 
Ordnung  Laben.  Damit  aber  die  in  Rede  stehende  gemeinschaftliche  Chorde  durch  den 
Anfangs -Punct  der  Coordinaten  gehe,  mufs  aus  ihrer  Gleichung: 

2(a— a')y-i^ß— ß')x+2(i— 6')  = o, 

das  constante  Glied  verschwinden,  was  nur  dann  geschieht,  wenn: 

rf  = <)'. 

Diefs  ist  also  die  Bedingung  der  einfachen  Osculation. 

Die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Chorde  wird  bei  dieser  Voraussetzung  folgende : 
2(o — a')y+(ß—t?)x  = o.  (s) 

Da  wir  Über  die  Richtung  der  ersten  Axe  durchaus  keine  Bestimmung  gemacht  haben, 
so  können  wir  für  dieselbe  jene  gemeinschaftliche  Chorde  nehmen,  und  also  dieselbe 
durch  den  Osculations-  Punct  und  den  Durchschuilts-  Punct  der  beiden  Curven  legen. 
Damit  aber  die  letzte  Gleichung  die  Gleichung  der  ersten  Axe  werde  und  mithin  folgende 
Form : 

y = O, 

annchmc,  mnfs  folgende  Gleichung  Statt  finden: 

ß =*  ?■ 

Indem  man  also  die  gemeinschaftliche  Tangente  im  Osculations  - Pnncte  als  zweite 
Azc  nimmt,  und  die  erste  Axe  durch  diesen  Punct  und  den  Darchschnitts-Pnnct  der  bei- 
dcu  Curven  legt,  so  hat  man  zwischen  den  Constanten  ihrer  Gleichungen: 

y5-f-2axy*flS*,-f-2<f*  = o, 
yt+Ba'xjM^S1  x7+2i'x  — o, 

zugleich  folgende  beiden  Bedingungs  - Gleichungen : 

ß ~ P,  ä = f. 

Für  die  in  dieser  Nummer  bestimmte  Art  der  Osculation  findet  jedesmal  ein  sich 
Durchschneiden  der  beiden  Curven  Statt,  was  sogleich  daraus  sich  ergibt,  dafs  die  durch 
(5)  dargcstellte  gerade  Linie,  welche  die  Curven  im  Anfangs -Puncte  schneidet,  nothwen- 
dig  jeder  derselben  noch  in  einem  zweiten  Puncte  begegnet;  und  dieser  Punct  fällt  mit 
dem  Anfangs- Puncte  so  lange  nicht  zusammen,  als  jene  gerade  Linie  nicht  in  eine  Tan- 
gente übergeht.  (Wir  sehen  hierbei  von  dem  speciellen  Falle  ah , dafs  die  beiden  sich 
osculircndcn  Curven  Hyperbeln  sind,  die  eine  parallele  Asymptote  haben.  Dieser  Fall 
tritt  dann  ein,  wenn  ß = ßt  = o.)  Daraus,  dafs  zwei  sich  oscolirendc  Curven  zweiter 
Ordnung  aulser  dem  Osculations  - Puncte  nur  noch  einen  einzigen  Dorchschnitts-Punct 
gemein  haben,  folgt,  dafs  jede  der  Curven  in  diesen  beiden  Puncten  in  solche  zwei  Theile 
gethcilt  wird,  von  welchen  der  eine  außerhalb,  der  andere  innerhalb  der  andern  Curvc 
liegt- 

347.  Wenn  die  durch  die  Gleichung: 

2(o— «)y-H|i— ß”)x  = o, 

dargcstellte  gerade  Linie  eine  Tangente  ist,  so  lallt  der  Durchschnitts  - Punct  mit  dem 
Osculations -Puncte  zusammen,  es  vereinigen  sich  also  alle  vier  Durchschnitte  in  einen 
einzigen;  es  findet  zwischen  den  beiden  Curven  der  höchste  Grad  der  Osculation  Statt, 
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ein  Contact  der  dritten  Ordnung  oder  von  vier  Puncten.  Damit  aber  die  letzte  Glei- 
chung eine  Tangente  darstellc,  roufs  sic  mit  der  zweiten  Axc  zusauimenfallcn , nnd  also 
folgende  Form  annchmcn  können: 


nnd  hierzu  ist  erforderlich,  dafs: 


Indem  man  also  die  gemeinschaftliche  Tangente  im  Osculations -Ponctc  zweier  sich 
vierpnnctig  osculirenden  Curven  zur  zweiten  Axe  nimmt,  während  man  der  ersten  Axc  ir- 
gend eine  beliebige  Dichtung  gibt,  so  hat  inan  zwischen  den  Constanten  in  den  Gleichun- 
gen der  beiden  Curven: 

y’4-2axy-t-)9x,-f-2dx  = o, 
y,+2«xy'-t-jJ’xJ-+.2<)'x  = o, 

zugleich  folgende  beiden  Bedingungs- Gleichungen: 

a = a,  — cV. 

Za  denselben  beiden  Bedingungs-Gleichungen  kommen  wir  auch  auf  folgendem  Wege. 
Wenn  nemlich  die  gemeinschaftliche  Chordc  zweier  sich  berührenden  Curven  zweiter 
Ordnung  der  gemeinschaftlichen  Tangente  parallel  seyn  soll,  so  ergibt  sich,  bei  der  bisheri- 
gen Coordinaten-  Bestimmung,  sogleich  aus  dem  Anblick  der  Gleichung  (3)  folgende  Be- 
dingnngs  - Gleichung : 

o = a. 

Die  eben  angezogene  Gleichung  der  Chorde  wird  alsdann: 

= 0. 

Wenn  diese  Chorde  (indem  wir  etwa  eine  Curvc  als  gegeben,  die  andere  als  veränderlich 
betrachten)  ihre  Richtung  bcibehaltend  der  Tangente  so  lange  immer  näher  rückt,  bis  sie 
endlich  ganz  mit  ihr  znsammcnfällt,  wo  alsdann  vier  Durchschnitte  sieb  in  einen  einzigen 
Pnnct  vereinigen:  so  mnfs  aus  der  letzten  Gleichung  der  CoefBcient  von  x verschwinden, 
und  wir  erhalten  also  neben  der  obigen  Bedingungs- Gleichung  noch  folgende: 

ä = <)', 

welche,  für  sich  allein,  eine  drciponctige  Oscnlation  anzeigt. 


848.  Die  Resultate  der  beiden  letzten  Nummern  sind  symmetrisch  and  einfach,  nnd 
hiervon  können  wir  schon  mit  Zuversicht  abnehmen,  dafs  alle  geometrischen  Beziehungen 
zweier  sich  osculirenden  Cnrven  zu  einander,  sich  anf  eine  leichte  Weise  aus  der  Com- 
bination  der  Gleichungen  (4)  werden  kerleitcn  lassen,  indem  wir  die  jedem  Falle  entspre- 
chenden Bedingnngs-  Gleichungen  zwischen  den  Constanten  dieser  Gleichungen  berück- 
sichtigen. 

Linen  Augenblick  wollen  wir  noch  bei  den  Betrachtungen  verweilen,  auf  welchen  die 
vorstehenden  Entwicklungen  beruhen.  Jede  Tangenten -Theorie  nnd  jede  Theorie  der 
Oscnlation  gründet  sich  anf  die  Voranssetzung,  dafs  zwei  und  mehrere  Durcbschnitts- 
Puncte  in  einen  einzigen  znsammenfallen , eine  Voranssetzung,  die  man  anf  verschiedene 
Arten  umschreiben,  aber,  nach  meiner  Meinung,  nicht  ganz  nmgehen  oder  mit  einer  an- 
dern Betrachtungs  - Wrcise,  welche  eine  deutlichere  und  allgemeinere  Idee  von  der  Sache 
gibt,  TCrtaoschen  kann. 

Der  erste  Gedanke,  der  sich  darbietet,  um  das  Zusammenfällen  zweier  oder  mehre- 
rer Durchschnitts -Puncte  zweier  beliebigen  Cnrven  in  einen  einzigen  Punct  analytisch 
auszndrückcn,  ist,  zwischen  den  Gleichungen  derselben  eine  der  veränderlichen  Grüfsen 
zu  climinircn.  Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Gleichung  in  der  Übrig  bleibenden  ver- 

29 
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iindcrltchcn  GröEse,  deren  Wurzeln  die  Ordinalen  oder  Abscissen  der  Durchschnitts- 
Panctc  sind.  Wenn  wir  alsdann  die  Constanten  in  den  Gleichungen  der  beiden  Corven 
als  unbestimmte  Coefficienten  betrachten,  und  bei  dieser  Voraussetzung  Bestimmungen 
über  die  Realität  oder  Imaginärität,  Gleichheit  oder  Ungleichheit  der  Wurzeln  der  durch 
Elimination  rcsultirendcn  Gleichung  machen,  so  unterwerfen  wir  dadurch  die  beiden  Gur- 
ren gewissen  Bedingungen,  Wenn  wir  uns  anf  zwei  Linien  zweiter  Ordnung  beschrän- 
ken, so  erhallen  wir  im  Allgemeinen  in  Beziehung  auf  jede  der  veränderlichen  Grdfson 
eine  Gleichung  vom  vierten  Grade,  deren  Warzein  die  Coordinaten  ihrer  Durchschnitte 
bezeichnen.  Soll  zwischen  dcu  beiden  Curven  eine  einfache  Berührung  Statt  finden , so 
müssen  die  beiden  eben  bezeichneten  Gleichungen  zwei  gleiche  Wurzeln  haben , soll  eine 
zwiefache  Berührung  Statt  finden,  so  mufs  cs  zwei  Paare  gleicher  Wurzeln  geben.  Ver- 
langt man,  dafs  die  beiden  Curven  sich  drcipunctig  osculircn,  so  müssen  drei  Wurzeln 
einander  gleich  scyn,  und  da  die  vierte  AA  urzcl  allein  nicht  imaginär  scyn  kann,  so  müs- 
sen in  diesem  Falle  die  beiden  Curven  sich  zu  gleicher  Zeit  schneiden.  Sollen  endlich 
die  beiden  Curven  zweiter  Ordnnng  einen  Contract  der  höchsten  Ordnung  unter  einander 
haben,  so  müssen  alle  Wurzeln  einander  gleich  scyn,  und  ein  sich  Durchschneiden  der 
Curven  kann  nicht  mehr  Statt  finden.  Der  hierdurch  angezeigte  Gang  der  Disenssion 
hat  den  Mangel,  dafs  eine  der  rcsultirendcn  Gleichung,  für  sich  allein,  unbestimmt  läfst, 
ob  zwei  'gleiche  Wurzeln  einen  Bcrülirungs-Punct,  oder  zwei  solche  Punctc  anzcigen, 
die  auf  einer  der  einen  Coordinaten- Axe  parallelen  geraden  Linie  liegen.  Bei  den  Ent- 
wicklungen in  den  vorigen  Kammern  ist  dtefs  nicht  der  Fall,  und  zugleich  führen  diesel- 
ben leichter  znra  Ziele. 

. Die  Theorie  der  üscnlation  ist  also  die  geometrische  Deutung  eines  analytischen 
Faclums,  ncmlich  der  gleichen  Wurzeln  solcher  Gleichungen,  za  denen  wir  darch  Elimi- 
nation einer  veränderlichen  Gröfse  zwischen  zweien  Gleichungen  mit  zweien  veränderli- 
chen Gröfsen  gelangen  *). 


*)  Die  im  Texte  in  Beziehung  auf  zwei  Linien  zweiter  Ordnung  entwickelte  Theorie  der  Ösen- 
Ution.  beschränkt  skb  nicht  auf  diesen  besondern  Faü.  Cm  diefs  durch  Beispiele  zu  bele- 
gen, wallen  wir  in  einer  Note  die  Linien  dritter  Ordnung  mit  einer  geraden  Linie  und  den 
Linien  zweiter  Ordnung  zusammeostelien,  und  dann  einige  allgemeine  Bemerkungen  anknü- 
pfen. Die  allgemeine  Gleichung  des  dritten  Grades  sey : 

y4-Ay2i+RrxM-CxM-Dr,+Exy+FxI+Gt-f-Hx4-I  = o. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  z = o,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 
y G-Djr-Mxj-f-I  = o, 

zur  Bestimmung  der  Durchschnitte  der  zweiten  Axe  init  de»  Cnrve.  Der  Anblick  dieser  Glei- 
chung zeigt,  dafs  l = o scyn  mufs , wenn  der  Anfangs- Pnnct  auf  dem  Umfange  der  Curve 
angenommen  wird,  und  dafs  übeediefs  noch  G = o scyn  mufs,  wenn  die  zweite  Axe  die 
Curve  im  Anfangs- Puncte  berühren  soll.  Es  kann  aber  auch  in  der  Gleichung  der  Curve 
zugleich  noch  D = o scyn:  alsdann  hat  die  zweite  Axe  mit  der  Curve  einen  dreipunctigen 
Conlact,  den  wir  mit  vollem  Rechte  Osculation  nennen  können.  Es  ist  aber  im  Allgemei- 
nen möglich,  ans  der  Gleichung  der  Linien  dritter  Ordnung  durch  Verlegung  des  Awfangu- 
Punctes  und  durch  Veränderung  der  Richtung  der  zweiten  Axe  das  constante  Glied  und  die 
mit  j and  y behafteten  Glieder  fortznsdtaffen.  Hieraus  erhellet,  dafs  zwischen  einer  gerz- 
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349.  Man  mlfst  die  Krümmung  einer  Cnnre  in  irgend  einem  ihrer  Pnncte  nach  dem 
Radius  desjenigen  Kreises,  von  welcher  dieselbe  im  gegebenen  Punete  osculirt  wird,  der 


den  Linie  und  einer  Linie  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  zwar  nur  eine  einfache  Beruh* 
rung , für  gewisse  Bunde  aber  ciuc  dreipunctige  Osculation  Statt  finden  kann. 

W cim  wir  irgend  eine  gegebene  Linie  dritter  Ordnung  auf  irgend  einen  Bund  ihre* 
C m fange* , als  Anfangs  - Punct , und  die  Tangente  in  diesem  Punete,  als  zweite  Axc,  be- 
ziehen und  durch  denselben  Punct  eine  Linie  zweiter  Ordnung,  die  ebenfalls  von  der  zwei- 
ten Axc  berührt  wird,  legen,  so  erhalten  wir  für  die  beiden  Curven  Gleichungen  von  fol- 
genden Formen : 

y5H-Ajax-f*Byi,-f-CxAfJÖyJ+H*y^-Fx*+Hx  — o,  (0 

yM-2azr+i*x*+2dx  = o,  (z) 

Substituiren  wir  in  die  erste  Gleichung  — y(2axy-f'J?x24-2(Jx)  für  y*  und  — D(2cay-f-9x2-f2dx) 
Pur  Dy2 , so  erhallen  wir  die  Gleichung  einer  neuen  Linie  dritter  Ordnung,  von  welcher  (2) 
in  denselben  Puuctcn  geschnitten  wird  als  von  (1).  Diese  Gleichung,  der  wir  folgende  Form 
gehen  können : 

x((A— 2cOjJ+CB-'/?}xy-hCxM-(E— 2d—2Do)y+{F— D^x-t-CH— 2Dd))  = o, 
stellt  das  System  einer  Linie  zweiter  Ordnung  und  der  zweiten  Axc  dar.  Es  liegen 
also  zwei,  in  einen  Berührungs  - Punct  susammcnfallcnde  Durchschnitte  der  beiden  Curven 
(1)  und  (2)  auf  dieser  Axc  , die  eine  gemeinschaftliche  Tangente  derselben  ist,  die  übrigen 
vier  Durchschnitte  liegen  auf  der  durch  folgeudc  Gleichung  dargestellten  Linie  zweiter  Ord- 
nung : 

(A— 2«)j24»(B-^)xy4-Cxa-F<E--2^--2l)«))*-KF“D^)x*Kli--2Dd)  = o.  (3) 

Wenn  sich  also  die  beiden  Curven  (1)  und  (2)  drei-,  vier-.  Fünf-  oder  endlich  sechs- 
punctig  osculiren  sollen,  so  mufs  die  Curve  (3)  durch  den  Anfangs  - Punct  der  Coordiuaten 
gehen,  in  diesem  Punete  mit  der  Curve  (2)  eine  gcmeinsrhaltliche  Tangente  haben,  dieselbe 
drei  punctig  oder  endlich  vierpunctig  osculiren.  Diefs  fuhrt  uns  zu  folgenden  Bedingungs- 
Gleichungen  : 

u n _r»  / t 


H — 2 IM  =s  o. 

(4) 

E — 2cJ — 2D«  = o, 

(s) 

t'—Üß  = (A — 2a)2ä, 

(«) 

R—ß  = (A — 2«)2a. 

(r) 

Die  einfache  Osculation  der  beiden  Curven  (1)  und  (2)  wird  durch  die  erste  dieser  Glei- 
chungen angezeigt.  Die  oscolirende  Linie  zweiter  Ordnung  kann  auch  ein  Kreis  sevn , und 
somit  erhalten  wir,  hei  der  Annah  me 'rechtwinkliger  Coordiuaten,  für  den  Kriimranngs-Halb- 

messer,  abgesehen  vom  Zeichen,  folgenden  Werth:  — g.  In  dem  Falle  der  vierpunctigcn 

Osculation  müssen  die  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5)  zugleich  bestehen;  es  gibt  noch  un- 
endlich viele  osculirende  Linien  zweiter  Ordnung,  aber  im  Allgemeinen  gehört  in  die  Reihe 
derselben  kein  Kreis  mehr.  Diefs  findet  nur  in  demjenigen  Falle  Statt,  dafs  folgende  Be- 
dingungs  - Gleichung : 

11  =a  DE,  ..  ($) 

zu  -der  wir  kommen,  wenn  wir  a = o setzen,  mid  alsdann  2d  zwischen  den  Gleichungen 
(4)  und  (5)  eliminiren , zwischen  den  Constanten  der  Linie  dritter  Ordnung  besteht.  In 
dem  Falle  der  fünfpunctigcn  Osculation  müssen  die  Gleichungen  (4),  (S)  und  (6)  zugleich 

29* 
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Radius  dieses  Kreises  heifst  aus  diesem  Grunde  der  Krlkumungs-  Halbmesser  der  Curve 
in  dem  gegebenen  Poncte.  Die  345.  Nummer  gibt  sogleich  eine  Construction  des  Oscn- 


Statt  haben;  vir  erhalten  alsdann  für  a,  ß und  d bestimmte  und  einzige  Werthe»  es  gibt 
nur  eine  einzige  osculirende  Linie  zweiter  Ordnung.  Soll  diese  Linie  ein  Kreis  seyn,  so  er- 
halten wir,  ähnlich  wie  eben,  folgende  Bedingung«-  Gleichung: 

F-D  = AE,  (9) 

die  zugleich  mit  (8)  bestehen  mufs.  Der  höchstmögliche  Grad  der  Osculadon  ist  ein  sechs- 
punctiger,  der  aber  nicht  in  jedem  Punctc  der  gegebcuen  Linie  dritter  Ordnung  Statt  fin- 
den kann.  Denn  in  diesem  Falle  müssen  die  Gleichungen  (4)  — (7)  alle  vier  befriedigt 
werden,  wodurch  wir  nach  der  Elimination  von  a,  ß und  d zu  folgender  Bedingungs-Glei- 
chung zwischen  den  Constanten  der  Gleichung  (1)  kommen  s 

BD* — (F-f-AE)DM-(2AIl-#-EJ)D2 — 3EHD-f-2Ha  = o.  (,o) 

Diese  Gleichung  reducirt  sich  vermittelst  der  Bedingung»- Gleichungen  (8)  und  (8)  auf: 

B = 1, 

und  diese  Gleichung  muß  zugleich  mit  (8)  und  (9)  befriedigt  werden,  wenn  die  sechspunelig 
osculirende  Curve  ein  Kreis  «eyn  soll.  Die  letzte  Gleichung  ergibt  sich  unmittelbar  aus  (7). 
Wenn  eine  Curve  des  dritten  Grades  durch  mehr  als  sechs,  auf  dem  Umfange  einer  Linie 
zweiter  Ordnung  beliebig  angenommene,  Poncte,  die  namentlich  auch  in  einen  emsigen 
Punct  zusammeufallen  können,  gehen  soll,  so  raufs  die  Gleichung  der  letztem  Curve  als 
Factor  der  Gleichung  der  Linie  dritter  Ordnung  erscheinen,  und  diese  daher  das  System 
der  Linie  zweiter  Ordnung  und  irgend  einer  geraden  Linie  seyn. 


Bei  einiger  Aufmerksamkeit  können  wir  die  vorstehenden  Entwicklungen  auch  auf  die 
Zusammenstellung  beliebiger  andern  Curven  ausdehnen.  Es  können  überhaupt  zwei  Linien 
der  m.  und  n.  Ordnung  einen  Contact  von  ron.  Puncten  haben,  deren  Zahl  derjenigen  der 
möglichen  Durchschnitts  - Puncte  der  beiden  Curven  gleichkommt.  Wenn  wir  die  Curve  des 
m.  Grades  als  eine  gegebene  betrachten,  so  können  wir  aber  nur  durch  so  viele,  beliebig 
auf  derselben  angeuommenen  Puncte,  die  auch  zusammcnfalien  können,  eine  Linie  der  n. 

Ordnung  legen,  als  diese  Linien  Con&tante  hat,  deren  Zahl  2«f*3*l*«»(zhaF’l)  «s  1^-y? 

betragt.  Diese  Zahl  müssen  wir,  wenn  m = n ist,  damit  die  beiden  Curven  nicht  zusam- 
menfallen, noch  um  Eins  vermindern.  Es  kann  also  auch  eine  Curve  vom  m.  Grade  in 


einem  gegebenen  Puncte  von  einer  Curve  des  n.  Grades  im  Allgemeinen  nur 


n(n-f-3) 

1.2 


punctig  osculirt  werden.  Die  osculirende  Curve  ist  alsdann  vollkommen  bestimmt  und  ein- 
zig. Es  kann  eine  Linie  des  n.  Grades  in  einem  gegebenen  Puncte,  im  Allgemeinen,  von 
einer  andern  (und  zwar  von  unendlich  vielen  anderen}  desselben  Grades  höchstens 


punctig  osculirt  werden. 


Ist  in  den  beiden  letzten  Fällen  die  zu  osculirende 


Curve  eine  gegebene,  der  Osculations  - Punct  aber  irgend  ein  beliebiger,  so  steigt  der 
höchstmögliche  Grad  der  Oscnlation  um  Eins.  Dafs  dieser  Grad  für  gewisse  Curven  des  m. 
und  n.  Grades  in  gewissen  Puoeten  derselben  bis  zum  mn.  steigen  kann , ist  daraus  offenbar, 
dafs  die  diescu  Fall  anzeigenden  mn.  Bedingung«  - Gleichungen  im  Allgemeinen  befriedigt 
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lations -Kreises.  Denn  da  die  gemeinschaftlichen  Chorden  einer  gegebenen  Linie  zweiter 
Ordnung  und  aller  Kreise,  welche  mit  derselben  in  einem  gegebenen  Pnncte  eine  gemein- 


werden  können,  da  die  Zahl  der  Constintcn  der  Gleichungen  der  beiden  Corven  zusammen, 
nemi  ich 

m( m+3)  n(n-f*3)  , (m — n)5-4-3(m-4-n) 

— ■ - 4*  — -1 — ra  mn  -f-  ■ — , 

1.2  1.2  2 

grösser  Ui  als  mn. 

Wenn  eine  Linie  der  n.  Ordnung  gegeben  ist,  so  laßt  sich  durch  irgend  ^ — 1^ 

Puncte  derselben  eine  neue  Linie  derselben  Ordnung  legen.  Diese  Linie  schneidet  die  ge- 
gebene in  n2  Puncte.  Aber  auch  wenn  diese  nJ  Puncte  bekannt  sind,  bleibt  die  Construc- 
tion  der  zweiten  Curvc  eine  unbestimmte  Aufgabe.  Denn  durch  die  n2  Durchschnitte  irgend 
zweier  Corven  des  n.  Grades,  deren  Gleichungen  wir  durch  A = o und  A==  o darstellen 
wollen,  lassen  sich  unendlich  viele  Corven  desselben  Grades  legen,  deren  allgemeine  Glei- 
chung (indem  einen  unbestimmten  Coefficicnten  bedeutet)  folgende  ist:  A-f-aA  = o. 
Cm  die  zweite  Curve  vollständig  so  bestimmen,  gehört  noch  die  Annahme  irgend 

eines  11  Punctes,  der  nicht  auf  der  ersten  Curve  liegt.  Es  folgt  hieraus,  dafs  alle 

Curvln  des  n.  Grades,  welche  durch  — l^  gegebene  Puncte  gehen,  sich  aufm 

in  diesen  gegebenen  Puncten  noch  in  denselben 

na  p(n-H3)  . t — n(n— 3)+1 

1.2  ^ 1.2 

Puncten  schneiden.  Also  wird  auch  eine  gegebene  Curve  des  n.  Grades  von  allen  Corven 
desselben  Grades,  von  welchen  sie  in  einem  gegebenen  Puncte  (-£?--■)  punelig  oscu- 

liri  wird,  in  denselben  Puncten  geschnitten.  Diese  Durchschnitts  - Pnncte 

können  in  besonderen  Füllen  alle  oder  zum  Thcil  mit  dem  Osculations  • Pnncte  zusammen- 
fallen,  alsdann  kann  die  gegebene  Curve  in  dem  gegebenen  Puncte  von  Corven  desselben 
Grades  nnr  in  dem  hierdurch  bestimmten  hijhern  Grade  osculirt  «erden.  Alle  Curven  des 
dritten  Grades,  um  ein  einzelnes  Beispiel  hervorzuheben , die  eine  gegebene  Curve  dessel- 
ben Grades  in  einem  gegebenen  Puncte  achtpunctig  osculiren,  schneiden  dieselbe  überdiels 
noch  in  ein  und  demselben  Pnncte;  in  gewissen  Puncten  der  gegebenen  Curve  kann  die* 
selbe  von  einer  andern  nennpunctig  osculirt  «erden;  alsdann  gibt  es  in  einem  solchen 
Pnncte  keine  acht*,  sondern  nur  eine  neunpuneüge  Osculation.  Hierher  gehürt  endlich  auch 
der  Fall  zweier  gleichseitigen  Hyperbeln,  die  sich  in  vier  Puncten  schneiden,  und  deren 
Gleichungen  eben  so  viele  Constante  haben  (203,  351). 

Es  gibt  überhaupt,  indem  wir  n>m  und  nm ne)imcl,  unendlich  viele  Cur- 

^ 1.2 

ven  des  n,  Grades,  «eiche  durch  — 1^  beliebig  auf  dem  Umfange  einer  gegebe- 

nen Linie  des  m.  Grades  angenommenen  Pnncte  gehen , oder  welche  insbesondere  die  letzt- 
genannte Linie  in  einem  beliebig  angenommenen  Puncte  — 1^  punctig  osculiren. 
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schaftlichc  Tangente  haben,  in  deren  Zahl  auch  der  verlangte  Oscnlations - Kreis  gebürt, 
parallel  sind,  so  brauchen  wir  nur  irgend  einen  dieser  BcrUhrungs  - Kreise  zu  constrnircn, 
und  parallel  mit  der  gemeinschaftlichen  Chorde  der  Cnrvc  und  dieses  Kreises,  durch  den 
gegebenen  Pnnct  eine  gerade  Linie  zu  ziehen.  Der  Osculations-Kreis  geht  alsdann  durch 
den  Durchschnitt  dieser  geraden  Linie  mit  der  Curve,  und  ist  mithin  leicht  zu  constrnircn. 

350.  Bei  derselben  Axen -Bestimmung  als  früher  sey: 

ya-f2«'xy-f-^x7-4-2<J'x  *»  o,  X») 

die  Gleichung  irgend  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  die  wir  als  gegeben  betrachten;  als- 
dann können  wir  die  Gleichungen  aller  Curven  derselben  Ordnung,  welche  die  gegebene 


Alle  diese  Linien  der  in.  Ordnung  schneiden  die  gegebene  Linie  der  n.  Ordnung  überdiofs 
noch  in  d ens  el  b en 

n(n+3)  n(2m — n — 3) 

nm-_ -H-l  a ~ .-fl 

1.2  2 

Puncten.  Alle  Curven  des  9.  Grades  t.  B. , welche  durch  53  beliebig  auf  einer  gegebenen 
Curve  des  6.,  7.,  oder  endlich  des  8.  Grades  gehl,  schneiden  die  gegebene  Curve  aufser* 
dem  noch  in  1,  10  oder  endlich  in  19  ronstanten  Punctcu. 

Wir  wollen  noch  zum  Schlüsse  dieser  Note  eine  allgemeine  Construction  des  Kriim- 
mungs -Halbmessers  einer  Curve  irgend  eines  beliebigen  Grades  in  einem  gegebenen  Punclc 
derselben  entwickeln.  Indem  wir  wiederum  diesen  Punct  zum  Anfangs  - Punctc  und  die 
Tangente  in  demselben  zur  zweiten  Are  nehmen,  scy  die  Gleichung  der  Curve: 
y11  + . . +cs"  + dy"“1 + ejn“Js . .+gjr7 + hyz +iil  + kx  =»  o. 

Alsdann  ist  offenbar,  bei  der  Annahme  rechtwinkliger  Coordinaten,  der  Krümmungs-  Halb- 
messer gleich  k:2g.  Es  ist  aber  ferner,  wenn  wir  die  Abstände  der  Durchschnitte  der  Tan- 
gente und  der  Normalen  mit  der  Curve  (den  Aufang.sptuict  nicht  mitgerechnet)  durch : 

Jn  7i  • • • • Jn-i » > *2  • ♦ • . *n—i ; 

bezeichnen : 

k:  c = xt . x,  . . . xn_i ; g = 7t  »7*  . . . 7n-a* 

Es  Ist  endlich  , wenn  wir  durch  irgend  einen  beliebigen  Punct  der  Normalen  eine  gerade 
Linie  der  Tangente  parallel  ziehen , und  die  Abstände  der  Durchschnitte  dieser  Parallelen 
und  der  Normalen  mit  der  Curve  von  jenem  beliebigen  Puncte  durch : . • 

# 7a  « • • • *?!*  * 5t » » • • • 5n  > 

bezeichnen ; 

c = ft  • •••  In 

ii . h • • • 

und  mithin  der  ia  Rede  stehende  Krümmungs- Halbmesser: 

y 1J|  • IJj  * * « ^ *t  . • *2  • • » »fl — 3 • *n—l 

5i  • 5:  • • • 5n  7i  • 7z  • • • 7n— 2 

Wir  können  diesen  Ausdruck  leicht  ronstruiren , und  somit,  wenn  irgend  eine  Curve  gege- 
ben ist,  in  einem  beliebigen  Punclc  derselben  den  Krümmungs- Halbmesser  bestimmen.  Nor 
dürfen  wir  hierbei  nicht  übersehen,  dafs,  um  diese  Construction  graphisch  auszufuhren,  alle 
Durchschnitte  reell  scyn  müssen.  Dieser  Bestimmung  können  wir  bei  Linien  dritter  Ord- 
nung immer  Genüge  leisten,  wenn  wir,  was  nur  eine  leichte  Modification  in  die  vorstehende 
Entwicklung  bringt,  statt  der  Normalen  eine  gerade  Linie  nehmen,  welche  mit  der  Tangente 
irgend  einen  beliebigen  Winkel  bildet. 
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im  Anfangs  - Poncle  der  Coordinaten  einfach  osculiren,  in  folgende  Gleichong  znsammen- 
fassen: 

y1+a«iy+(ix:+2J'i  — o,  (2) 

indem  wir  n und  ß als  nnhestimmte  Coefiicienlen  betrachten.  Die  letzte  Gleichung  kann 
hiernach  eine  Parahel,  eine  Kllipse  mit  jedem  beliebigen  A.xen-Verbaltnifs  oder  eine  Hy- 
perbel mit  jedem  beliebigen  Asymptoten  -Winkel  darstcllcn.  Bei  der  Voraussetzung 
rechtwinkliger  Coordinaten  ist  die  Gleichung  des  Osculations  - Kreises  folgende: 

y*+*l+2d'x  =*  o, 

und  hiernach  ist  der  Krümmungs-Halbmesser  gleich  <T,  und  nach  $.3  leicht  zu  construiren- 
Wenn  wir  die  Coordinaten- Aren  irgend  einem  beliebigen  Systeme  zweier  zngeordne- 
ten  Durchmesser  der  Curve  parallel  nehmen,  und  also  an  die  Stelle  der  Gleichung  (1) 
folgende  setzen: 

ys+(9’*s+2<J'x  = o, 

so  ist,  indem  wir  den  Coordinaten -Winkel  durch  5 bezeichnen,  die  Gleichung  des  Os- 
culations - Kreises  folgende : 

y,+2ryc-osS+xM-2c)'i  = o. 

Dieser  Kreis  schneidet  auf  der  ersten  Axe,  d,  h.  auf  demjenigen  Durchmesser,  der  durch 
den  Berilhrnngs - Pnnct  gebt,  ein  Segment  ( — 2d')  ab,  und  dieses  Segment  ist,  wenn  wir 
die  Gröfsc  des  eben  bezcichnctcn  Durchmessers  2A  und  die  Gröfsc  seines  zugeordneten 


2&  nennen,  gleich 


2Bj 

A 


(243),  welchen  Aasdruck  man  auch  wohl  den  Parameter  des 


erstgenannten  Durchmessers  nennt  Hiernach  ergibt  sich  die  gewöhnliche  Construction 
des  Osculations- Kreises. 


Für  den  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel  Ist  die  vom  Osculations  • Kreise  aal  dem 
durch  den  Osculations -Pnnct  gehenden  Durchmesser  interceptirtc  Chorde  der  Lange  die- 
ses Durchmessers  gleich. 

nj 

Der  KrUmmungs  - Halbmesser  überhaupt  ist  gleich  ^ 

Anch  bei  der  Parabel  ist  das  vom  Osculations  - Kreise  anf  dem  durch  den  Oscnla- 
tions-Punct  gehenden  Durchmesser  bestimmte  Segment  gleich  dem  Parameter  dieses 
Durchmessers;  der  Krummungs- Halbmesser  ist 

# B p_  > 

sin'§  sin' 5 


35t.  Wir  wollen  statt  der  Gleichung  (2)  der  vorigen  Nummer  nun  folgende  nehmen: 
y5+2nxy-t-,S'xJ+2J'x  = o,  ( (3) 

welche  bei  einer  schicklichen  Annahme  von  « alle  Linien  zweiter  Ordnung  darstellt,  die 
die  gegebene  im  Anfangs -Poncle  der  Coordinaten  osculiren  und  in  einem  constantcn 
Pnncte  der  ersten  Axe  sich  schneiden.  Diese  Gleichnng  kann  nicht  mehr  jede  besondere 
Art  von  Linien  zweiter  Ordnung  darstcllcn;  sic  bezeichnet  z.  B.  bei  der  Voraussetzung 
rechtwinkliger  Coordinaten  nur  gleichseitige  Hyperbeln,  wenn  die  gegebene  Curve  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  und  also  der  Coeflicicnt  ß‘  gleich  ( — 1)  ist.  Solcher  Hyperbeln 
gibt  es  unendlich  viele,  die  sich  alle  in  demselben  Pnncte  osculiren  und  m demselben 
Punctc  der  ersten  Axe,  die  senkrecht  anf  der  Tangente  im  Osculations  - Pnncte  steht, 
schneiden.  Hieraus  folgt,  dafs  alle  gleichseitige  Hyperbeln,  welche  sich  in  demselben 
Pnncte.  osculiren  , sich  auch  in  demselben  Pnncte  schneiden. 
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Indem  wir  ß = o setzen,  stellt  die  Gleichung  (8)  unendlich  viele  sich  in  demselben 
Pnncte  oscnlirende  Hyperbeln  dar,  die  eine  Asymptote  parallel,  ond  keinen  Ponct 
aufscr  dein  Osculalions -Ponctc  mit  einander  gemein  haben.  In  die  Reihe  derselben  ord- 
net sich  eine  Parabel,  deren  Durchmesser  den  parallelen  Asymptoten  parallel  sind. 

Soll  die  Gleichung  (3),  bei  einer  beliebigen  Coordinatcn-  Annahme,  anch  die  Glei- 
chung eines  Kreises  in  sich  schliefsen,  so  mufs  in  der  Gleichung  der  gegebenen  Curvc 
(f  gleich  Eins  seyn.  Dicfs  vorausgesetzt,  brauchen  wir  alsdann,  um  die  Gleichung  des 
Kreises  selbst  zu  erhalten,  nur  den  unbestimmten  Coefficienten  u dem  Cosinus  des  Coor- 
dinatcn-Winkels  gleich  zn  nehmen.  Damit  aber  ß in  der  Gleichung  der  zu  osenlirenden 
Curve  gleich  Eins  scy,  mtlssen  die  Coordinatcn -Axcn  mit  der  Haupt -Axe  der  Cnrve 
gleiche  Winkel  bilden.  Wenn  man  also  in  irgend  einem  gegebenen  Puncto  einer  gege- 
benen Curve  zweiter  Ordnung  eine  Tangente  (die  Axe  der  y)  legt,  und  durch  denselben 
Punct  eine  gerade  Linie  (die  Axe  der  x),  welche  die  Axen  der  Curvc  unter  denselben 
Winkeln  schneidet,  als  die  Tangente  es  thut,  so  begegnet  diese  gerade  Linie  der  Curve 
in  einem  Punctc,  durch  welchen  zugleich  auch  derjenige  Kreis  geht,  welcher  die  gegebene 
Curvc  im  gegebenen  Puncte  osculirt.  Hiernach  können  wir  diesen  Kreis  auf  die  leichteste 

Weise  construiren. 

i ( . 

352.  Indem  wir  wieder  von  folgender  Gleichung  einer  gegebenen  Curvc  zweiter  Ord- 
nung ausgehen: 

y,+2a’xy+/J'x*+2d'x  ■=  o, 

können  wir  alle  diejenigen  Cnrven,  welche  die  gegebene  im  Anfangs -Pnnctc  der  Coor- 
dinaten  vierpnnctig  osculircn,  durch  nachstehende  Gleichung,  in  der  ß allein  unbestimmt 
bleibt,  darstellcn: 

y,-J-2o'xy+j9x>-l-2d'x  = o. 

Diese  Gleichung  kann  wiederum  nicht  alle  besonderen  Arten  von  Linien  zweiter  Ordnung 
darstcllen,  z.  U.  bei  der  Annahme  rechtwinkliger  Coordinatcn  keinen  Kreis,  als  nur  in 
dem  besondem  Falle,  wo  in  der  Gleichung  der  gegebenen  Curvc  das  zweite  mit  xy  be- 
haftete Glied  ganz  ausfällt.  Diefs  Reifst , mit  anderen  Worten,  dafs  eine  gegebene  Linie 
zweiter  Ordnung  nur  in  den  End-Puncten  ihrer  Axcn  (eine  Hyperbel  nur  in  den  beiden 
Scheiteln  der  Quer -Axe,  eine  Parabel  nur  in  dem  Scheitel  ihres  Haupt -Durchmessers) 
mit  einem  Kreise  einen  Contact  von  vier  Punctcn  haben  kann. 

Wenn  wir  die  Krümmung  irgend  einer  Curvc  in  einem  ihrer  Punctc  noch  genauer 
darstcllen  wollen,  als  vermittelst  des  Osculations  - Kreises , so  können  wir  diefs  am  fttg- 
lichstcn  vermittelst  einer  Osculations -Parabel.  Scy  insbesondere: 


y5-f-^*1+2Jx  = O, 

die  Gleichung  einer  Linie  zweiter  Ordnung,  die  auf  einen  ihrer  Durchmesser  und  der 
Tangente  in  einem  Scheitel  desselben,  als  Coordinatcn -Axcn,  bezogen  ist:  so  ist: 

y’+2dx  — o, 

die  Gleichnng  der  Oscnlations  - Parabel ; die  erste  Axe  ist  ein  Durchmesser  dieser  Parabel, 
and  der  Parameter  desselben  ist  gleich: 


353.  Alle  sich  in  demselben  Punctc  berührende  Linien  zweiter  Ordnung  können  wir, 
indem  wir  die  Coordinatcn  - Axen  wie  bisher  bestimmen , durch  folgende  Gleichung  dar- 
stellcn : 

y3+2axy+j?x!+2Jx  = o. 
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Hiernach  erhallen  wir  für  die  Gleichungen  zweier  Durchmesser: 

y+ux  = o, 
ay+ßx+ä  = o. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dafs  die  Mittclpnnclo  aller  sich  in  demselben  Ponctc 
vicrpunctig  osculirendcn  Cnrven  zweiter  Ordnung  auf  eiuer  geraden  Linie  liegen.  Die 
Elimination  von  a zwischen  den  letzten  beiden  Gleichungen  führt  zu  einer  Gleichung  des 
zweiten  Grades  in  liezichung  auf  y und  x ; cs  liegen  also  die  Mittelponcte  aller  derjenigen 
Linien  zweiter  Ordnung,  welche  sich  in  denselben  beiden  Puncten  dreipunctig  osculiren 
and  schneiden  , auf  einer  neuen  Linie  zweiter  Ordnung.  Der  Ort  der  Mittclpnnctc  aller 
gleichseitigen  Hyperbeln,  die  sich  in  demselben  Puncte  osculiren,  ist  ein  Kreis. 

35t|.  Herr  Poncclct  gibt  in  den  Annalen  von  Gcrgonnc  *),  um  den  Vorzug  der 
ihm  eigentümlichen , rein  geometrischen,  Behandlungs  - Weise  vor  der  analytischen  bei 
der  Behandlung  geometrischer  Aufgaben  zu  zeigen,  unter  anderen  Conslructioncn  die 
Constrnction  folgender  Aufgabe  an: 

„Wenn  eine  Cu rre  zweiter  Ordnung  und  zwei  Puncte,  von  welchen  der  eine  auf  dem 
„Umfange  der  Cnrve  sich  befindet,  der  andere  irgend  ein  beliebiger  ist,  gegeben  sind:  be- 
liebig viele  Puncte  einer  andern  Linie  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  beiden  gege- 
benen Puncte  geht,  und  in  dem  ersten  derselben  mit  der  gegebenen  Curve  einen  Con- 
„lact  der  dritten  Ordnung  hat,  zu  bestimmen,  und  zwar  mit  blofscr  Hülfe  eines  Lineals.“ 

Wir  wollen  nach  unserer  Verfabrungs  -Weise  eipe  Construction  dieser  Anfgabe  su- 
chen; zu  diesem  Ende  sey  wiederum  wie  früher: 

y,+2«xy+/fxM-2dx  = 0,  (i) 

die  Gleichung  irgend  einer  Linie  zweiter  Ordnung.  Die  Gleichung  eines  Systems  irgend 
zweier  geraden  Linien,  die  durch  den  Anfangs -’Pnnct  der  Coordinatcn,  also  durch  denje- 
nigen Pnnct,  in  welchem  die  Curve  von  der  zweiten  Are  berührt  wird,  gehen,  sey  fol- 
gende: 

yJ-Hx+*')*y+»t'x3  = o.  CO 

Indem  wir  die  beiden  Gleichungen  (t)  und  (2)  von  einander  abzicben  und  die  rcsultirende 
Gleichung  durch  z dividiren,  ergibt  sich : 

(2a— (*■+*'}  ft-Hß — «>-4-2<f  = o,  (3) 

für  die  Gleichung  derjenigen  Chorde,  die  diejenigen  Puncte  verbindet,  in  welchen  die 
beiden,  durch  den  Berührungs- Pnnct  gehenden,  geraden  Linien  der  Curve  zum  zweiten 
Riale  begegnen.  Wenn  wir  einen  der  drei  Cocfficicntcn  a,  ß und  y als  eine  beliebig  zu 
bestimmende  Gröfse  betrachten,  so  stellt  die  Gleichung  (l)  unendlich  viele,  gewissen  Be- 
dingungen unterworfene,  Linien  zweiter  Ordnung  dar,  während  die  Gleichung  (3)  unend- 
lich viele  gerade  Linien  darstcllt,  die  ebenfalls  gewisse  Bedingungen  erfüllen  müssen. 
Betrachten  wir  erstens  a und  ß als  unveränderlich,  so  bleibt  die  durch  £3)  dargestelite 
gerade  Linie  immer  mit  sich  selbst  parallel.  Die  Discussiou  dieses  Falles  ist  in  der  31*5. 
[Sommer  einscblicfslich  enthalten. 

Betrachten  wir  zweitens  a und  <f  als  constant,  so  baben  alle  dorch  (l)  dargestelite 
Curven  unter  einander  eine  vicrpunctige  Osculation;  die  durch  (3)  dargestcllten  geraden 
Linien  schneiden  die  Axe  der  y adle  in  demselben  Puncte,  dessen  Ordinate  ist: 

__  2d 

y ” ~2o—  (x-HO* 

*)  Gerg.  Ann.  VDl  p.  i»3. 

30 
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Betrachten  wir  drittens  ß nnd  J als  constant,  so  osenliren  sich  alle  Curren  drei- 
punclig  im  Anfangs-Punctc,  nml  schneiden  sich  iiherdieCs  in  demselben  Pnnctc  der  ersten 
Are;  alle  gerade  Linien  (3)  schneiden  sich  in  demselben  Pnnctc  der  ersten  Axe,  dessen 
Abscisse  ist : 

2J 


ß XX 


39.  355.  Der  zweite  Fall  führt  gerade  zur  P oncelet  sehen  Constrnction  der  oben  ange- 

führten,, Aufgabe,  denn  die  geometrische  Deutung  dieses  Resultates  gibt  folgenden  Satz: 

Wenn  man  durch  den  Osculalions- Punct  mehrerer,  sich  in  demselben  Puncte  rier- 
punclig  osculirenden,  Curren  nach  beliebiger  Richtung  zwei  diesen  Curren  zum  zweiten 
Male  begegnende,  gerade  Linien  zieht , so  schneiden  sich  die,  durch  die  beiden  zweiten 
Durchschnitte  auf  jeder  der  Curren  bestimmten,  Chorden  in  demselben  Puncte  der  ge- 
meinschaßlichen  Tangente . 

In  der  29.  Figur  ist  O der  Osculalions -Punct  zweier  solcher  Cnrvcn , OM  und  ON 
sind  zwei  beliebige  durch  O gehende  gerade  Linien,  MN  nnd  M'N'  die  beiden  Chorden, 
die  sich  in  S,  einem  Poncle  der  gemeinschaftlichen  Tangente,  schneiden.  Wenn  mithin 
eine  der  beiden  sich  Osculirenden  Curven,  OMN,  ein  Punct  M'  der  andern  und  zugleich 
des  Osculalions  -Punct  O gegeben  sind,  so  können  wir  sogleich  auf  einer  beliebig  durch 
O gezogenen  geraden  Linie  ON  einen  neuen  Punct  N’  der  zweiten  Curvo  bestimmen. 

Wenn  die  beiden  geraden  Linien  OM  nnd  ON  in  eine  einzige  Zusammenfällen,  wo 
wir,  dem  entsprechend,  in  der  Gleichung  (2)  x =»  x'  nehmen  müssen,  so  gehen  die  durch 
(3)  dargestclltcn  Chorden  in  Tangenten  über.  Hiernach  haben  wir  also  auch  folgenden 
Satz : 

Wenn  man  durch  den  Osculalions- Punct  mehrerer  sich  in  demselben  Puncte  rier- 
punclig  osculirenden  Curren  nach  beliebiger  Richtung  eine  diesen*  Curren  zum  zweiten 
Male  begegnende  gerade  Linie  zieht , so  rereinigen  sich  die  Tangenten  in  -allen  diesen 
zweiten  Durchschnitten  in  ein  und  demselben  Puncte  der  gcmeinschaßlichen  Tangente. 

In  der  29.  Figur  sey  ON  die  beliebig  durch  O gelegte  gerade  Linie,  NQ  und  NQ 
sind  alsdann  zwei  Tangenten,  die  sich  in  einem  Puncte  Q der  gemeinschaftlichen  Tangente 
OQ  schneiden.  Wenn  also  in  der  eben  behandelten  Anfgabc  statt  des  Pnnctes  M'  eine 
gerade  Linie  QN',  von  der  die  zweite  gesuchte  Curvc  Lerlthrt  werden  soll,  gegeben  ist, 
so  können  wir  die  so  modificirtc  Aufgabe  auf  die  frühere  znrückfhhren , indem  wir  auf 
QN'  den  Beriihrnngs- Punct  bestimmen.  Man  lege  zn  diesem  Ende  von  Q ans,  dem 
Durchschnitte  von  QN'  nnd  der  Tangente  in  O,  eine  zweite  Tangente  an  die  gegebene 
Curve,  von  welcher  diese  in  N berührt  werde,  nnd  ziehe  ON;  diese  gerade  Linie  be<- 
stiinmt  alsdann  auf  der  gegebenen  Tangente  QN’  den  gesuchten  BerUhrungs- Punct  N”. 
Auch  diese  Aufgabe  erfordert  nur  den  Gebrauch  eines  Lineals,  (31 1). 


30. 


356.  Die  geometrische  Deutung  des  dritten  Falles  in  der  354-  Nummer  gibt  folgen- 
den Satz: 

fV enn  mehrere  Linien  zweiter  Ordnung  sich  in  denselben  beiden  Puncten  dreipune- 
tig  osculirm  und  schneiden,  nnd  man  durch  den  Osculalions -Punct  nach  beliebiger 
Richtung  zwei  den  Curren  zum  zweiten  Male  begegnende  gerade  Linien  zieht,  so  schnei- 
den sich  die  durch  die  zweiten  Durchschnitte  auf  jeder  dieser  Curren  bestimmten  Chor- 
den in  demselben  Puncte  derjenigen  geraden  Linie,  welche  den  gemeinschaftlichen  Os - 
culaiions-  und  Durchschnitts  - Punct  verbindet. 
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der  Linien  zweiter  Ordnung. 

In  der  Constrnction  der  30.  Figur  sind  O nnd  P der  Osculations-  und  Durchsrhnitts- 
Pnnct  zweier  in  Rede  stehenden  Ciirvcn,  ON  und  OM'  zwei  nach  beliebiger  Richtung 
durch  O gelegte  gerade  Linien,  und  MN  und  M'N'  die  beiden  sich  in  S,  einem  Pnnctc 
der  geraden  Linie  OP,  schneidenden  Chorden.  . 

Nach  dem  letzten  Satze  können  wir  folgende  Aufgabe  constroiren: 

„Wenn  eine  Gurre  zweiter  Ordnung,  nnd  drei  Puncto,  von  welchen  zwei  auf  dem 
„Umfange  derselben  sich  befinden,  nnd  der  dritte  ein  ganz  beliebiger  ist,  gegeben  sind: 
„beliebig  viele  Punclc  einer  neuen  Curve  derselben  Ordnung  zu  finden,  welche  die  gege- 
bene in  einem  der  beiden  ersten  gegebenen  Puncte  dreipunctig  osculirl,  im  andern  schnci- 
„det,  nnd  endlich  noch  durch  den  dritten  gegebenen  Punct  gehl.“ 

Scy  nemlich  OMPN  die  gegebene  Curve,  O der  erste,  P der  zweite  und  M*  der 
dritte  gegebene  Ponct.  Man  ziehe  OM'  nnd  nach  beliebiger  Richtung  ON,  von  welchen 
beiden  geraden  Linien  die  gegebene  Curve  in  ÄI  und  N getroffen  werde , man  ziehe  fer- 
ner MN  nnd  OP,  welche  einander  in  S begegnen,  und  endlich  MS,  die,  genugsam  ver- 
längert, die  beliebig  durch  O gezogene  gerade  Linie  ON  in  einem  Puncte  N’  der  zu  be- 
stimmenden zweiten  Curve  schneidet. 

w ir  können  leicht  die  zweite  Curve  durch  eine  stete  Bewegung  beschreiben,  indem 
wir  den  Punct  N auf  dor  gegebenen  Curve  fortrückcn  lassen , wodurch  der  Punct  S ver- 
schiedene Lagen  auf.  OP  annimmt.  Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  für  die  entsprechende 
Consruction  der  vorigen  Nummer.-  Wir  können  überhaupt  diese  Construction  als  einen 
besondem  Fall  der  lctztgcgrbcncn  anschen.  Denn,  wenn  sich  der  Punct  P immer  mehr 
dem  Puncte  O nähert,  und  endlich  mit  demselben  zusammcnfällt,  so  gehl  die  drcipunctige 
Osculation  in  eine  vicrpuncligc,  und  die  gerade  Linie  OP  in  eine  Tangente  im  Oscula- 
tions-Puncte  über. 

Wenn  wir  annchmcn,  dafs  die  beiden  geraden  Linien  OM'  und  ON  in  eine  einzige 
ausammcnfallen , so  erhalten  wir  folgenden  Satz : 

Wenn  man  durch  den  Osculations  - Punct  zweier  oder  mehrerer  sich  in  denselben 
beiden  Puneten  osculirenden  und  schneidenden  Curven  zweiter  Ordnung  nach  beliebiger 
Richtung  eine  gerade  Linie  zieht,  welche  die  verschiedenen  Curven  zum  zweiten  Maie 
schneidet,  so  vereinigen  sich  die  Tangenten  in  diesen  zweiten  Durchschnitten  alle  in  ein 
und  demselben  Puncte  der  durch  den  Osculations-  und  Durchschnitts- Punct  gehenden 
geraden  Linie. 

In  der  30.  Figur  vereinigen  sich  in  Q die  beiden  Tangenten  in  N und  N'. 

Hiernach  können  wir,  ähnlich  wie  in  der  vorigen  Nummer,  die  obige  Aufgabe  nun 
auch  dahin  modificircn,  dafs  statt  des  dritten  Punctes  eine  gerade  Linie  gegeben  ist,  von 
welcher  die  gesuchte  Curve  berührt  werdeu  soll. 

Wir  können  endlich,  nach  dem  an  die  Spitze  dieser  Nummer  gestellten  Salze,  ganz 
allgemein  eine  Linie  zweiter  Ordnung  construircn , die  eine  gegebene  in  einem  gegebenen 
Puncte  osculirt  und  überdies  durch  irgend  zwei  andere  gegebene  Puncte  geht.  Sey , in- 
dem wir  uns  wieder  auf  die  30.  Figur  beziehen,  OMN  die  gegebene  Curve,  die  in  O os- 
culirt  werden  soll,  und  M'  und  N'  zwei  Puncte,  durch  welche  die  verlangte  Curve  gehen 
soll.  Man  ziehe  OM'  nnd  ON’,  die  der  gegebenen  Curve  in  M und  N begegnen,  und 
ziehe  ferner  M'N'  nnd  MN,  die  sich  in  S,  einem  Puncte  von  OP,  schneiden.  Hiernach 
erhalten  wir  den  Punct  P,  und  können  alsdann,  nach  dem  Frühem,  so  viele  Puncte  der 
verlangten  Curve  finden,  als  wir  wollen. 

30  * 
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357.  Die  beiden  Puncte , welche  wir  in  den  Constmetionen  der  beiden  vorigen  Num- 
mern  S genannt  haben,  sind,  nach  dem  Vorstehenden , constant  für  unendlich  viele,  ge- 
wissen Bedingungen  unterworfene,  Curven ; sic  sind  es  auch  fllr  unendlich  viele  Linien- 
Systcme,  die  wir  nun  näher  bestimmen  wollen.  Zu  diesem  Ende  gehen  wir  zur  3.  Glei- 
chung der  354.  Nummer  zurück: 

(2a — (x+x’))y-H,S — xx")x+2<T  = O,  (3) 

und  betrachten  in  derselben  a,  ß und  i als  gegebene  CoefTicienten,  x and  x'  aber  als  noch 
zu  bestimmende  Grüfsco.  Diese  Gleichung  bezeichnet  gerade  Linien,  welche  die  Axe  der 
y,  d.  h.  die  Tangente  im  Anfangs -Puncle,  in  einem  festen  und  unveränderlichen  Punclc 
schneiden,  wenn  (x-t-x-)  constant  ist.  Um  Systeme  zweier  geraden  Linien,  die  diesen  Be- 
dingungen entsprechen,  zu  construiren,  ziehe  man  irgend  eine  gerade  Linie  der  Tangente 
parallel , und  bestimme  auf  dieser  geraden  Linie  verschiedene  Paare  von  Pnncten,  die  von 
einem  festen,  beliebig  angenommenen,  Punclc  derselben  glcichwcit  abstehen,  und  verbinde 
endlich  die  Puncte  jedes  Paares  mit  dem  Berühruugs -Puncte.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  verschiedene  Systeme  zweier  geraden  Linien,  die  auf  der  Curvc  Chorden  bestimmen, 
die  alle  in  ein  und  demselben  Punclc  der  Tangente  sieb  vereinigen. 

Wenn  die  verschiedenen  durch  die  Gleichung  (3)  dargestelltcn  geraden  Linien  sich  in 
demselben  Punclc  der  ersten  Axe,  die  eine  beliebig  zu  bestimmende  Richtung  hat,  schnei- 
den sollen,  so  mufs  xx'  constant  seyn.  Wenn  wir  uns  auf  den  Fall  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten  beschränken,  und  Uberdicfs: 

xx’+l  = o, 

setzen,  so  haben  wir  folgenden  bekannten  Satz  *): 

Wenn  man  einen  rechten  Winkel , dessen  Scheitel  in  irgend  einem  Puncte  einer  Li- 
nie zweiter  Ordnung  angenommen  wird , um  diesen  Scheitel  sich  drehen  läßt , so  gehen 
die  durch  die  Schenkel  des  Winkels  in  alten  seinen  verschiedenen  Lagen  auf  der  Curee 
bestimmten  Chorden  durch  einen  festen  Punct,  der  auf  der  im  beliebig  angenommenen 
Puncte  errichteten  Normalen  sich  befindet. 

Hiernach  kann  man,  wenn  irgend  eine  Linie  zweiter  Ordnung  gegeben  ist,  in  einem 
beliebigen  Puncte  derselben,  mit  blofscr  Hülfe  eines  rechten  Winkels,  die  Normale  con- 
struiren. C 

Wenn,  hei  den  vorhin  gemachten  Voraussetzungen,  Hberdiefs  noch  ß = — t,  und 
also  die  Curve  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  so  sind  alle  durch  (3)  dargestellten  Chor- 
den unter  einander  und  mit  der  Normalen  parallel.  Wir  verweilen  nicht  hei  der  Aussage 
dieses  Satzes,  der  schon  in  der  295.  Nummer  enthalten  ist 

358.  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  diejenigen  Beziehungen  aufsuchen,  welche  zwi- 
schen den  Constanten  der  Gleichungen  zweier  Linien  zweiter  Ordnung  Statt  finden  müs- 
sen, damit  diese  sich  in  zweien  Puncten  berühren.  Zu  diesem  Ende  nehmen  wir  wieder 
zwei  Gleichungen  von  folgenden  Formen: 

y’-Hiaxy-f-/Jx,+2dx  = 0,  , 

y’+2«'xy+^z’+2d'x  — o, 


*)  ThAortme*  nouveatut  tur  lei  lignes  et  surfacei  du  second  ordn.  Par  Id.  F re  gier.  Gerg. 
Am.  VI.  p.  229.  Man  vergleiche  ferner,  wegen  der  Verallgemeinerung  des  Satzes:  Gerg. 
Ann.  VI.  p.  321  und  VII.  p.  05. 
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indem  wir  die  beiden  Cnrvcn  anf  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  als  sweite,  and  eine 
beliebige,  durch  den  Beruhrungs -Punct  gezogene,  gerade  Linie,  als  erste  Axc,  beziehen. 
Zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  wollen  wir  die  mit  der  ersten  Potenz  von  x behafte- 
ten Glieder  elmiiniren ; wir  brauchen  zn  diesem  Ende  nur  die  beiden  Gleichungen  Ton 
einander  abzuziehen , nachdem  wir  die  erste  mit  «T,  die  zweite  mit  i mnltiplicirt  haben. 
Auf  diese  Weise  kommen  wir  zu  folgender  Gleichung: 

(ir—i)y'+2(a»j—u's)xj+(ßii—iis)j.*  = o,  (.) 

die  ein  System  zweier  geraden  Linien  darstclll,  die  durch  den  Anfangs -Punct  der  Coor- 
dinaten  gehen,  and  alle  Durchschnitte  der  beiden  Curren  enthalten.  In  dem  Falle,  dafs 
die  Curven  anfser  dem  Bcrtlhrungs -Puncte  keinen  Punct  mehr  mit  einander  gemein  ha- 
ben, stellt  die  letzte  Gleichung  nicht  mehr  zwei  gerade  Linien,  sondern  nur  den  Bcrüh- 
rungs- Punct  dar.  Wir  können  in  dem  Falle,  dafs  die  beiden  Curren  sich  schneiden,  die 
letzte  Gleichung  noch  vereinfachen,  indem  wir  die  erste  Axc,  deren  Richtung  wir  bisher 
ganz  unbestimmt  gelassen  haben,  nun  durch  einen  der  beiden  Durchschnitte  legen.  Als- 
dann mnfs  die  Gleichung  (2)  sich  auf  ihre  beiden  ersten  Glieder  rcduciren  und  mithin  in 
folgende  übergehen: 

(<r-J)y*+2(o<r— u'd)xy  = o,  (3) 

and  endlich,  wenn  die  beiden  Durchschnitte  der  beiden  Linien  zweiter  Ordnnng  in  einen 
einzigen  zusammcnfallcn  sollen,  in  folgende: 

y’  «=  o. 


Hiernach  erhalten  wir,  damit  die  beiden  durch  (l)  dargcstellten  Curren  sich  zwie- 
fach berühren,  indem  wir  als  zweite  Axe  die  Tangente  in  einem  der  Berührung* -Puncte 
nehmen,  nnd  die  erste  Axe  durch  die  beiden  Beriihrnngs-Pnnctc  legen,  folgende  beiden 
Bcdingungs-Glcicbnngen  zwischen  den  Cons tarnen: 

ßi' — ß!S  = o,  ad'— ad  = o,  (%) 

und  diese  bringen  folgende  dritte  mit  sich; 

aß! —aß  o. 


Dieselben  Bedingungen  sind  aoeh  in  folgendem  Ausdrucke  enthalten : 

a ß t 

a “ f ° r 


(*) 


359.  Sey  nnn : 

yM»2axy+j5z5H-2dx  ■=  o,  (s)  * 

die  Gleichung  einer  der  in  der  vorigeo  Nummer  betrachteten,  sich  berührenden,  Curven; 
die  beiden  Bertihrungs  - Puncte  liegen  auf  der  ersten  Axe,  der  eine  im  Anfangs  • Pnncte, 

die  Abscisse  des  andern  ist  Für  die  Gleichungen  zweier,  durch  die  Berührung*- 

Pnncte  nach  beliebiger  Richtung  gezogenen,  geraden  Linien  können  wir  hiernach  folgende 
nehmen: 


x+xy  km  o, 


*4*'y+-j  = o, 

wo  « nnd  n Gröfscn  sind,  die  ron  der  Richtung  dieser  Linien  abbängen,  nnd  die  wir 
ganz  unbestimmt  lassen.  Das  System  der  beiden  geraden  Linien  können  wir  hiernach 
durch  folgende  Gleichung  darstellen : 

ß**'y,+ß(x+x')xj+ßx*+2ixy+2ät  ■»  o,  (7) 
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Ziehen  wir  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  der  Curvc  ab,  und  diridiren  alsdann  alle 
Glieder  der  rcsullircndcn  Gleichung  durch  y,  so  kommt: 

(l-,5*»')y+(2o— ,«(*+«'))*— ad*  =■  o.  (,) 

Diese  Glcichnng  stellt  diejenige  Chorde  dar,  welche  durch  die  beiden  Puncte  geht,  in 
welchen  die  beiden  durch  die  BerUhrungs -Punctc  gesogenen  geraden  Linien  der  Curvc 
zum  zweiten  Male  begegnen.  Diese  Chorde  schneidet  die  erste  Axe,  d.  h.  diejenige  ge- 
rade Linie,  welche  durch  die  beiden  BerUhrungs -Punctc  geht,  in  einem  Punctc,  dessen 
Abscisse  ist: 

*—***>  a-ÄortWj'  (9) 

a 

Aus  den  Gleichungen  (/,)  der  vorigen  Nummer  geht  aber  hervor,  dafs,  wenn  wir  durch 
die  Glcichnng  (6)  (indem  wir  a,  ß und  S als  unbestimmte  Cocfficienten  betrachten)  alle 
möglichen  Curven,  welche  sich  in  denselben  beiden  Puncten  der  ersten  Axe  berühren 

J ß 

darstellen:  - und  E constantc  Werthe  haben,  und  mithin  auch  für  alle  diese  Curven  der 

et  u 

durch  die  Gleichung  (9)  bexeichnete  Pimet  ein  fester  und  unveränderlicher  isL  Wir  ha- 
ben mithin  folgenden  Satz  bewiesen: 

W :nn  zwei  oder  mehrere  Linien  zweiter  Ordnung  sich  in  denselben  beiden  Punc- 
ten berühren , und  man  durch  die  beiden  BerUhrungs- Puncte  nach  beliebiger  Richtung 
zwei  gerade  Linien  zieht,  die  den  verschiedenen  Curven  zum  zweiten  Male  begegnen, 
SO  bestimmen  diese  zweiten  Durchschnitte  auf  jeder  derselben  eine  Chorde,  die  durch 
einen  festen  Punct  der  die  Berührungen  verbindenden  geraden  Linie  geht. 

Nach  diesem  Satze  können  wir  mit  blofscr  Hülfe  eines  Lineals  folgende,  den  frühem 
analoge  , Aufgabe  construiren : 

„Wenn  eine  Linie  zweiter  Ordnung  und  auf  dem  Umfange  derselben  irgend  zwei 
„Punctc  gegeben  sind , beliebig  viele  Punctc  einer  andern  Lime  derselben  Ordnung  zu 
„finden,  welche  die  gegebene  in  den  beiden  gegebenen  Puncten  berührt,  und  uberdiefs 
„noch  durch  einen  dritten  gegebenen  Punct  geht.“ 

Wenn  statt  des  zweiten  BerUhrungs -Punctes  irgend  ein  zweiter  beliebiger  Punct  ge- 
geben ist,  so  können  wir  unmittelbar  jenen  finden,  und  somit  die  allgemeinere  Aufgabe 
auf  die  vorstehende  zurUckfithren. 

Wenn  Alles  wie  im  letzten  Satze  bleibt,  und  die  beiden  durch  die  Berübrungs-Puncte 
gezogenen  geraden  Linien  in  einem  Punctc  einer  der  Curven  sich  schneiden,  so  ordnet 
sich  die  Tangente  in  diesem  Puncte  in  die  Reihe  der  eben  bezeichnten  Chorden. 

Man  sieht  sogleich  ein,  dafs  in  dem  Salze  der  gegenwärtigen  Nummer,  als  besonde- 
rer Fall,  der  Satz  der  355.  Nummer  enthalten  ist  Wir  können  ncmlich  den  Oscnlations- 
Punct  als  einen  solchen  Punct  ansehen,  in  welchem  die  beiden  Berilhrungs-Puncte  Zu- 
sammenfällen ; die  Chorde , welche  die  letztgenannten  Puncte  verbindet , geht  alsdann  in 
eine  Tangente  über. 

31.  . 3Ö0.  Es  gehören  hierher  noch  zwei  einzelne  Sätze,  von  welchen  wir  den  einen  un- 

mittelbar in  der  Gleichung  (8)  lesen  können.  Die  dnreh  diese  Gleichung  dargestcllte  ge- 
rade Linie  schneidet  nemlich  die  zweite  Axe  in  einem  Puncte,  dessen  Ordinate  unabhän- 
gig von  u ist  Dieser  Durchschnitt  bleibt  mithin  ein  constanter  Punct  für  alle  Curven, 
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welche  die  Gleichung  (6)  darslellt,  indem  wir  ß und  J als  ein  fUr  alle  Mal  gegeben,  a 
aber  als  durchaus  beliebig  betrachten;  ftlr  alle  Curven  also,  welche  die  zweite  Axe  im 
Anfangs  -Puncle  osculircn,  und  sich  in  demselben  Puncte  der  ersten  Axe  schneiden.  Die 


Abscisse  dieses  Durchschnitte*  ist 


und  mitbin  stellt  die  Gleichung  (y)  zwei  nach 


beliebiger  Richtung  durch  den  Osculations  - Punct  and  jenen  Durchschnitts -Pnnct  gezo- 
gene gerade  Linien  dar.  Also: 

Wenn  man  durch  den  Osculations-  und  den  Durchschnitts -Punct  zweier  sich  drei- 
punctig  osculirenden  Linien  zweiter  Ordnung  nach  beliebiger  Richtung  zwei  gerade  Li- 
nien zieht,  so  vereinigen  sich  die  durch  diese  Linien  auf  den  beiden  Curven  bestimmten 
Chorden  in  einem  Puncte  der  gemcinschaßlichen  Tangente  im  Osculations-  Puncte. 

Dieser  Satz  liefert  eine  zweite  Construction  einer  Linie  zweiter  Ordnung,  welche  eine 
gegebene  OMN  in  einem  gegebenen  Puncte  O osculirt,  und  überdiefs  durch  irgend  zwei 
gegebene  Puncte  M'  und  N"  geht.  Man  ziehe  nemlich  M’N',  die  der  Tangente  in  O im 
Puncte  S- begegnet,  ferner  M'O  (oder  N'O),  welche  die  gegebene  Curve  in  M (oder  ft) 
schneidet,  ziehe  SM  (oder  SN),  welche  derselben  in  m (oder  n)  zum  zweiten  Male  be- 
gegnet, und  endlich  N'm  (oder  M'n),  die  denjenigen  Punct  P bestimmt,  in  welchem  die 
gegebene  Curve  von  der  gesuchten  geschnitten  wird.  Sobald  dieser  Punct  bestimmt  ist, 
können  wir  den  Durchschnitt  jeder  durch  O oder  P gehenden  geraden  Linie  mit  der  ver- 
langten Curve  leicht  bestimmen. 


96t.  Den  zweiten  Satz  erhalten  wir  ebenfalls  ohne  alle  Mlihe.  Wir  nehmen 

y5-4-2axY+/)x’+2<Jx  = o,  , - 

y,+3d  xy-hfl1  x’-f-2d'.x  = 0, 

für  die  Gleichungen  zweier  sich  im  Anfangs  - Puncte  berührenden  Curven,  nnd  ziehen 
nach  einander  von  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  die  Gleichung  eines  Systems  zweier 
durch  den  Bcrtihrnngs- Punct  gehenden  geraden  Linien: 

y*-+{je+-*>y-HtxV  =»  0, 

ab.  Alsdann  ergibt  sich,  wenn  wir  zugleich  alle  Glieder  der  resultirenden  Gleichung 
durch  z dividircu,  ähnlich  wie  in  der  354.  Nummer: 

(2a— (*+*'))) -t-y— xx’jx+Jj  = o,  . 

(2a— (»+»))y-K/r— x*')x+2il'  — o,  W 

and  wenn  wir  diese  beiden  Gleichungen  wiederum  von  einander  abzichcn,  kommt: 

2(a— a')y+(iS-/S')x-|-2(d— <)')  = o.  (1) 

Die  beiden  durch  (2)  dargestellten  Chorden  schneiden  sich  also  auf  einer  geraden  Linie 
(3),  welche  dieselbe  bleibt,  wie  wir  auch  die  Richtung  der  beiden,  durch  den  BcrUhrnngs- 
Pnnct  gezogenen,  geraden  Linien  bestimmen  mögen,  und  die  keine  andere  ist,  als  die 
gemeinschaftliche  Chordc  der  beiden  Linien  zweiter  Ordnung.  Denn,  wir  kommen  eben- 
falls zu  der  Gleichung  (3),  indem  wir  die  Gleichungen  (t)  von  einander  abzichcn,  nnd 
alle  Glieder  der  resultirenden  Gleichung  durch  x dividiren.  Also: 

Wenn  man  durch  den  Berührung!- Punct  zweier  sich  einfach  berührenden  Linien 
zweiter  Ordnung  zwei  gerade  Linien  zieht , so  bestimmen  diese  Linien  auf  den  beiden 
Curven  zwei  Chorden,  die  sich  auf  der  gemcinschaßlichen  Chorde  der  Curven  schneiden. 

Der  in  diesem  Satze  bczcicbnctc  Durchschnitt  ist  ein  constanter  auch  ftir  alle  andere 
Cnrven,  welche  mit  den  beiden  gegebenen  denselben  BerUhrnngs -Punct  nnd  dieselben 
beiden  Durchschnitte -Puncte  'haben.  Wenn  wir  den  durch  den  Beröbrangs-Pnnct  gc- 
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hcnden  geraden  Linien  veränderte  Richtungen  gehen,  so  hleiht  jener  Durchschnitt  immer 
auf  einer  geraden  Linie,  jener  gemeinschaftlichen  Chordc.  Diese  Chordc  wird  eine  ge* 
meinschaftliche  Tangente,  wenn  die  beiden  Curven  sich  zum  zweiten  Male  berühren. 
Dicfs  können  wir  leicht  geradezu  zeigen.  Führen  wir  ncmlich  die  erste  Axe  durch  die 
beiden  Beriihrungs-Punctc,  so  ist  nach  der  letzten  Bcdingongs- Gleichung  der  358.  Num- 
mer die  Gleichung  (3)  identisch  mit  folgenden  beiden: 

2ay+/}x-t-24  = O, 

Qa'y+ß'x+2i'  = o, 

in  welchen  wir  ohne  Mühe  die  gemeinschaftliche  Tangente  der  beiden  gegebenen  Curven 
im  Pnncte  (o , — - — ^ wiederkennen. 

V ß / 


Man  bemerkt  sogleich,  dafs  aus  dem  Satze  der  vorigen  Nummer  sowol  als  dieser  sich 
wiederum  derjenige  Satz,  auf  welchem  die  Construction  der  Poncc letschen  Aufgabe 
beruht,  unmittelbar  ergibt;  überhaupt  ist  unverkennbar,  dafs  alle  bisher  erhaltenen 
Resultate  speciellc  Fälle  eines  einzigen  allgemeinen  Satzes  sind.  Die  folgende  Nummer 
wird  zeigen , wie  wir  zu  diesem  Satze  auf  eine  eben  so  leichte  Weise  gelangen , als  za 
jedem  spcciellcn  Falle  desselben. 


(«) 


362.  Seyen: 

yH2a'xy+/J'x,+2y'y+9<l'x+«'  = o, 
y,+2axy+jSx5+2yy+2Jx+«  «s  o, 
die  Gleichungen  zweier  sich  in  denselben  beiden  Puncten  der  zweiten  Axe  schneidenden 
Linien  zweiter  Ordnnng.  Alsdann  erhalten  wir  nach  der  ersten  Nummer  dieses  Para- 
graphen: 

2(c‘_o)y+(/J'— fJ)x+Q(<r-J)  = o C») 

für  die  Gleichung  derjenigen  Chordc,  welche  durch  die  beiden  Übrigen  (reellen  oder  ima- 
ginären) Durchschnitte  der  beiden  Curven  gebt.  Betrachten  wir  nun  die  erste  Curvc  als 
ein  für  alle  Mal  gegeben,  die  zweite  Curvc  aber  einzig  der  Bedingung  unterworfen,  dafs 
sic  der  ersten  in  denselben  beiden  Puncten  der  zweiten  Axe  begegnet,  d.  h.  nehmen  wir 
d,  ft,  y , <T  und  *’  als  constant,  ferner  y — y , 1 = 1 und  also  nur  noch  a,  ß und  d als 
unbestimmte  Coefficienten : so  schneiden  sich  alle  durch  (2)  dargcstelltc  Chorden  in  dem- 
selben Puncte  der  ersten  Axe , über  die  bisher  keine  nähere  Bestimmung  getroffen  wor- 
den ist,  wenn  in  der  zweiten  der  Gleichungen  (1)  auch  noch  ß und  i constant  sind.  Da- 
mit aber  die  Bedingung  erfüllt  werde,  dafs  ß,  y (—  y),  -4  und  <(—»')  constant  seyen, 
müssen  alle  durch  die  eben  angeführte  Gleichung  dargcstcllte  Curven  sich  in  denselben 
vier  Puncten  schneiden,  und  überdiefs  niufs  die  erste  Axe  durch  diejenigen  beiden  Durch- 
schnitte gehen,  welche  nicht  schon  auf  der  zweiten  Axe  liegen.  Hiermit  ist  folgender 
Satz  bewiesen : 


Wenn  beliebig  viele  Limen  zweiter  Ordnung,  die  sich  in  denselben  vier  Puncten 
schneiden,  gegeben  sind,  und  man  legt  durch  zwei  dieser  Durchschnitte  eine,  übrigens 
ganz  beliebige,  Linie  derselben  Ordnung,  welche  aujscr  der  einen,  allen  Curven  ge- 
meinschaßlichcn,  Chordc  mit  jeder  der  gegebenen  insbesondere  noch  eine  zweite  gemein- 
schaftliche Chorde  hat : so  gehen  alle  diese  zweiten  gemeinschaftlichen  Chorden  durch 
ein  und  denselben  Punct,  welcher  zugleich  auf  der  gemeinschaß  liehen  Chorde  aller 
gegebenen  Curven  liegt. 

W can  wir  hei  drei  Curven  sieben  bleiben,  so  haben  wir.  also  folgenden  Sau» 
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IVenn  irgend  drei  Linien  uv  eit  er  Ordnung  sich  in  denselben  beiden  Punclen  schnei- 
den, so  vereinigen  sich  die,  durch  die  übrigen  Durchschnitte  je  zweier  derselben  be- 
stimmten, drei  gemcinschafilichcn  Chorden  in  ein  und  demselben  Puncte. 

Dieser  Satz  ist  einer  der  an  Folgerangen  reichsten  in  der  Theorie  der  Linien  zweiter 
Ordnung.  Wir  hcgnligen  ans  hier  damit,  blofs  die  Anssage  desselben  za  gehen;  in  dem 
letzten  Paragraphen  dieses  Abschnittes  werden  wir  auf  denselben  zarllckkommcn,  und  bei 
der  Discussion  desselben  länger  verweilen. 

§.  9. 

Verbindung  der  Gleichungen  zweier  gegebenen  Linien  zweiter  Ordnung  zu 
der  Gleichung  einer  Linie  derselben  Ordnung.  Chordal- System. 

Chordal-Punct. 


3Ö3.  Seyen  s 

y’-t-2axy+/?xJ+2j'y+2Jx+«  <=0, 
yJ-fa«'xy+/?z:5+2;/y+2<J'x+r'  = O, 

die  Gleichungen  zweier  gegebenen,  auf  irgend  ein  beliebiges  Coordinaten- System  bezoge- 
nen, Curven  zweiter  Ordnung.  Wenn  wir  eine  dieser  Gleichungen,  etwa  die  zweite,  mit 
einem  unbestimmten  Coedicienten  u mnltipliciren,  und  alsdann  zur  andern  addiren,  so  er- 
halten wir  die  allgemeine  Gleichung  aller  derjenigen  Curven  derselben  Ordnnng,  welche 
durch  die  (reellen  oder  imaginären)  Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  Curven  gehen. 
Diese  Gleichung  nimmt,  wenn'  wir  die  Cocfficienlen  von  y*  anf  Eins  bringen,  folgende 
Form  an: 


• . „ u+uol  , 
y*  + 2 — xy  + 
1 l+H  1 


p+rf. 


xa  + 2 


r+w 


y+2 


l+#t  l+p 


(•) 


I+/t  l+/z‘ 

Wenn  diese  Gleichnng  ein  System  zweier  geraden  Linien  oder  einen  Punct  darstellen 
soll,  so  haben  wir  (23a)  folgende  Bedingungs -Gleichung: 

(i+v)(b^J'y-^a+guj(r+/*y){b-hf‘b'H<ß+i‘ß‘)(y+t‘r')1+((‘rt-fiu)*—a+fi)(ß+fiß)) 


{H-/U)  » o, 

die,  wenn  wir  entwickeln  und  nach  den  Potenzen  von  p ordnen,  in  folgende  Übergeht: 
(iH — 2o'(I'y+^'y‘J-Ho'1— ff)t')/*ä-f-(‘f3+2d<('— 2u/d' — 2a'}'(T— 2a'yj+ßy‘3-1-2liyy’+(d2 — ß)i 
-f-2o«V — (ß+f?)i)(i,+(it+2Sf — 2 ayS — 2oy'J — 2uyi  -hß y2+2ßyy+(a2 — (3) 

— (ß+ß}t)/i+(ä2— 2aJy-pßy2+(a2— ß)i)  = o. 

Diese  Gleichung  gibt  wenigstens  einen  reellen  Werth  für  /<;  sic  redneirt  sich  nur  dann 
anf  den  zweiten  Grad,  oder  mit  anderen  Worten,  eine  ihrer  Wurzeln  wird  Null  oder 
anendlich,  wenn  eine  der  nachstehenden  Gleichungen  Statt  findet: 


A'2—2ub‘y'-^y">+(d2  — ß)i  «=*  O, 
S2— 2uiy+-ßy1-b-{u1 — ß)i  = o, 


d.  h.  wenn  eine  der  gegebenen  Linien  zweiter  Ordnung  selbst  schon  ein  Linien  - System 
oder  ein  Pnnct  ist. 


Nach  der  in  der  324.  Nnmmer  angewendeten  Schlafs- Weise  ist  a priori  ersichtlich, 
dafs  unter  den  durch  die  allgemeine  Gleichnng  (2)  dargestclltcn  Linien  zweiter  Ordnung 
sich  immer  ein  System  zweier  reellen  geraden  Linien  befindet,  nnd  hiernach  ergeben  sich, 
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nach  der  286.  und  287.  Nummer,  unmittelbar  die  nachstehenden  Folgerungen.  Wenn  die 
Gleichung  (3)  nur  einen  einzigen  reellen  Werth  für  ft  gibt,  so  haben  die  beiden  Curven 
(I)  nor  zwei  reelle  Durchschnitts-Pnnctc,  und  ihre  Gleichungen  lassen  sich  nur  zu  der 
Gleichung  eines  einzigen  Linien -Systems  und  nicht  zu  der  Gleichung  eines  Punctcs  oder 
einer  imaginären  Curve  verbinden.  Wenn  die  Gleichung  (3)  drei  reelle  W urzeln  hat , so 
sind  die  Durchschnitts -Pnncte  der  beiden  gegebenen  Curven  alle  vier  reell  oder  alle  vier 
imaginär;  im  ersten  Falle  sind  in  der  allgemeinen  Gleichung  die  Gleichungen  dreier  Li- 
nien - Systeme,  im  zweiten  Falle  die  Gleichungen  eines  Liiiicn-Systcms  und  zweier  Punctc 
enthalten.  W'cnn  die  Gleichung  (3)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  so  müssen  zwei  der  vier 
Durchschnitts -Pnncte  der  beiden  gegebenen  Curven  zusammcnfallcn  und  mithin  diese  .. 
Curven  sich  berühren;  wenn  diese  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln  hat,  so  müssen  die 
beiden  gegebenen  Curven  sich  dreipnnctig  osculircn.  Wenn  ein  resultircndcs  System  ans 
zwei  Parallellinien  bestehen  soll,  so  mufs  eine  WTurzel  der  Gleichung  (3)  folgenden  Aus- 
druck annulieren: 

(o-f ■/tu’)*—  ; 

geschieht  diefs  von  zweien  gleichen  Wnrzcln  dieser  Gleichung,  so  berühren  sich  die  bei- 
den gegebenen  Curven  zweimal.  Diese  doppelte  Berührung  kann  aber  auch,  wenn  wir 
uns  diesen  Ausdruck  erlauben  dürfen,  imaginär  werden;  was  dann  Statt  findet,  wenn  die 
Elimination  von  y und  x zwischen  den  beiden  gegebenen  Gleichungen  (l)  zu  solchen  Glei- 
chungen in  x und  y führt,  die  zwei  Paar  gleicher  imaginären  Wurzeln  haben.  Wan  Über- 
zeugt sich  leicht,  dafs  in  diesem  Falle  in  der  allgemeinen  Gleichung  (2)  die  Gleichungen 
zweier  identischen  Systeme  von  zwei  zusamuicnfallenden  Paraliellinien  und  eines  Punctcs, 
und  zwar  des  Poles  derjenigen  geraden  Linie,  in  welche  jene  Paraliellinien  Zusammenfäl- 
len, enthalten  sind.  Der  Uebergang  von  der  wirklichen  zur  imaginären  doppelten  Be- 
rührung bezeichnet  die  vierpuncligc  Osculation;  die  Gleichungen  zweier  sich  vierpunctig 
osculircndcn  Curven  zweiter  Ordnung  lassen  sich  zu  den  Gleichungen  dreier  identischen 
Systeme  von  zwei  in  die  Tangente  im  Osculations -Puncte  znsauimcnfallcnden  Parallel- 
linicn  verbinden. 

Wir  nennen  jedes  derjenigen  Systeme  von  zwei  geraden  Linien,  zu  dessen  Gleichung 
wir  durch  Verbindung  der  Gleichungen  zweier  Curven  zweiter  Ordnnng  gelangen  können, 
ein  C ho  rdal-Sy  s tem  der  beiden  Curven,  und  diejenigen  beiden  Puncte,  welche 
an  die  Stelle  zweier  dieser  Chordal  - Systeme  treten  können,  Chordal-  Puncte. 


364.  Indem  wir  für  ft  eine  Wurzel  der  Gleichung  (3)  nehmen,  erhält  die  Gleichung 
(2)  folgende  Form: 

yH(S4^xy+|?x*+(;-K'jy+er+r?)x-rt?'  = 0, 

und  wir  haben  alsdann : 


o a^ftu’ 
l+fi 

ß-i-ftß' 

i+H 


— £+?> 

= ?r, 


2 Hw 

1 +fl 

2d±nd- 

i+ft 


= ?+C, 

» sr+rt, 


>+,“i  ff. 

*71  — * 

l+/i 
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Die  Elimination  von  ?,  !f.  C und  £'  zwischen  diesen  fünf  Gleichungen  führt  wiederum  znr 
Gleichung  (3)  zurück. 

In  den  nächsten  beiden  Nummern  wollen  wir  beispielsweise  zeigen,  wie  wir  ans  die- 
sen Gleichungen,  ähnlich,  wie  cs  im  6.  Paragraphen  geschehen  ist,  geometrische  Resul- 
tate hcrlcitcn  können. 


36.5.  Wir  wollen  zu  diesem  Ende  die  dritte  der  letzten  fünf  Gleichungen  betrachten, 
nemlich  folgende: 


f r+fY 

1+/4 


c+r. 


Aus  dieser  Gleichung  verschwindet  p,  wenn  wir  y = y setzen,  und  wir  erhalten  alsdann: 

2 r = 2 / = C+f.  (4) 

Wir  kommen  auf  dieselbe  AVcisc  noch  za  einem  allgemeinem  Resultate,  wenn  wir 
für  fi  irgend  einen  beliebigen  Werth  nehmen , so  dafs  die  Gleichung  (2)  irgend  eine  der- 
jenigen Curven,  welche  durch  die  vier  Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  (t)  gehen,  dar- 
stcll(.  Indem  wir  diese  Gleichung  folgendermaßen  schreiben : 
y:-+-2«”xy  .f.  /i"x’-f-2y"y+2i)J'x+e"  = o, 

ergibt  sich: 

HW'  = v- 

l+H  7 

tmd  mithin,  wenn  wir,  wie  vorhin,  y =>  y setzen: 

y = y'  = y'\ 


Wenn  wir  bei  der  Deutung  dieses  Resultates  nur  auf  denjenigen  Fall  Rücksicht  nehmen, 
dafs  die  zweite  Axe  den  Curven  wirklich  begegne , so  erhalten  wir  folgenden  Satz : 

Wenn  eine  gerade  Linie  zwei  gegebene  Linien  zweiter  Ordnung  so  schneidet,  dafs 
die  Milten  der  auf  ihr  interccptirtcn  Chorden  beider  Curven  zusammenfallen , und  also 
zwischen  den  beiden  Curven  gleiche  Segmente  der  geraden  Linie  liegen,  so  Hegen  auch 
gleiche  Segmente  derselben  zwischen  je  zwei  anderen  Curven,  welche  durch  die  ( reellen 
oder  imaginären)  Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  Curven  gehen. 

Die  Construction  der  32.  Figur  bezieht  sich  auf  den  besonderen  Fall  der  Gleichung 
(4),  wo  die  resuhirende  Curve  ein  System  von  zwei  geraden  Linienist.  NN1  nemlich  ist 
eine  gerade  Linie,  die  den  beiden  Curven  in  M,  W nnd  N,  N'  so  begegnet,  dafs 
M.N  =»  Äl'N’.  Diese  beiden  Curven  schneiden  einander  in  den  vier  Punctcn  A,  B,  C 
nud  D ; verbinden  wir  diese  Punctc , paarweise  genommen,  (was  auf  dreifache  Weise  ge- 
schehen kann,)  durch  zwei  gerade  Linien,  AB  und  CD,  die  der  geraden  Linie  NN’  in 
den  Punctcn  S nnd  S’  begegnen,  so  ist  SIS  = M'S’. 

Wir  gehen  hier  in  kein  ausführliches  Detail  ein,  wie  wir  cs  in  der  298.  Nummer  in 
Beziehung  auf  denjenigen  Fall  getban  haben,  wo  eine  der  gegebenen  Linien  zweiter  Ord- 
nung ein  System  zweier  geraden  Linien  ist,  nnd  bemerken  nur  noch,  dafs  wir  auch  drei 
Linien  - Systeme  znsammenstcllcu  können. 


366. 


Als  zweites  Beispiel  wollen  wir  die 

9r-h»/  = 

l-bft 
«■+•/«’  _ 
l +/• 


beiden  Gleichungen : 

C+C, 

sr. 


3t  * 


Fig.  32. 


Fig.  33. 


Digitized  by  Google 


244 


Zur  Theorie 


in  Verbindung  mit  einander,  näher  betrachten.  Wenn  wir  y,  t,  y , i nnd  £ als  gegeben 
ansehen,  so  sind  diese  beiden  Gleichungen  znr  Bestimmung  von  fi  und  f 
hinreichend.  £ bezeichnet  die  Ordinate  des  Durchschnittes  S einer  Chordalen  CF  der 
beiden  gegebenen  Cnrrcn  CKK  und  ABE  mit  der  zweiten  Axc;  £“  die  Ordinate  des 
Durchschnittes  S’  der  zugehörigen  Cbordalen  DE  mit  derselben  Axe.  Wir  wollen  nnn 
die  eine  der  gegebenen  Curven,  etwa  die  erste  CEK,  als  ein  für  alle  Mal  gegeben  be- 
trachten, neben  der  zweiten  'AUE  aber  irgend  eine  dritte  ABK  bestimmen,  welche  die 
zweite  Axe,  Uber  die  durchaus  keine  nähere  Bestimmung  getroffen  ist,  in  denselben  bei- 
den (reellen  oder  imaginären)  Puncten  A und  ß schneidet,  als  die  zweite  Cnrve , und 
welche  Uberdiefs  mit  der  ersten  Cnrvc  eine  Chordale  GII  hat,  die  durch  den  Punct  (£,  o) 
oder  S geht.  Alsdann  haben  ij  ir  dieselben  VVcrthe  fiir  y,  i,  y,  t und  £ und  mithin  auch 
Dir  £:  gleichviel,  oh  wir  die  erste  Curve  mit  der  zweiten  oder  dritten  znsammcnstellcn. 
Es  schneiden  sich  also  auch  die  mit  CF  und  GH  zusammengehörigen  Chordalen  DE  und 
LK  in  demselben  Puncte  S’  der  zweiten  Axe  AB,  die  eine  Chordale  der  zweiten  und  drit- 
ten Cnrve  ist. 

Wir  künnen  die  dritte  Curve  ABK  construircn,  indem  wir  durch  irgend  einen  Punct 
S,  der  auf  einer  Chordalen  CF  der  beiden  ersten  Curven  CEK  nnd  ABE  liegt,  nach  be- 
liebiger Richtung  zwei  gerade  Linien  SH  und  SB  ziehen,  von  welchen  die  eine  der  ersten 
Curve  in  G nnd  H,  die  andere  der  zweiten  Curve  in  A und  B begegne,  und  alsdann  ir- 
gend eine  Linie  zweiter  Ordnung  durch  die  vier  Puncte  G,  H,  A und  B legen. 

Um  der  Aussage  des  eben  bewiesenen  Satzes  die  bequemste  nnd  allgemeinste  Form 
zn  geben,  wollen  wir  die  drei  gegebenen  Curven  als  irgend  drei  gegebene  betrachten,  die 
blofs  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dafs  drei  Chordalen  dreier  Chorda]- Systeme  je 
zweier  derselben , z.  B.  GH,  CF  und  AB,  durch  denselben  Ponct  S gehen.  Alsdann  ver- 
einigen sich  in  S'  ebenfalls  drei  Cbordalen,  und  da  die  Beziehung  der  drei  Curven  zu  ein- 
ander durchaus  dieselbe  ist,  so  schneiden  sich  auch  noch  in  zweien  anderen  Puncten  S" 
and  S"'  drei  Chordalen.  Also : 

Wenn  drei  Chordalen  je  zweier  dreier  Linien  zweiter  Ordnung  sich  in  demselben 
Puncte  schneiden , so  bilden  diese  drei  Chordalen  und  die  drei  zugehörigen  ein  Viereck 
mit  seinen  beiden  Diagonalen , so  daß  also  in  jedem  Winkel-Puncte  dieses  Vierecks 
drei  Chordalen  sich  vereinigen. 

Wenn  die  drei  erstgenannten  Cbordalen  unter  einander  parallel  sind,  so  liegt  ein 
Winkel-Panct  des  Vierecks  unendlich  weit  Wenn  unter  den  drei  in  Rede  stehenden 
Linien  zweiter  Ordnnng  sich  zwei  einander  ähnliche  befinden,  so  liegt  eine  der  sechs 
Chordalen,  und  also  liegen  auch  zwei  Winkel -Pnncte  des  obigen  Vierecks,  unendlich 
weit,  oder,  mit  anderen  Worten,  die  heiden  Chorda! -Systeme  der  beiden  ähnlichen  Cnr- 
ven,  znsammcngcstellt  mit  der  beliebigen  dritten,  bilden  ein  Parallelogramm,  dessen  eine 
Diagonale  die  Chordale  der  beiden  ähnlichen  Curven  ist.  Wenn  durch  den  Durchschnitt 
der  drei  sich  in  demselben  Puncte  schneidenden  Chordalen  noch  eine  vierte  Chordale 
geht,  so  fallen  die  vier  Winkel-Puncte  des  obigen  Vierecks  in  einen  einzigen  Ponct  xn- 
sammen,  so  dafs  also  in  diesem  Falle  alle  sechs  Chordalen  durch  denselben  Ponct  gehen. 

Wenn  man  die  letzten  Bemerkungen  berücksichtigt,  und  iiherdiefs  erwägt,  dafs  die 
drei  zusammcngcstcliten  Linien  zweiter  Ordnung,  paarweise  genommen,  in  mannigfacher 
Beziehung  zn  einander  stehen,  z.  B.  sich  einfach  und  zwiefach  berühren,  sich  drei-  und 
vicrpunctig  osenliren  können , und  dafs  man  ferner  auch  zwei  Cnrvcn  mit  einem  Systeme 
zweier  geraden  Linien,  eine  Cnrve  mit  zweien  Systemen  nnd  endlich  drei  Systeme  zusam- 
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mcnstcllcn  kann,  so  ist  offenbar,  wie  eine  lange  Heihe  von  einzelnen  Sätzen  und  Con- 
structionen  anmittelbar  aus  dem  allgemeinen  Satze  sich  ergibt.  In  den  folgenden  Num- 
mern wollen  wir  beispielsweise  bei  einem  besondern  Falle  länger  verweilen. 

367.  Wir  wollen  nemlich  zwei  Linien  zweiter  Ordnong  betrachten,  zwischen  denen  Fig.  3£|. 
eine  zwiefache  Bcrtihrnng  Statt  findet.  Wenn  man  aos  irgend  einem  Pnnctc  Q derjeni- 
gen geraden  Linie,  welche  durch  die  beiden  Berührung* -Puncte  M und  M'  geht,  und  in 
welche  zwei  Chordalcn  der  beiden  Curvcn  zusammcnfallen , zwei  gerade  Linien  QH  und 
QF  zieht,  von  welchen  die  erste  der  einen  Curvc  in  G und  II,  die  zweite  der  andern 
Curvc  in  E und  F begegnet,  so  schneidet  jede  dritte  Linie  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  die  vier  Puncle  <1 , H,  E nnd  F geht,  jede  der  beiden  gegebenen  noch  in  solchen 
zwei  Palleten,  die  mit  dem  Punctc  Q in  gerader  Linie  liegen.  In  der  bezttglichcn  Figur, 
wo  für  die  dritte  Linie  zweiter  Ordnung  ein  System  zweier  geraden  Linien  PA  nnd  PB 
genommen  ist,  sind  A nnd  B,  C ond  D diese  mit  in  gerader  Linie  liegenden  Durch- 
Schnitts -Pnncte. 

Wenn  wir  ferner  die  eine  Curvc,  fUr  welche  wir  die  äufserc  nehmen  wollen,  als  ur- 
sprünglich gegeben  nnd  die  beiden  Pnnctc  E und  F als  zwei  feste  und  unveränderliche 
Puncte  betrachten,  so  können  wir  zwei  gerade  Linien  PA  und  PB  construiren,  welche 
durch  E und  F geben  nnd  der  gegebenen  Curvc  in  den  vier  Puncten  A,  B,  G und  H so 
begegnen,  dafs  zwei  durch  diese  vier  Puncte  gezogene  gerade  Linien  sich  auf  EF  schnei- 
den. Wir  brauchen  zu  diesem  Ende  nur  den  Pol  der  durch  E nnd  F gelegten  geraden 
Linie  in  Beziehung  auf  die  gegebene  Curve  zu  construiren,  und  diesen  Pol,  den  Punct  P, 
mit  den  beiden  Pancten  E und  F durch  zwei  gerade  Linien  zu  verbinden;  alsdann  erhal- 
ten wir  die  vier  Durchschnitte  A,  B,  G und  H,  und  sowohl  Aß  und  GH,  als  auch  AH 
nnd  BG  schneiden  sich  auf  EF  (306),  erstere  Linien  im  Puncte  Q,  letztere  in  Q'.  Da 
die  eben  construirtc  Aufgabe  also  eine  durchaus  bestimmte  ist,  nnd  wir  zwei  Durchschnitls- 
Puncte  Q und  Q'  erhalten;  von  der  andern  Seite  aber  durch  E und  F unendlich  viele 
Curvcn  gehen,  welche  die  gegebene  zweimal  berühren,  so  haben  wir  folgenden  Satz  be- 
wiesen , auf  den  wir  auch  später  noch  zurUckkommen  werden  5 

Wenn  irgend  eine  Linie  zweiter  Ordnung  und  zwei  Puncte  gegeben  sind,  und  belie- 
big viele  andere  Linien  derselben  Ordnung  die  gegebene  zweimal  berühren,  und  über- 
diefs  durch  die  beiden  gegebenen  Puncte  gehen,  so  gehen  alle  BerUhrungs -Chorden 
durch  einen  von  zwei  festen  Puncten  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  beiden  gege- 
benen Puncte  verbindet. 

*60.  Wir  können,  nach  der  vorigen  Nummer,  wenn  zwei  Linien  zweiter  Ordnung 
sich  zweimal  berühren,  einen  Punct  der  Bertthrungs-Chorde  finden,  in  der  Voraussetzung, 
dafs  nur  eine  dieser  Curvcn  gegeben  ist  und  von  der  andern  zwei  Puncte  E und  F be- 
kannt sind.  Die  letztgenannte  Curvc  ist  alsdann  vollständig  bestimmt,  wenn  wir  noch  die 
Bedingung  hinzufügen,  dafs  die  beiden  Berübrungs-Puncte  in  einen  einzigen  zusammen- 
fallen, oder,  mit  anderen  Worten,  die  beiden  Corven  sich  vierpunctig  osculircn  sollen. 

Alsdann  liegen  nemlich  die  beiden  Puncte  Q und  Q',  deren  Constrnction  eben  allgezeigt 
worden  ist,  auf  der  Tangente  im  Osculations -Puncte.  Den  Oscnlations- Punct  finden 
wir  also,  indem  wir  von  Q oder  Q eine  Tangente  an  die  gegebene  Cnrve  legen,  und  mit- 
hin (365)  können  wir  folgende  Aufgabe  construiren: 

Eine  Lime  zweiter  Ordnung  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  vierpunctig  osculirt, 
und  überdiefs  durch  zwei  gegebene  Puncte  geht. 
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Wenn  einer  der  beiden  gegebenen  Punctc  E und  F innerhalb , der  andere  aufscrhalb 
der  gegebenen  Cnrvc  liegt,  SO  ist  offenbar,  dafs  eine  der  beiden  geraden  Linien,  PE  und 
PF  der  Cnrvc  nicht  begegnet,  und  mithin  die  Anfgabc  unmöglich  wird.  Wenn  in 
dem  Falle,  dafs  die  Puncto  E und  F beide  innerhalb  oder  beide  anfscrhalb  liegen,  die 
dnreh  diese  beiden  Pnncte  gehende  gerade  Linie  EF  der  Cnrvc  begegnet,  so  liegt  der  Pol 
P derselben  aufscrhalb  der  Curve,  und  mithin  (P,  Q und  Q sind  drei  zugcordnetc  Punctc) 
fällt  einer  der  beiden  Constroctions- Punctc  Q und  Q'  aufscrhalb,  der  andere  innerhalb. 
Liegen  die  Puncte  E und  F beide  innerhalb,  so  erhalten  wir  unmittelbar  die  beiden  Punctc 
Q und  Q',  nnd  von  einem  derselben  können  wir  zwei  Tangenten  an  die  gegebene  Curve 
legen;  liegen  E und  F beide  aufscrhalb,  so  begegnet  keine  der  beiden  durch  P,  den  Pol 
von  EF,  gezogenen  geraden  Linien  der  Cnrvc,  nichts  desto  weniger  bleiben  die  beiden 
Punctc  Q und  Q’  reell  (diese  Puncte  sind  diejenigen,  zu  deren  Gleichungen  sich  die  Glei- 
chungen des  Systems  der  beiden  geraden  Linien  PE  und  PF  und  der  gegebenen  Curve 
verbinden  lassen  (384)),  und  von  einem  derselben  lassen  sich  zwei  Tangenten  an  die  ge- 
gebene Curve  legen;  in  diesen  Fallen  gestattet  also  obige  Aufgabe  zwei  Auflösungen. 
VV’enn  endlich  die  durch  E und  F gehende  gerade  Linie  der  gegebenen  Curve  nicht  be- 
gegnet, so  liegt  der  Pol  derselben  innerhalb,  mithin  sind  die  vier  Durchschnitts  - Puncte 
A,  B,  G und  H alle  vier  reell,  und  die  Puncte  Q nnd  Q'  liegen  beide  aufscrhalb,  so  dafs 
wir  von  jedem  derselben  zwei  Tangenten  an  die  gegebene  Curve  legen  können:  cs  gibt 
also  in  diesem  Falle  vier  verschiedene  Curven,  welche  den  Forderungen  der  Aufgabe 
Genüge  leisten. 

369.  Wir  können  ferner  nach  der  3G7.  Nummer  auch  folgende  Aufgabe  construiren: 

Eine  Unie  zweiter  Ordnung  zu  beschreiben,  welche  eine  gegebene  Linie  derselben 
Ordnung  zweimal  berührt , und  überdieß  durch  drei  gegebene  Puncte  geht. 

Seyen  D,  E und  F die  drei  gegebenen  Punctc,  durch  welche  eine  Linie  zweiter  Ord- 
nung gelegt  werden  soll,  die  die  gegebene  ABIIG  zweimal  berührt.  Wir  können,  indem 
wir  zwei  der  drei  gegebenen  Panctc,  E und  F,  nehmen,  wie  bisher  die  beiden  Construc- 
tions- Punctc  Q nnd  Q‘  finden;  eben  so  können  wir  für  eine  andere  Znsammcnstcllung 
zweier  der  drei  gegebenen  Punctc,  etwa  für  D und  F, , zwei  den  Puncten  Q und  Q’  ent- 
sprechende Puncte,  die  wir,  ohne  die  Construclion  auszuführen,  hier  11  und  IV  nennen 
wollen,  bestimmen.  Wenn  wir  alsdann  die  beiden  Pnncte  Q und  Q’  mit  den  beiden 
Puncten  II  und  B’  durch  vier  gerade  Linien  QH,  QR',  Q‘R  und  QTV  verbinden,  so  er- 
halten wir  die  Beriibrungs - Chorden  derjenigen  vier  Curven,  welche  den  Forderungen  der 
Aufgabe  Genüge  leisten.  Wenn  die  gegebene  Curve  von  einer  der  letztbezcicbneten  ge- 
raden Linie,  etwa  von  QR,  geschnitten  wird,  so  wird  dieselbe  von  der  bezüglichen  Con- 
structions- Curve  wirklich  in  zwei  Puncten  berührt;  wenn  sic  von  jener  geraden  Linie  QR 
berührt  wird,  so  findet  eine  vicrpunctige  Oscnlation  statt,  und  endlich,  wenn  sic  von  QR 
gar  nicht  getroffen  wird,  wird  die  doppelte  Berührung,  während  die  verlangte  Curve  selbst 
reell  bleibt,  imaginär.  Fassen  wir  diese  Fälle  alle  drei  unter  dem  Namen  der  doppelten 
Berührung  zusammen,  so  sind  die  Auflösungen  der  Aufgabe  immer  reell,  falls  nur  die 
drei  gegebenen  Puncte  alle  drei  innerhalb  oder  alle  drei  aufscrhalb  liegen.  Wenn  einer 
dieser  Punctc  auf  der  Curve  selbst  liegt , gibt  cs  zwei  Auflösungen ; wenn  zwei  Panctc  auf 
derselben  liegen , nur  eine  einzige  Auflösung.  In  nähere  Determinationen  gehen  wir  hier 
nicht  ein. 
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der  Linien  zweiter  Ordnung. 

Da  wir  auf  dreifache  Weise  die  drei  gegebenen  Pnnctc  D,  E und  F paarweise  zn- 
sammcnstelicu  künnen,  so  erhalten  wir  neben  Q,  Q’,  R nnd  R'  noch  zwei  entsprechende 
Pnncte.  Von  diesen  sechs  Punctcn, können  wir  viermal  drei  nehmen,  welche  in  gerader 
Linie  liegen, 

370.  Wenn  die  beiden  gegebenen  Puncle,  die  wir  E nnd  F genannt  haken,  aufscr- 
lialb  der  gegebenen  Curvc  liegen,  so  können  wir  unmittelbar  Linien-Syslcmc  construircn, 
die  in  die  Reihe  derjenigen  Linien  zweiter  Ordnung  gehören,  welche  durch  die  beiden 
gegebenen  Punctc  gehen  und  die  gegebene  Curvc  zweimal  berühren ; wir  brauchen  ncmlich 
zu  diesem  Ende  nur  irgend  zwei  Tangenten  durch  die  beiden  gegebenen  Punctc  zu  legen. 

Wir  erhalten  hiernach  vier  solcher  Linien -Systeme  und  vier  Berührungs -Chorden,  die 
sich,  paarweise  genommen,  in  den  beiden  festen  Pnnctcn  Q und  Q'  der  durch  E nnd  F 
gehenden  geraden  Linie  schneiden.  Hiernach  erhalten  wir  eine  neue  Conslruction  dieser 
Pnncte. 

Die  in  der  367.  Nummer  angczcigtc  Conslruction  der  Punctc  Q und  Q’  wird  in  dem 
Falle,  dafs  die  gegebene  Curvc  ein  System  zweier  geraden  Linien  ist,  illusorisch.  Die 
eben  angczcigtc  Constniction  wird  es  in  diesem  Falle  auch;  doch  können  wir  hier  durch 
eine  leichte  Modification  diesem  Mangel  abhclfcn.  Zu  dieser  Modification  führt  uns  die 
Bemerkung,  dafs  die  Conslructions- Punctc  Q und  Q’  dieselben  bleiben,  wenn  wir  statt 
der  gegebenen  Curvc  irgend  eine  andere  nehmen,  welche  durch  diejenigen  beiden  Punctc 
e und  f geht,  in  welchen  die  gegebene  Curvc  von  der  durch  E und  F gehenden  geraden 
Linie  geschnitten  wird.  Dicfs  ist  eine  Folge  davon,  dafs  die  Lage  von  Q und  Q'  einzig 
von  der  Lage  der  vier  Punctc  E,  F,  e und  f und  nicht  von  der  Natur  der  gegebenen 
Curvc  abbängt.  Da  nemlicb  PQ'  die  Polare  von  Q sowohl  in  Beziehung  auf  die  gege- 
bene Curve  ABHG  ist,  als  auch  in  Beziehung  auf  CDFE,  und  jede  andere,  welche  durch 
E und  F geht,  und  die  gegebene  Curvc  zweimal  berührt,  so  sind  (309)  die  Punctc  Q und 
Q'  dadurch  vollkommen  bestimmt,  dafs  die  durch  die  gegebenen  Punctc  gehende  gerade 
Linie  sowohl  in  Q,  Q',  E nnd  F,  als  auch  in  Q,  Q , c und  f harmonisch  geschnitten 
wird,  wonach  die  directe  Bestimmung  derselben  in  der  Conslruction  einer  quadratischen 
Gleichung  besteht.  Dafs  aber  PQ'  die  Polare  von  Q in  Beziehung  auf  beide  Curvcn 
ABHG  und  CDFE  ist,  ergibt  sich  daraus,  dafs  A1I  und  BG,  CF  und  ED  sich  in  zwei 
Pnnctcn  Q'  nnd  q schneiden,  die  mit  P,  dem  Durchschnitte  von  AG  und  BH,  in  gerader 
Linie  liegen  (&,). 

37t.  Eine  Urne  zweiter  Ordnung  zu  beschreiben , die  zwei  gegebene  gerade  Linien  Fig.  35,-36. 
berührt  und  iiberdiefs  durch  drei  gegebene  Pnncte  geht. 

Die  beiden  geraden  Linien,  die  wir  als  eine  Linie  zweiter  Ordnung,  die  zweimal  be- 
rührt werden  soll,  betrachten,  seyen' AB  und  AC,  zwei  der  drei  gegebenen  Punctc  E nnd 
F,  und  wir  wollen  erstens  annehmen,  dafs  diese  Puncte  wie  in  der  35.  Figur  anfscrhalb 
des  von  AB  und  AC  gebildeten  Winkels  liegen.  Diefs  vorausgesetzt,  ziehe  man  EF,  wo- 
von die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  in  c nnd  f geschnitten  werdon,  und  lege  durch 
c und  f irgend  einen  Kreis.  An  diesen  Kreis  constrnirc  man  zwei  Tangenten  von  jedem 
der  beiden  gegebenen  Puncte  ans,  welche  denselben  in  U nnd  V,  W nnd  T berühren. 

Verbindet  man  diese  vier  Berührungs  - Punctc  durch  die  vier  geraden  Linien  TU,  WV, 

UW  ond  VT,  so  schneiden  sich  die  beiden  ersten  dieser  geraden  Linien  in  Q,  die  bei- 
den letzten  in  Q'. 
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Wenn  wir  statt  der  beiden  Puncte  E und  F einen  derselben  nnd  den  dritten  gegebe- 
nen Pnnct  nehmen  und  für  diese  Puncte  die  eben  angczcigtc  Conslruction  wiederholen, 
so  erhalten  wir  zwei  neue  den  Pnnctcn  Q und  Q'  entsprechende  Puncte,  die  wir  II  und 
IV  nennen  wollen.  Jede  der  vier  durch  Q und  R,  Q und  R',  Q’  und  R und  durch  Q’ 
nnd  R'  gezogenen  geraden  Linien  bestimmt  auf  den  beiden  gegebenen  zwei  solche  Puncte, 
in  welchen  eine  der  vier,  den  Forderungen  der  Aufgabe  genügenden,  Cnrren  diese  Linien 
berührt. 

Wenn  zweitens  die  beiden  Pnncte  E und  F,  wie  in  der  36.  Figtir,  innerhalb  des 
Winkels  BAC  liegen,  so  brauchen  wir  nur  in  der  Construction  des  eben  behandelten 
Falles  die  Puncte  E und  F mit  den  Punctcn  c und  f zu  vcrtansclien ; d.  b.  einen  Kreis 
durch  E und  F zu  legen , und  an  denselben  durch  c und  f Tangenten  zu  ziehen.  Das 
Ucbrigc  der  Construction  bleibt  gerade  wie  vorhin.  Wir  können  zur  Erleichterung  der- 
selben den  durch  E nnd  F gelegten  Kreis  so  bestimmen,  dafii  er  zugleich  durch  den  drit- 
ten gegebenen  Punct  geht. 

In  den  beiden  Constructioncn  der  35.  und  36.  Figur  ergibt  sich  unmittelbar  nach  be- 
kannten Sätzen  (310),  dafs  Q,  Q’,  E und  F sowohl  als  Q,  Q',  e und  f harmonische 
Theilungs- Puncte  sind. 

35  36.  Eine  Linie  zweiter  Ordnung  zu  beschreiben,  die  drei  gegebene  gerade  Linien 

berührt,  und  überdieß  durch  zwei  gegebene  Puncte  geht. 

Seyen  E und  F wiederum  die  beiden  gegebenen  Puncte  nnd  AB  nnd  AC  zwei  der 
drei  gegebenen  geraden  Linien,  die  wir,  mit  einander  verbunden,  als  eine  Linie  zweiter 
Ordnung  betrachten.  Alsdann  bestimmen  sich,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  die  beiden 
Constructions- Puncte  Q nnd  Q'.  Indem  wir  nach  einander  die  dritte  gegebene ‘gerade 
Linie  mit  AB  und  AC  zusammcnstcllcn,  erhalten  wir  auf  der,  durch  die  beiden  gegebenen 
Puncte  E und  F gehenden,  geraden  Linien  gerade  auf  dieselbe  Weise  noch  zwei  Paar  an- 
derer Puncte,  die  den  Pnncten  Q und  Q'  entsprechen,  und  die  wir  R und  R',  S und  S' 
nennen  wollen.  Drei  der  so  bestimmten  sechs  Puncte  liegen  zwischen  E und  F,  so  wie 
zwischen  e und  f,  und  ftir  diese  drei  Puncte  wollen  wir  Q’ , R'  und  S'  nehmen.  Es  sind 
im  Allgemeinen  vier  Curvcn  möglich,  die  den  Forderungen  der  Aufgabe  Genüge  leisten; 
die  drei  Berührungs- Chorden  jeder  derselben  gehen  durch  drei  jener  seebs  in  gerader 
Linie  liegenden  Puncte.  Wenn  die  gegebenen  Puncte  beide  innerhalb  des  von  den  drei 
gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  Dreiecks  oder  innerhalb  ein  und  desselben  der  drei 
von  diesen  Linien  nach  drei  Seiten  bin  begrenzten  unendlichen  Flachen  - Räumen  sich  be- 
finden, und  mithin  auf  einer  Ellipse,  Parabel  oder  demselben  Hyperbel- Zweige  liegen, 
so  erhalten  wir  folgende  Zusammenstellung  ftir  jene  viermal  drei  Puncte: 

Q,  R,  S;  Q,  R-,  S';  Q .R.S’i  Q , R , S. 

Wenn  aber  die  beiden  gegebenen  Puncte  in  zweien  Von  zwei  der  drei  geraden  Linien  ge- 
bildeten Scheitel  - Winkeln  liegen,  und  Ubcrdicfs  zu  beiden  Seiten  der  dritten  dieser  Li- 
nien, in  welchem  Falle  die  zu  construirendcn  Curvcn  Hyperbeln  sind  und  die  beiden  ge- 
gebenen Pnncte  auf  beiden  Zweigen  derselben  liegen:  so  haben  wir  statt  des  letztem 
Schema  folgendes: 

Q’,  R'.S  s Q",  II,  S;  Q.R  .S;  Q,  R,  S'. 

Die  Construction  unserer  Aufgabe  ist  also  darauf  zurUckgcfahrt,  in  ein  gegebenes 
Dreieck  eine  Linie  zweiter  Ordnung  so  zu  beschreiben,  dafs  die  drei  Berührungs  Chorden 
durch  drei  bekannte,  in  gerader  Linie  liegende,  Pnncte  gehen.  Durch  zwei  dieser  drei 
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runde  ist  die  Aufgabe  bestimmt.  Folgende  Bemerkung  führt  zur  Constrnction  derselben. 

In  der  35.  Fignr  wird  Ft,)  in  F,  Q',  E und  Q harmonisch  geschnitten;  eben  so  wird  also 
jede  andere  durch  F,  den  Durchschnitt  der  Tangenten  in  T und  W,  gehende  gerade 
Linie  von  den  beiden  Berlibrongs- Chorden  TV  und  WV  und  von  der  Tangente  in  V 
harmonisch  geschnitten,  ist  daher  der  Pnnct  F,  irgend  ein  Punct  Q der  Bcrührungs- 
Chorde  WV  und  die  Tangente  in  V bekannt,  so  können  wir  auf  FQ  denjenigen  Punct 
Q'  leicht  construiren , der  zugleich  auf  der  Bcrührungs-  Chordc  TV  liegt.  Die  letztge- 
nannte Bcrührungs -Chordc  ist  also  vollkommen  bestimmt,  wenn  wir  schon  einen  Punct 
derselben  kennen.  Hiernach  ergibt  sich  folgende  Construction  der  an  die.  Spitze  dieser 
Nummer  gestellten  Anfgabe. 

Seyen  (Fig.  37)  AB.  AC  nnd  BC  die  drei  gegebenen  geraden  Linien,  E und  F die  Fig.  37. 
beiden  gegebenen  Punctc  und  Q,  Q',  R,  IV,  S und  S’  die  sechs  auf  EF  liegenden  Con- 
strnctions- Punctc.  Man  ziehe  QB,  von  der  AC  in  D geschnitten  werde,  suche  (nach  6l) 
zu  B,  D und  Q den  vierten  harmonischen  Tbcilungs- Punct  O,  und  verbinde  diesen 
Punct  durch  zwei  gerade  Linien  mit  S und  S'.  Alsdann  bestimmen  diese  beiden  Linien 
auf  AC  nnd  BC  diejenigen  Punctc  N'  nnd  N",  M'  und  M“,  in  welchen  zwei  der  vier  ge- 
suchten Curvcu  diese  Linien  berühren,  und  zwar  diejenigen  beiden  Curven , deren  drei 
Bcrührungs -Chorden  durch  Q,  R,  S und  durch  Q,  IV,  S‘  gehen. 

373.  In  je  zweien  der  vier  Combinationen  dreier  Pnnctc  in  jedem  beliebigen  der  bei-  Fig.  31 
den  Schemata  der  vorigen  Nummer  kommt  ein  Punct  zweimal  vor,  so  z.  B.  in  den  bei- 
den Combinationen  Q,  R,  S und  Q,  IV,  S'  der  Punct  Q.  Hieraus  folgt,  dafs  zwei  sich 
entsprechende  Bcrührungs -Chorden,  MM'  und  NN",  zweier  der  durch  E und  F gehenden 
und  in  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Curven  die  durch  E und  F gehende  gerade  Li- 
nie in  demselben  Punctc  Q schneiden.  Die  beiden  in  der  37.  Figur  construirten  Curven 
MM'M*  und  NN'N"  schneiden  sich  aber  (was  jedesmal  geschieht)  noch  in  zweien  anderen 
Punctcn  G nnd  H,  die  wir  auch,  ohne  dafs  irgend  etwas  in  der  Constrnction  sich  ändert, 
statt  E und  F als  ursprünglich  gegeben  betrachten  können.  Es  schneiden  sich  also  wie- 
derum zwei  Beriihrungs-  Chorden  in  demselben  Punctc  der  durch  G und  H gehenden 
geraden  Linie.  Es  ist  leicht  cinzuschcn,  dafs  diese  beiden  Beriihrungs  - Chorden  keine 
anderen  sind,  als  MM'  und  NN’,  und  dafs  mithin  diese  beiden  Linien,  so  wie  EF  nnd 
GH,  alle  vier,  durch  denselben  Punct,  durch  Q,  den  Miltelpunct  eines  Chordal- Systems 
der  beiden  eingeschriebenen  Curven,  gehen.  Eben  so  schneiden  sich  FG,  EII,  MM" 
nnd  NN"  in  P,  und  EG,  FH,  M’M"  und  NW  in  O.  Also: 

Wenn  zwei  Linien  zweiter  Ordnung  in  ein  gegebenes  Dreieck  beschrieben  sind , so 
schneiden  sich  die  entsprechenden  Beriihrungs-  Chorden  der  beiden  Curven  in  denjeni- 
gen drei  Punoten,  welche  die  Mittelpuncte  der  drei  Chordal -Systeme  dieser  Curven, 
und  mithin  zugeordnete  Pole  in  Beziehung  auf  jede  derselben  sind. 

37k  Wir  wollen  der  in  der  366.  Nummer  angewandten  Art  der  Beweisführung  eine 
noch  etwas  grüCserc  Ausdehnung  geben.  Wenn  wiederum  die  drei  Gleichungen: 
y!-+-2uxy+^z’+9>y-4-2Jz-H  = o, 
y,+2a'zy-(-^'  x3+2/y4-2i)'x-K’  = o,  (1) 

yJ+2a"xy-f-,f’  = o, 

drei  durch  dieselben  vier  Puncte  gehende  Linien  zweiter  Ordnung  darstellen,  so  haben 
wir  folgende  beiden  Gleichungen: 

32 
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K±BL  = y"  •±?L  = «», 

1+/*  1+/4 

wo  (U,  wie  früher,  einen  anbestimmten  Cocfficienten  bezeichnet.  Wenn  wir  za  diesen 
beiden  Gleichungen  noch  eine  Bcdingungs  - Gleichung,  für  welche  wir  nachstehende  neh- 
men wollen: 

y"2 — i"  = o,  (i) 

hinzufligen,  so  sind  g,  i"  und  y"  durchaus  bestimmt,  wenn  wir  y,  t,  y und  t als  gegeben 
betrachten,  y lind  r behalten  dieselben  YVerthc,  so  lange  die  erste  Curvc  durch  zwei 
feste  Punctc  geht,  und  wir  durch  diese  beiden  Pnnctc  die  zweite  Axe  legen.  Die  Bedin- 
gungs-Gleichung (!)  findet  Statt,  wenn  die  dritte  Curve  diese  Axe  berührt.  Die  zweite 
Corve,  nnd  mithin /und«’,  wollen  wir  als  gegeben  betrachten.  Hierin  liegt  folgender  Satz: 
Wenn  zwei  Linien  zweiter  Ordnung  von  einer  dritten  geschnitten  werden,  so  lassen 
sich  -durch  die  beidesmaligen  vier  Durchschnitte  zwei  Paar  Linien  derselben  Ordnung 
legen,  welche  eine  Chordale  der  beiden  erstgenannten  berühren:  die  beiden  Berührungs- 
Puncte  sind  für  beide  Paare  dieselben. 

Wir  gehen  hier  in  kein  Detail  ein. 


375.  Wir  wollen  in  dieser  Nnmmer  die  beiden  Gleichungen : 
a-f-md  u f 

i+g  ’ l+g 


(J) 


welche  zwischen  den  beiden  ersten  Conslantcn  der  Gleichungen  (1)  und  dem  unbestimm- 
ten Coedicicnton  g Statt  finden  müssen,  mit  einer  Bcdingnngs- Gleichung  zwischen  u"  und 
f zusaimnenstellcn , nnd  flir  diese  Bedingungs  - Gleichung  folgende  nehmen  : 

= o,  (4) 

d.  h.  yoraussetzen,  dafs  die  dritte  Curve  eine  Parabel  sey.  Sobald  nur  a,  ß,  u und  f{  als 
gegeben  betrachten,  sind  die  vorstehenden  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  g,  u" 
und  f hinreichend,  a und  ß oder  u und  f behalten  aber  dieselben  W'crthe,  wenn  wir 
die  erste  oder  zweite  Curve  mit  irgend  einer  andern,  ihr  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden, 
vertauschen.  Hiernach  ergibt  sich  folgender  Satz: 

Die  Durchmesser  aller  Parabeln,  welche  sich  durch  die  jedesmaligen  vier  Durch- 
schnitte irgend  einer  von  mehreren  unter  einander  ähnlichen  Linien  zweiter  Ordnung 
mit  anderen,  ebenfalls  unter  einander  ähnlichen,  Linien  derselben  Ordnung  legen  lassen, 
haben  eine  bestimmte  Richtung. 

Da  durch  vier  Punctc  sich  zwei  Parabeln  legen  lassen,  ist  diese  Richtung  eine  zwie- 
fache. 

Wenn  die  eine  Curve  von  der  andern  zweimal  berührt  wird,  so  berührt  die  entspre- 
chende Parabel  beide  in  denselben  beiden  Punctcn,  und  die  Richtung  ihrer  Durchmesser 
ist  durch  diejenige  gerade  Linie,  welche  durch  die  Mitte) pnnctc  der  beiden  Curvcn  und 
die  Mitte  der  Bertihrungs-Chordc  geht,  bestimmt. 

Als  unter  einander  ähnliche  Linien  zweiter  Ordnung  können  wir  verschiedene  Syste- 
me von  zwei  geraden  Linien  nehmen,  die  cino  bestimmte  Richtung  haben.  Wenn  nur 
eine  Curve  zweiter  Ordnung  gegeben  ist,  nnd  wir  auf  derselben  vier  Puncte  beliebig  an- 
nehmen  , so  können  wir  diese  Puncte  durch  zwei  gerade  Linien,  die  wir  als  eine  Linie 
zweiter  Ordnung  betrachten,  verbinden.  Alsdann  ist  oflonbar,  dafs  wir  vier  diesem  Li- 
nien-Systemc  ähnliche  Linien  zweiter  Ordnung  erhalten,  wenn  wir  um  die  gegebene 
Cnrve  ein  Parallelogramm  beschreiben,  dessen  Seiten  jenen  beiden  geraden  Linien  des 


Digitized  by  Google 


251 


der  Linien  zweiter  Ordnung. 

Systems  parallel  sind,  und  von  den  vier  Seiten  desselben  je  zwei,  an  einander  anstofsende, 
zusammcnstellen.  Die  Richtung  der  Durchmesser  der  beiden,  durch  die  vier  angenom- 
menen Puncte  gehenden,  Parabeln  ist  durch  die  beiden  Diagonalen  dieses  Parallelogram- 
mes  bestimmt.  Da  diese  beiden  Diagonalen  in  dem  Mittclpnncte  der  gegebenen  Cnrvc 
sieh  schneiden,  und  wir  die  vier  gegebenen  Pnncte  auf  dreifache  Weise  durch  zwei  ge- 
rade Linien  verbinden  können,  so  haben  wir  indirect  folgenden  Satz  bewiesen: 

Wenn  in  eine  gegebene  Linie  zweiter  Ordnung  irgend  ein  Fiereck  beschrieben  ist, 
und  wir  beschreiben  um  dieselbe  drei  Parallelogramme , deren  Seiten  den  beiden  Paa- 
ren gegenüberliegender  Seiten  und  den  beiden  Diagonalen  des  eingeschriebenen  Vier- 
ecks parallel  sind,  so  liegen  die  Winkel-Puncte  derselben  auf  denselben  beiden  Durch- 
messern der  gegebenen  Curve , und  mithin  sind  die  Seiten  der  drei  eingeschriebenen 
Parallelogramme , die  diesen  umgeschricbenen  entsprechen , parallel. 

376.  Statt  der  Gleichung  (4)  können  wir  jede  andere  Bedingungs-Glcichnng  zwischen 
a"  und  f mit  den  beiden  Gleichungen  (3)  zusammcnstellen,  ond  finden  alsdann,  übrigens 
ganz  bei  denselben  \ oraussetzungen  als  bisher,  dafs  a und  ß"  constant  sind,  d.  h.  die 
resnltirenden  Curvcn  alle  dasselbe  Axcn- Verhältnis  nnd  eine  ähnliche  Lage  haben. 
Wir  wollen  denjenigen  Fall  noch  hervorheben,  wo  folgender  Ausdruck: 

(t+,r)-(4o"HD-in*),/^ 

( 1 -Kf  )+(4a"ä-Kl — ß" ):) 

einer  gegebenen  Gröfsc  gleich  gesetzt  wird,  d.  h.  wo,  bei  der  Annahme  rccbtwinklicher 
Goordinaten,  das  Axen-Verhältnifs  der  resnltirenden  Curven  ein  gegebenes  ist  (25 1).  Die- 
sem Falle  entspricht  folgender  Satz  : 

Wenn  zwei  Reihen  unter  einander  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Curven  zweiter 
Ordnung  gegeben  sind,  so  haben  diejenigen  Curven  von  gegebenem  Axcn- Verhältnis, 
welche  sich  durch  die  Durchschnitte  je  zweier,  aus  beiden  Reihen  genommenen,  Curven 
legen  lassen , ebenfalls  eine  ähnliche  Lage. 

Nach  diesem  Satze  können  wir  folgende  Anfgabe  construircn : 

Durch  vier  gegebene  Puncte  eine  Linie  zweiter  Ordnung  von  gegebenem  Axen-Ver- 
hältnifs zu  legen. 

Wenn  wir  ncmlicb  voraussetzen,  dafs  durch  die  vier  gegebenen  Puncte  irgend  eine 
Linie  zweiter  Ordnung  gehe,  so  können  wir  um  diese  Cnrve  ein  Parallelogramm  beschrei- 
ben, dessen  Seiten  zweien  geraden  Linien  parallel  sind,  die  die  gegebenen  Puncte,  paar- 
weise genommen,  mit  einander  verbinden.  Alsdann  bezeichnen  die  beiden  Diagonalen 
dieses  Parallclogrammes  die  Richtungen  zweier  zugeordneten  Durchmesser  der  in  Rede 
stehenden  Curve  so  wie  jeder  andern,  welche  dieselbe  in  den  beiden  auf  jener  Bcrtth- 
rungs-Chorde  liegenden  Puncten,  berührt.  Hiernach  folgt  aus  dem  letzten  Satze,  dafs 
jene  Richtungen  auch  die  Richtungen  zweier  zugeordneten  Dorchmesscr  jeder  durch  die 
vier  gegebenen  Puncte  gehenden  Linie  zweiter  Ordnung  sind. 

Diese  beiden  zugeordneten  Durchmesser  sind  den  Durchmessern  der  beiden,  durch 
die  vier  gegebenen  Puncte  gehenden,  Parabeln  parallel. 

Wenn  wir  statt  der,  durch  die  vier  gegebenen  Puncte  gehenden,  Curve  durch  diese 
Puncte  ein  Linien -System  legen,  sc  erhalten  wir  die  Richtungen  jener  beiden  zugeordne- 
ten Durchmesser,  indem  wir  die  Gleichungen  des  eben  bczeichnctcn  Linien -Systems  und 
eines  zweiten,  dessen  beide  gerade  Limen  denen  eines  der  beiden  übrigen,  durch  die  vier 
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gegebenen  Puncto  gebenden,  Systeme  parallel  sind,  so  den  Gleichungen  zweier  zosam- 
mcnfallendcn  geraden  Linien  verbinden.  Nehmen  wir  zu  diesem  Ende  für  die  Gleichun- 
gen der  beiden  Linien -Systeme,  die  denselben  Mitteipnnct  haben  müssen: 
xy  = o,  y3-t-(>H-x')xy-+-xx'x1  = o, 

so  ergeben  sich  aus  der  Verbindung  derselben,  folgende  beiden,  in  eine  einzige  zusatn- 
mengezogeuen,  Gleichungen:  - 

{y±V'x*'-*)i  «=  o. 

Hiernach  sind  die  beiden  in  Rede  stehenden  Durchmesser  den,  durch  die  beiden  Glei- 
chungen: 

y = \/xx'.x,  y = — V'xx'.x, 

gegebenen,  und  sehr  leicht  zn  constroircnden,  geraden  Linien  parallel. 

Es  ist  zugleich  aus  der  Form  der  letzten  beiden  Gleichungen  ersichtlich,  dafs,  wenn 
wir’(was  auf  dreifache  Art  geschehen  kann)  dnreh  die  vier  gegebenen  Pnncte  zwei  gerade 
Linien  und  durch  den  Durchschnitt  derselben  noch  zwei  andere  parallel  mit  jenen  beiden 
zogeordneten  Durchmessern  ziehen:  von  diesen  vier  geraden  Linien  jede  beliebige  gerade 
Linie  harmonisch  geschnitten  wird.  Wir  hätten  hiernach  auch  in  der  3~0.  Nummer  die 
beiden  Punctc  Q und  O construiren  können. 

Wenn  das  Verhältnifs  der  beiden  Axen  ein  gegebenes  ist,  so  ergibt  sich,  nach  den 
Entwicklungen  des  2.  Paragraphen  dieses  Abschnittes,  das  Verhältnifs  derjenigen  zogeord- 
neten Durchmesser,  die  irgend  einen  gegebenen  Winkel  mit  einander  bilden.  Hiernach 
ist  also  die  vorstehende  Aufgabe  aof  die  Aufgabe  der  284.  Nummer  zuriiekgefuhrt.  Sie 
gestattet , da  die  Richtung  der  grüfsern  und  kleinern  Axe  insbesondere  nicht  näher  be- 
stimmt ist,  eine  doppelte  Auflösung. 

Wenn  die  vier  gegebenen  Punctc  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  liegen,  so  müssen 
die  beiden  Durchmesser,  deren  Richtung  wir  oben  bestimmt  haben,  nolhwendig  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen.  Im  Allgemeinen  müssen  die  von  jenen  Durchmessern  gebildeten 
Winkel  denjenigen  Winkeln  gleich  seyn,  welche  von  den  gleichen  Durchmessern  derje- 
nigen durch  die  vier  gegebenen  Punctc  gehenden  Ellipse,  deren  Axen- Verhältnifs  der 
Einheit  am  nächsten  kommt,  gebildet  werden.  Von  der  andern  Seite  läfst  sich  durch 
vier  gegebene  Puncte  keine  Hyperbel  legen,  deren  Asymptoten- Winkel  mehr  von  einem 
rechten  Winkel  ahwcicht,  als  diejenigen  Winkel,  welche  die  beiden  zogeordneten  Durch- 
messer, deren  Richtung  dieselbe  für  alle  durch  jene  vier  Puncte  gehende  Linien  zweiter 
Ordnung  ist,  cinschlicfscn.  Hiernach  erhalten  wir  als  besondere  Fälle  die  Construclio- 
nen  folgender  beiden  Aufgaben: 

„Durch  vier  gegebene  Punctc  diejenige  Ellipse  zu  legen,  welche  dem  Kreise  am  näch- 
sten kommt,  and  diejenige  Hyperbel,  deren  Asymptoten • Winkel  ein  maxtmum  oder 
,/ninimum  ist.“ 

Der  Nerv  der  letzten  Beweisführungen  liegt  in  vorstehenden  Beispielen  so  ollen  am 
Tage,  dafs  cs  UhcrQnfsig  wäre,  bei  diesem  Gegenstände  noch  länger  zu  verweilen. 

»77.  Seyen  (264) : 

yM-2axy-hSx?-4-2jy-f-2dx-H  =0,  ^ 

y3+2a’xy+p'x,+2yy-t-2Jx-t-«  = o, 

die  Gleichungen  irgend  zweier  Linien  zweiter  Ordnung,  bezogen  auf  zwei  gerade  Linien, 
die  durch  die  vier  Durchschnitte  derselben  gehen,  und  scy: 

y = ax+b,  (t) 

die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie.  Alsdann  sind  (244): 
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(«-+-a!y-K,9+aa)x+(J-+-ja)  = o,  (3) 

(a'+a)y-h(ß+da)x+(J-hja)  = o, 

die  Gleichungen  derjenigen  Durchmesser  Leider  Curven , welche  die  der  gegebenen  gera- 
den Linie  parallelen  Chorden  halbiren.  Ziehen  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einan- 
der ab,  so  wird  («— u)  gemeinschaftlicher  Factor,  nach  dessen  Hinwcglassung  wir  fol- 
gende Gleichung  erhalten: 

y-+-ax  — o.  (4) 

Diese  Gleichung  ist  von  a und  «'  unabhängig,  und  bleibt  also  dieselbe  für  je  zwei  belie- 
bige Curven,  welche  durch  die  (reellen  oder  imaginären)  Durchschnitte  der  beiden  gege- 
benen gehen. 

Wir  wollen  ferner  zwischen  der  ersten  Gleichung  bei  (3)  und  der  Glciehung  (4)  a 
eliminiren.  Zu  diesem  Ende  mnltiplicircn  wir  zuvörderst  die  letztgenannte  Gleichung  mit 
a,  und  ziehen  alsdann  dieselbe  von  der  ersten  ab;  hiernach  bleibt: 

ay-f-^x-f-J+ya  = o. 


nnd  wenn  wir  für  a seinen  Werth 


substitniren,  kommt: 


y2 — (Jx’+yy— dz  = 0. 

In  dieser  Gleichung  erkennen  wir  sogleich  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  ftlr  die 
Mittclpunctc  aller  derjenigen  Linien  zweiter  Ordnung,  die  durch  die  (reellen  oder  imagi- 
nären) Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  Curven  gelten,  wieder  (336).  Also: 

Wenn  irgend  zwei  Linien  zweiter  Ordnung  oder  mehrere  derselben,  welche  ein  ge- 
meinschaftliches Chor  dal -System  haben,  gegeben  sind,  und  man  zieht  nach  beliebiger 
Richtung  eine  gerade  Linie,  so  laufen  diejenigen  Durchmesser  der  verschiedenen  Cur- 
ven , deren  zugeordnete  dieser  geraden  Linie  parallel  sind,  in  demselben  Puncte  zusam- 
men. Der  geometrische  Ort  dieser  Puncte , für  alle  verschiedenen  Richtungen  der  be- 
liebig gezogenen  geraden  Linie , ist  diejenige  Linie  zweiter  Ordnung,  welche  die  Mittel- 
puncte  aller  derjenigen  enthält,  welche  dasselbe  Chordal- System  haben. 

Der  erste  Thcil  dieses  Satzes  ist  bekannt  *).  In  der  nächsten  Nnmraer  wollen  wir 
dem  Beweis  desselben , der  ebenfalls  schon  in  der  865.  Nummer  enthalten  ist , noch  eine 
andere  Form  geben. 


378.  Sey : 

/tyM-2azy+,9xI-f.3jy-)-3Jx+f  = o,  (1) 

die  Gleichung  irgend  einer  Linie  zweiter  Ordnung.  Wir  können  diese  Gleichung,  indem 
wir  jeden  Coefßcienten  beliebig  in  zwei  Tlteilc  zerlegen,  folgcndcrmaafscn  schreiben: 
(fiy2-+-2uxy-hp' x1+2y  y+2i'  x+t"y+.(f  f+ld'xy+ß'  s}-^-2y"  y-+sib"x+ij  =•  O; 
wonach  wir  also  folgende  Gleichungen  haben ; 

lt+n"  = fi,  ä+u  — a,  ß'+ß"  ■=  ß,  y+y"  =*  y,  i‘+6"  «=  <J,  i+t"  = f. 

Bei  dieser  Voraussetzung  drücken: 

^’yJ-t-2u'xy+/SV-t-3/y-)-2<t'x*H'  = o,  ^ 

ft"y2+2u"xy+ß'x,+2y"y+2i''x+i'  — o, 

je  zwei  mögliche  Linien  zweiter  Ordnung  aus,  welche  sich  auf  der  gegebenen  schneiden. 

Diejenigen  Durchmesser  der  drei  Curven  (l)  und  (2),  deren  Ordinaten  der  zweiten 
Axc  parallel  sind,  werden  durch  folgende  Gleichungen: 


*)  Gerg.  Ann.  VII,  p.  229. 
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fty-Htx-hy  — o, 

ft'y+ax+y  = o, 
ft'y+a'x+y“  = o, 

(largestellt.  Addiren  wir  die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen , so  erhalten  wir  die  erste. 
Da  Uber  die  zweite  Axe  durchaus  keine  nähere  Bestimmung  gemacht  worden  ist,  so  ist 
obiger  Satz  bewiesen. 

# 

38.  379.  Da  zu  den  durch  vier  gegebene  Pnncte  RI,  RI',  RI"  und  RI'"  gehenden  Linien 

zweiter  Ordnung  drei  Systeme  von  zwei  geraden  Linien  gehören,  so  ist  in  dem  Vorste- 
henden beiläufig  ein  Satz  vom  Viereck  enthalten.  Wenn  ncmlich  AB'  irgend  eine  gerade 
Linie  ist,  die  den  beiden  Paaren  gegen  Uberstehender  Seiten  und  den  beiden  Diagonalen 
eines  gegebenen  Vierecks  in  A und  B,  A’  und  B',  A"  und  B”  begegnet,  so  laufen  dieje- 
nigen drei  geraden  Linien,  welche  einerseits  durch  die  drei  Durchschnitte  der  beiden 
Paare  gegentiberstehender  Seiten  und  der  beiden  Diagonalen,  durch  P,  Q und  O,  und 
andrerseits  durch  die  Mitten  von  AB,  AB’  und  A"B",  durch  C,  C und  C",  gehen,  in 
ein  und  demselben  Puncte  S zusammen.  Der  Pnnct  S ist  also  leicht  durch  den  Durch- 
schnitt zweier  von  diesen  drei  geraden  Linien  zu  construiren. 

Wenn  fünf  Puncte  gegeben  sind,  so  können  wir  dieselbe  auf  fünf  verschiedene  Arten 
zu  vier  combiniren,  und  erhalten  also,  wenn  wir  wie  eben  construiren,  in  Beziehung  auf 
jede  gegebene  gerade  Linie,  fünf  in  gerader  Linie  liegende  Puncte.  Die  so  bestimmte 
neue  gerade  Linie  ist  derjenige  Durchmesser  der  durch  die  fünf  gegebenen  Puncte  ge- 
henden Linie  zweiter  Ordnung,  dessen  zugeordneler  Durchmesser  der  gegebenen  geraden 
Linie  parallel  ist  Durch  die  Construction  von  zwei  jener  fünf  in  gerader  Linie  liegenden 
Puncte  ist  also  die  Aufgabe  direct  gelöset : wenn  eine  Linie  zweiter  Ordnung  durch  fünf 
Puncte  gegeben  ist,  denjenigen  Durchmesser  derselben  zu  bestimmen,  dessen  zngeordne- 
tcr  einer  gegebenen  geraden  Linie  parallel  ist. 

Wenn  wir  der  gegebenen  geraden  Linie  irgend  eine  andere  Richtung  geben , so  er- 
halten wir  fünf  auf  einer  neuen  geraden  Linie  liegende  Puncte.  Alle  solche  gerade  Li- 
nien schneiden  sich  in  einem  constantcn  Puncte,  dem  Rlittelpuncte  der  durch  die  fünf  ge- 
gebenen Pnncte  bestimmten  Linil-  zweiter  Ordnung. 

Wir  können  nach  dem  V orstehenden  auch  eine  Linie  zweiter  Ordnung  construiren, 
wenn  vier  Puncte  derselben  und  die  Richtung  zweier  zugeordneten  Durchmesser  gegeben 
sind.  Wenn  nemlich  M,  RT,  M"  nnd  RI"  die  vier  gegebenen  Puncte  sind,  und  AB'  die 
Richtung  des  einen  zugeordneten  Durchmessers  anzeigt,  so  grht  der  zugcordnele  durch 
den  Constructions-Punct  S,  und  ist  mithin  vollkommen  bestimmt  Die  Aufgabe  gestat- 
tet nur  eine  einzige  Auflösung,  kann  aber  nach  der  376.  Nummer  unbestimmt  seyn. 

380.  Bei  denselben  Bestimmungen  als  in  der  378.  Nummer  erhalten  wir: 

2yy4-2dx-M  <=  o,  yy+dx-ht  = o, 

2/y+20'x+('  = o,  (3)  yy+ix+t  =0,  (,) 

2y"y+2d"x-H"  = 0;  y'y+i'x-hi"  — o; 

für  die  Gleichungen  der  drei  Asymptoten  - Chorden  des  Anfangs-Punctes  (d.  h.  derjenigen 
geraden  Linien,  die  dnreh  die  beiden  Durchschnitte  jeder  der  drei  Curvon  (!)  und  (2)  mit 
zweien,  den  Asymptoten  derselben  parallelen,  and  durch  den  Anfangs  -Pnnct  gehenden 
geraden  Linien  bestimmt  werden),  und  der  drei  Polaren  desselben.  Jede  der  Gleichun- 
gen (3)  und  (4)  ist  eine  Folge  der  beiden  andern.  Wir  haben  also,  da  der  Anfangs- 
Pnnct  der  Coordinaten  jeder  beliebige  seyn  kann,  folgende  beiden  Sätze  bewiesen: 
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Wenn  mehrere  Linien  zweiter  Ordnung  sich  in  denselben  vier  Puneten  schneiden, 
und  man  durch  irgend  einen  beliebigen  Punct  den  Asymptoten  jeder  derselben  zwei  ge- 
rade Linien  parallel  zieht , so  vereinigen  sich  diejenigen  Chorden,  welche  durch  die  bei- 
den auf  jeder  Linie  zweiter  Ordnung  auf  diese  Weise  bestimmten  Durchschnitte  gehen, 
in  ein  und  demselben  Puncle. 

Wenn  mehrere  Linien  zweiter  Ordnung  sich  in  denselben  vier  Puneten  schneiden, 
so  gehen  die  Polaren  jedes  beliebig  angenommenen  Puncles  auf  allen  diesen  Linien 
zweiter  Ordnung  durch  ein  und  denselben  Punct. 

381.  In  Beziehung  auf  den  letztem  Satz  wollen  wir  in  ein  ausführlicheres  Detail  ent- 
gehen, nnd  zu  diesem  Ende,  wie  in  der  377.  Nummer,  zwei  jener  Curven  betrachten  und 
ihre  Gleichungen  auf  ein  .gemeinschaftliches  Chordal- System  beziehen.  Diese  Gleichun- 
gen seyen : 

y,+2nxy-f.,?*,+2>y+2dx+»  = o, 

y1+2a'xy+;?xJ+2j'y+2<)x-J-f  = o, 

wonach  wir  für  die  Polaren  irgend  eines  Pnnclcs  (y,  x')  folgende  Gleichnngen  erhallen: 
(y,-t-“x'+j')y+(uy'+^x’+J)s+j-y'+<Jx'-t-(  = 0,  , j 

(y'+«'x'+))y-(-(«'y'+|Sx'-t-<J)x-(-j-y’+i)x'-N  = o. 

Ziehen  wir  diese  letzten  Leiden  Gleichnngen  von  einander  ah,  so  kommt,  wenn  wir  zu- 
gleich dorch  (u — a)  dividiren: 

x'y+y'x  =»  0.  (*) 

Hieraus  folgt  (was  anch  , indem  wenigstens  ein  Linien -System  in  die  Reihe  der  in  Rede 
stehenden  Linien  zweiter  Ordnnng  gehurt,  a priori  ersichtlich  ist  (268)),  dafs  diejenige 
gerade  Linie,  welche  durch  den  Pnnct  (y',  x’)  nnd  denjenigen  Pnnct  geht,  in  welchem  sich 
die  Polaren  von  (y’  x)  schneiden,  von  den  beiden  Coordinatcn- Axen,  d.  h.  von  zwei  zu- 
sammengehörigen Chordalcn,  harmonisch  geschnitten  wird. 

Hiernach  kann  man , wenn  eine  Chordalc  irgend  zweier  Linien  zweiter  Ordnung  ge- 
geben ist,  die  zugehörige  Chordalc  finden.  Man  lege  nenilich  zu  diesem  Ende  von  irgend 
einem  beliebigen  Puncte  an  die  beiden  Curven  Tangenten,  nnd  ziehe  die  beiden  Berüh- 
rungs-Chorden. Den  Durchschnitt  dieser  beiden  Chorden  und  den  beliebig  angenomme- 
nen Punct  verbinde  man  durch  eine  gerade  Linie,  und  suche  zu  diesen  beiden  Puneten 
und  demjenigen,  in  welcher  die  letztgezogene  gerade  Linie  der  gegebenen  Chordalen  be- 
gegnet, den  vierten  harmonischen  Thcilungs-  Punct.  Der  so  bestimmte  Punct  gebürt 
der  gesuchten  Chordalcn  an , zu  deren  vollständigen  Bestimmung  man  die  ^eben  ange- 
zeigte Conslruction  nur  noch  einmal  zu  wiederholen  braucht. 

Diese  Conslruction  können  wir  noch  verscbicdenfach  modificircn  nnd  vereinfachen. 
Wenn  wir  z.  B.  annehmen,  der  beliebige  Punct  liege  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie 
in  unendlicher  Entfernung,  so  sind  die  beiden  Polaren  dieses  Punctcs  diejenigen  Durch- 
messer der  beiden  Curven,  deren  zugeordnete  der  gegebenen  geraden  Linie  parallel  sind. 
(Hiernach  erscheint  der  erste  Theil  des  Satzes  der  377.  Nummer  als  ein  besonderer  Fall 
des  letztem  Satzes  der  vorigen  Nummer.)  Ziehen  wir  also  durch  den  Dorchschnitt  der 
beiden  Durchmesser  der  gegebenen  geraden  Linie  eine  andere  parallel,  so  ist,  da  ein  har- 
monischer Thcilungs -Pnnct  nnendlich  weit  liegt,  dieser  Durchschnitt  die  Mitte  des  auf 
der  lctztgczogenen  geraden  Linie  von  den  beiden  Chordalcn  interccptirtcn  Stückes. 

Wir  können  für  den  beliebigen  Punct  auch  den  Mittelpunct  einer  der  beiden  Cnrven 
nehmen.  Alsdann  ergibt  sich,  ähnlich  wie  eben,  dafs  die  dnreh  jenen  Mittelpunct  mit 
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der  Polaren  desselben  auf  der  andern  Cnrve  parallel  gelogene,  nnd  von  zweien  zusam- 
mengehörigen Chordalen  begränzle,  gerade  Linie  in  jenem  Panclc  halbirt  wird. 

Wenn  wir  endlich  den  beliebigen  Punct  auf  einer  der  Curven  selbst  annehmen , so 
wird  die  Tangente  in  diesem  Puucte  von  der  Polaren  desselben  auf  der  zweiten  Curve 
und  von  je  zwei  zusammengehörigen  Chordalen  harmonisch  geschnitten. 

Nach  dem  Vorstehenden  sind  die  Chordal  - Systeme  zweier  Linien  zweiter  Ordnung 
dadnreh  bestimmt,  dafs  sic  drei  gerade  Linien,  auf  deren  jeder  zwei  Puncle  gegeben  sind, 
harmonisch  schneiden  (die  drei  geraden  Linien  können  parallel  genommen  werden);  oder 
auch  dadurch , dafs  sie  drei  gerade  Linien  (die  aber  alsdann  nicht  mehr  parallel  genom- 
men werden  können)  so  schneiden,  dafs  die  von  ihnen  auf  denselben  intcrceptirlcn  Stücke 
in  drei  gegebenen  Pnnclcn  halbirt  werden. 

*82.  Da  sowol  jede  der  Gleichungen  (1),  als  auch  die  Gleichnng  (2)  der  vorigen 
Nummer,  in  Beziehung  auch  y'  , x'  und  y,  x symmetrisch  sind,  so  folgt,  dafs  die  Bezie- 
hung des  beliebig  angenommenen  Punctes  (y‘,  x')  und  des  Constructions-Punctes  (y,  x)  zu 
einander  eine  durchaus  gegenseitige  ist. 

Wenn  der  angenommene  Punct  in  eine  der  Coordinatcn  - Axcn  fallt,  und  also  y'  oder 
x'  verschwindet,  so  geht  die  Gleichnng  (2)  über  in  y = o oder  x — o,  d.  h.  in  die  Glei- 
chung derselben  Axe,  auf  welcher  der  angenommene  Punct  liegt.  Also: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punctc  einer  gemeinschaftlichen  ( reellen  oder  idealen) 
Chorde  zweier  oder  mehrerer  Curven  zweiter  Ordnung  Tangenten  an  dieselben  legt,  so 
schneiden  sich  die  Bcriihrungs-  Chorden  in  einem  zweiten  Puncte  derselben  gemein- 
schaftlichen Chorde. 

Die  Chorde  wird  in  diesen  beiden  Puncten  und  ihren  Durchschnitten  mit  der  Curve 
harmonisch  getbeilt. 

Wenn  wir  in  dem  letzten  Satze  mehrere  Linien  zweiter  Ordnnng  zusammcnstellen, 
so  brauchen  dieselben  nur  eine  gemeinschaftliche  Chorde  zu  haben.  Diefs  ist  sogleich 
aus  den  Gleichungen  (1)  der  vorigen  Nummer  ersichtlich,  in  denen  ß und  J ausfallt,  in- 
dem wir  zugleich  x'  = o und  x = o setzen. 

Wenn  wir  zugleich  y'  = o und  x = o setzen , so  werden  die  beiden  Gleichungen 
(l)  identisch : die  beiden  Polaren  des  Mittelpunctes  eines  Chordal  - Systems  fallen  in  eine 
einzige  gerade  Linie  zusammen. 


§.  10. 

Allgemeine  Schemata. 


383.  Wir  wollen,  der  Kürze  halber,  die  Gleichungen  dreier  Linien  zweiter  Ordnung 
durch  folgende  Symbole  bezeichnen: 

A = o,  A’  = o , A"  = o; 

wir  wollen  ferner  voranssetzen,  dafs  diese  drei  Linien  zweiter  Ordnung  eine  gemeinschaft- 
liche (reelle  oder  ideale)  Chorde  haben,  deren  Gleichung  wir  durch 

c = o 
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darslcllcn,  so  wie  die  Gleichungen  der  zweiten  gemeinschaftlichen  (reellen  oder  idealen) 
Chorde  der  ersten  und  zweiten,  der  ersten  und  dritten  und  der  zweiten  und  dritten  Linie 
zweiter  Ordnung  durch : 

a”  = o,  a’  = o,  a = o. 

Alsdann  erhalten  wir,  indem  f i und  fi  gehörig  zu  bestimmende  CoefGeienten  bedeu- 

ten, folgende  Ausdrücke: 

A — /<'A'  « c.a"  = o, 

- A — n'\"  =#c.a'  = o,  (0 

A' — /i\H  ■>  c.a  = o. 

Wenn  wir  die  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  von  einander  abziehen,  so  kommt: 

n"\' — /<’A”  = c(a — a")  = o. 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dafs  dieselbe  ein  System  zweier  geraden  Linien,  von 
welchen  eine  die  gemeinschaftliche  Chorde  der  drei  Linien  zweiter  Ordnung  ist,  darstcllt, 
und  dafs  sic  milbin  mit  der  letzten  der  Gleichungen  (t)  identisch  ist.  Hieraus  folgt: 


Aus  dem  letzten  dieser  beiden  Ausdrücke  erhellet,  dafs  die  zweiten  gemeinschaftlichen 
Chorden  je  zweier  der  drei  Linien  zweiter  Ordnung  sich  in  demselben  Puncte  schneiden. 
Also : 

Wenn  irgend  drei  Linien  zweiter  Ordnung  eine  gemeinschaßliche  ( reelle  oder  ima- 
ginäre) Chorde  haben,  so  vereinigen  sich  die  zugehörigen  Chorden  je  zweier  derselben, 
alle  drei,  in  ein  und  demselben  Puncte  (362). 

Wir  wollen  die  Discussion  der  einzelnen  Falle  dieses  Satzes  mehr  andenten  als  ans- 
führen. Zuerst  können  wir  für  die  in  llcde  stehenden  drei  Linien  zweiter  Ordnung  drei 
wirkliche  Curven  nehmen?  ferner  auch,  wenn  wir  voraussetzen,  dafs  die  beiden  ersten 
Curven  sich  wirklich  schneiden  oder  sich  berühren,  statt  der  dritten  Curvc  ein  System 
von  zwei  geraden  Linien,  die  durch  zwei  Durchschnitts  - I’unctc  gehen  oder  sich  im  Be- 
rührung*-Pnnctc  schneiden,  nn<l  alsdann  anch  in  eine  einzige  gerade  Linie  Zusammenfäl- 
len können.  Wenn  man  also  durch  jeden  von  zwei  Durchschnitten  zweier  Linien  zwei- 
ter Ordnung  (welche  Dnrchschnittc  auch  in  einen  Bciührungs-I’unct  ziisatnmerifallen  kön- 
nen) nach  beliebiger  Richtung  eine  gerade  Linie  zieht,  so  ist  der  Ort  für  die  Durch- 
schnitte derjenigen  beiden  Chorden , welche  auf  den  beiden  Curven  durch  jene  beiden  ge- 
raden Linien  bestimmt  werden,  eine  neue  gerade  Linie,  und  zwar  die  zweite  Chordale 
desjenigen  Chordal-Systems,  das  durch  obige  beiden  Durchschnitte  bestimmt  wird.  Hier- 
nach kann  man  (Fig.  39.)  die  zweite  Chordale  zweier  sich  in  zwei  I’uncten  M und  m 
schneidenden  Curven  mit  hlofscr  Hülfe  eines  Lineals  construiren.  Zn  diesem  Ende  ziehe 
man  durch  die  beiden  Durchsclmilts-Punclc  nach  beliebiger  Richtung  zwei  gerade  Linien 
KN'  und  nn‘,  welche  der  einen  Curvc  in  N und  n,  der  andern  in  N'  nnd  n’  begegnen, 
alsdann  schneiden  sich  Nn  und  NV  in  einem  Puncte  L der  gesuchten  Chordalcn.  Auf 
dieselbe  Weise  erhalten  wir  einen  zweiten  Punct  derselben  und  somit  diese  Linie  selbst. 

Wenn  wir  annchmcn,  dafs  zwei  der  drei  in  Rede  stehenden  Curven  sich  vicrpnnclig 
oder  dreipunctig  osculircn  oder  zweimal  berühren,  so  bestimmt  jede  beliebige  dritte  Curvc, 
die  die  beiden  ersten  im  Osculations-Punctc  oder  in  einem  der  beiden  Berührungs-Punetc 
berührt,  anf  diesen  beiden  Curven  zwei  Chorden,  die  sich  auf  der  Tangente  im  Oscnla- 
tions -Puncte,  oder  derjenigen  geraden  Linie,  die  den  Oscnlations- Punct  mit  dem  Durch- 
schnitts-Puncte  verbindet,  oder  endlich  auf  der  Tangente  im  zweiten  Ucrlihrungs-Punctc 
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schneiden.  W enn  man  ferner  durch  den  Osculations-  und  Durchschnitts- Ptinct  zweier 
sich  dreipunclig  oscnlirrndcn  Curven , oder  durch  die  Borührongs-Pnnrtc.  zweier  sich 
zweimal  berührenden  (Kurven,  irgend  eine  drille  Cnrve  legi,  so  bestimmt  dieselbe  auf  den 
beiden  erstem  zwei  Chorden,  die  sich  anf  der  Tangente  im  Osculations-Punctc  oder  aul 
der  Beriihrungs-Chordc  schneiden. 

Wenn  wir  für  die  dritte  Curvc  in  den  vorstehenden  Resultaten  ein  System  von  zwei 
geraden  Linien  nehmen,  so  erhalten  wir  di^  Entwicklungen  der  351.  — 356.  und  der  358. 
— 361 . Nummer. 

Y\  enn  wir  annehmen , dafs  zwei  der  drei  in  Rede  stehenden  Linien  zweiter  Ordnung 
unter  einander  ähnlich  sind,  so  liegt  ihre  zweite  Chordalc  unendlich  weit  entfernt,  mithin 
sind  die  beiden  auf  denselben  durch  die  dritte  Cnrve  bestimmten  Cburdalen  parallel.  Bei 
diesem  Falle  haben  wir  mit  einiger  Ausführlichkeit  schon  in  der  3 ,5.  Nummer  verweilt. 

Fig.  17.  Wir  können  ferner  eine  beliebige  Cnrve  mit  zwei  Systemen  von  zwei  geraden  Linien 
zusammcnslcllcn , und  erhalten  alsdann  den  Salz  vom  eingeschriebenen  Sechseck  092) 
und  die  verschiedenen  Modificationen  desselben  fli r die  besonderen  Fälle,  dafs  Winkel- 
Pnnctc  desselben  ziisamnienfallcn.  Wenn  wir  nns  nämlich  wiederum  auf  die  17.  Figor 
beziehen,  so  haben  die  beiden  Linien- Systeme  M"'M'  und  M"J I , M M und  MJM’  mit 
der  Cnrve  die  gemeinschaftliche  Chordc  3MM',  die  drei  zweiten  Chorden  sind  AB,  M'M" 
und  Diese  drei  Linien  schneiden  sich. also  in  demselben  Punctc v oiler,  was  das- 

selbe heilst,  der  Durchschnitt  der  letztgenannten  beiden  Chorden,  D,  liegt  mit  A und  B 
in  gerader  Linie. 

Wenn  wir  endlich  drei  Systeme  von  zwei  geraden  Linien  zusammctistcllcn,  so  erhal- 
len wir  unmittelbar  die  Sätze  der  70.  — 76.  Nummer. 

Der  Nerv  der  Beweisführung  in  dieser  Nummer  liegt  darin,  dafs,  wenn  wir  die 
Leiden  ersten  der  Gleichungen  (O  von  einander  abzichcn,  die  rcsutlirciidc  Glcichnng  wie- 
derum ein  System  zweier  geraden  Linien  darstcllt.  Dicfs  wird  in  dem  vorstehenden  Falle 
dadurch  bedingt,  dafs  in  diesen  beiden  Gleichungen  ein  gemeinschaftlicher  Factor  des  er- 
sten Grades,  c,  vorkoimut.  Aber  auch  wenn  diese  beiden  Gleichungen  die  Form  voll- 
ständiger Quadrate  annehmen,  läfst  sich  diejenige  Gleichung,  die  wir  durch  Abziehen  der- 
selben von  einander  erhalten,  in  zwei  Factorcn  des  ersten  Grades  zerlegen.  Diese  Be- 
merkung führt  nns  zu  einem  zweiten  Schema. 

38j».  Seyen  wiederum : 

A = o , A'  = o,  A"  = o, 

die  Gleichungen  dreier  Linien  zweiter  Ordnung;  die  erste  dieser  Linien  berühre  die 
zweite  und  dritte  jede  zweimal,  und  die  dadurch  bestimmten  BerUhrungs • Chorden  seyen 
durch  die  Gleichungen: 

P *=  o,  q =»  o, 

dargcslcllt.  Alsdann  haben  wir  folgende  beiden  Ausdrücke: 

\—,iX  = p*  = 0, 

A—ft'X"  = q’  = o,  AJ 

nnd,  indem  wir  abzichcn,  ergiht  sich: 

= q*—  p*  = (q+p)(q-p)  =0.  («) 

Diese  Glcichnng  bezeichnet  ein  Chorda!- System  der  zweiten  und  dritten  Linie  zweiter 
Ordnung;  vergleichen  wir  dieselbe  mit  folgender  Gleichung: 

A' — /W  = a . a’  = o. 


Digitized  by  Google 


der  Linien  zweiter  Ordnung. 


253 


indem  die  Leiden  Chordaion  durch  * 

a = o , a'  = o, 
dargcslcllt  werden,  so  erhalten  wir: 

l‘  = a-a  = -^q+pXq-p), 

mithin,  indem  wir  durch  5 nnd  I*  zwei  unbestimmte  Cocfiicicnlen  bezeichnen,  deren  Pio- 
ducl  gleich  ist  /(': 

5a  = q+p,  J'a'  = q-p, 
woraus  ersichtlich  ist,  dafs  die  geraden  Linien: 

p ~ o , q = o , a = o,  a'  = o, 

alle  vier  dnreh  denselben  l’unct  gehen.  Wir  haben  also  folgenden  Salz,  den  wir  auch 
unmittelbar  an  die  367.  Nummer  hätten  anknüpfen  können,  bewiesen: 

Jf'enn  zwei  Linien  zweiter  Ordnung  beide  von  einer  drillen  ztvcimal  berührt  trer- 
den,  so  schneiden  sich  die  beiden  ligriibrungs  - Chorden  in  dem  Mitlelpuncte  eines 
Chordal -Systems  der  beiden  erstgenannten  Linien  zweiter  Ordnung. 

Die  doppelte  Berührung  kann  durch  vicrpiinclige  Osculation  hindurch  in  eine  imagi- 
näre übergehen.  Andere  Modificationcn  ergeben  sich  nach  der  verschiedenen  Natur  der 
znsamnicngeslcllten  Linien  zweiter  Ordnung.  \\  ir  können  zuvörderst  ein  System  zweier 
geraden  Linien  nehmen , die  \ on  irgend  zwei  Cnrvcn  berührt  werden ; wenn  wir  beliebig 
viele  Cnrvcn  nehmen,  die  jene  bcidcn.gcradcn  Linien  Lerühren,  und  überdiefs  dnreh  ir- 
gend zwei  feste  Punctc  gehen,  oder  Überhaupt  eine  gemeinschaftliche  Chordalc  haben,  so 
gehen  alle  Uerührnngs- Chorden  durch  einen  festen  PuncL  Wir  können  ferner  vorans- 
setzen,  dafs  ein  gegebenes  Linien- System  von  einer  Curve  und  von  irgend  einem  zweiten 
Linien -System  zweimal  berührt  werde  * } , und  kommen  alsdann  unmittelbar  zu  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Pole  und  Polaren  (306).  Wenn  wir  eine  Corvc  be- 
trachten, welche  von  zwei  Paar  gerader  Linien  berührt  wird,  so  erhalten  wir  den  New- 
ton sehen  Salz  vom  umschriebenen  A ic  reck  (310).  W ir  können  endlich  auch  eine  Curve 
nehmen,  die  von  einer  andern  zweimal,  und  iiherdiefs  noch  von  zwei  geraden  Linien  be- 
rührt wird.  Dieser  letzte  Fall  liefert  die  Conslrnclion  folgender  Aufgabe: 

„Kinc  Linie  zweiter  Ordnong  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  lierpunclig  osculirt, 
„und  überdiefs  zwei  gegebene  gerade  Linien  berührt.“ 

Wir  können  ncmlicb  diese  Aufgabe  als  aufgclüsel  betrachten,  wenn  wir  den  Oscula- 
iions-Pnncl  brstinmit  haben  (355).  Um  diesen  zu  finden,  verbinde  man  die -vier  Durch- 
schnitte der  beiden  geraden  Linien  und  der  Curve  noch  durch  zwei  Paar  gerader  Linien, 
und  lege  von  den  Durchschnitten  der  Liuicu  jedes  Paares  Tangenten  an  die  gegebene 


*)  Wie  sagen  von  zwei  Linien  - Systemen,  der  Analogie  narb,  dafs  sie  einander  berühren,  wenn 
alle  sier  Linien  in  demselben  Punctc  sieb  schneiden.  In  der  leberlragung  des  allgemeinen 
Satzes  auf  diesen  besoudern  Fall  liegt  durchaus  nichts  Gewagtes.  Penn  Alles  kommt  nur 
auf  die  Form  der  Gleichungen  (1)  an,  und  wir  k (innen  offenbar  immer  die  Gleichungen: 
v:+2«vj4-/?i5  = 0,  zy  =.  o, 
zu  einer  Gleichung  von  folgender  Form: 

(y+xz)5  = o, 

verbinden  (376),  10  lange  nur  ß positiv  ist,  d.  li.  das  eine  Linien-System  in  dieselben  bei- 
den der  von  dem  audern  Systeme  grbi  Jrten  Scheitel  - Winkel  fällt. 
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Curve.  Die  Bcriihrnngs- Puncto  sind  alsdann  diejenigen  Puncte,  in  welchen  die  gegebene 
Curve  von  denjenigen  osculirt  wird,  die  den  Bcdingnngcn  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 
Die  Determination  ist  derjenigen  in  der  3ö!l.  Nummer  ganz  analog. 

Wir  können,  eben  so  leicht  als  die  vorige,  auch  (tilgende  Aufgabe  aufiöscn: 

„Eine  Linie  zweiter  Ordnung  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  zweimal  und  fiber- 
„diefs  drei  gegebene  gerade  Linien  berührt.“ 

Indem  wir  nemlich  die  gegebene  Cnrvc  nach  ciuandcr  mit  je  zwei  der  gegebenen  ge- 
raden Linien,  als  einer  Linie  zweiter  Ordnung,  zusammcnslcllcn , erhalten  wir,  ähnlich 
wie  in  der  369.  Nummer,  viermal  drei  Puncte,  die  anf  den  vier  Berührung*-  Chorden  lie- 
gen, welche  den  vier,  der  Aufgabe  im  Allgemeinen  Genüge  leistenden,  Curvcn  cutspre- 
chrn.  Wir  müssen  hierbei  nicht  übersehen,  dafs  die  doppelte  Berührung,  wenn  jene 
Chorden  der  gegebenen  Cnrvc  nicht  begegnen,  eine  imaginäre  ist, 

Fig.  17.  In  diesem  Beweise  ist  zugleich  auf  indircctcm  Wege  der  in  der  vorigen  Num- 
mer begriffene  Salz,  dafs  in  jedem  in  eine  Linie  «zweiter  Ordnung  eingeschriebenen  Sechs- 
eck die  gegenüberliegenden  Seiten  sich  in  solchen  drei  Punctcn  schneiden,  die  in  gerader 
• Linie  liegen,  bewiesen;  und  zugleich  ist  dargethan,  dafs  eine  solche  gerade  Linie,  etwa 

ADB,  diejenige  ist,  welche  durch  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  I’unclc  geht,  in  denen  die 
gegebene  Curve  von  einer  solchen  Cnrvc  berührt  wird,  die  überdiefs  drei  Diagonalen  des 
Sechsecks,  MM',  M"M„  und  berührt. 

Um  dem  Schema  dieser  Nummer  die  ganze  Allgemeinheit  zu  gehen,  die  cs  mit  sich 
bringt,  müssen  wir  die  zweiten  Thcilc  der  beiden.  Gleichungen  (l)  mit  doppeltem  Vor- 
zeichen behalten.  Wenn  wir  diese  Gleichungen  von  einander  abzicbcn,  indem  wir  in 
denselben  verschiedene  Vorzeichen  nehmen,  so  kommt  stau  (2): 

fi\'— u"A"  •=  Kp’+q5)  = 0, 

eine  Gleichung,  die  nicht  mehr  ein  Chorda! -System  der  zweiten  und  dritten  Cnrve,  son- 
dern einen  Chordal-Pnnct  derselben  darstcllt.  Diesen  Punct  können  wir  construiren, 
indem  wir  zugleich: 

P =*  o,  q = o, 

setzen;  die  beiden  Beriibrnngs- Chorden  schneiden  sich  also  Im  Cbordal  - Puncte,  der  hier 
an  die  Stelle  des  Mittclpunctcs  des  im  Anfänge  dieser  Nummer  betrachteten  Chordal- 
Systcms  tritt. 

Fig.  liO.  Wenn  wir  z.  B.  in  der  1,0.  Fignr  für  die  Linie  zweiter  Ordnung,  die  von  jeder  der 
beiden  Cnrven  zweimal  berührt  wird,  zwei  äufserc  Tangenten  nehmen,  so  vereinigen  sich 
die  beiden  Bernhrnngs  -Chorden  Tt  and  TV  im  Puncte  O,  dem  Mittelpnncte  dos  Chordal- 
Systcms  POQ.  Nehmen  wir  hingegen  eine  innere  und  eine  äufserc  gemeinschaftliche 
Tangente,  so  gebt  die  Bcrübrungs-Chordc  durch  einen  der  beiden  Chorda! -Bu  n c tc  der 
Leiden  Curvcn:  so  geht  z.  B.  Tr  durch  O",  und  TV  durch  O’. 

Wenn  alle  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  gezogen  sind,  so  haben  wir  zwei  Cnr- 
ven, welche  die  Seiten  desselben  Vierecks  Ss’W"  berühren,  woratfs  denn  nach  dem  oben 
angeführten  Ncwlonschcn  Satze  folgt,  dafs  die  drei  Diagonalen  der  durch  die  vier  Tan- 
genten gebildeten  vollständigen  vierseitigen  Figur,  ncmüch  s’s,  s'"s"  und  S<r,  zu  je  zwei 
genommen,  sich  in  den  drei  Punctcn  O,  O1  und  O"  schneiden.  Hiernach  könncu  wir 
leicht  die  beiden  Chordal-Pnncle  zweier  sich  nicht  schneidenden  Cnrven  bestimmen,  wenn 
ihre  gemeinschaftlichen  Tangenten  bekannt  sind,  und  diese  ergehen  sich  durch  eine  ein- 
fache Construction  (nach  der  3C6.  Nummer),  wenn  wir  das  Cbordal -System  kennen. 

S,  O",  a und  O'  sind  vier  harmonische  Theilungs -I’unclc  (50). 
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S.1Ö.  Wir  gehen  zu  einem  dritten,  an  die  vorige  Nummer  sich  anschliefsendcn,  Sche- 
ma Uber.  Seren: 

A = o,  A’  = o , A"  = o,  A'"  = o, 
die  Gleichungen  von  vier  Linien  zweiter  Ordnung,  von  welchen  jede  der  drei  letztem  die 
erste  zweimal  berührt.  Alsdann  erhalten  wir  folgende  Ausdrücke: 

A+.n’A'  = p3  = o, 

A-f-/<"A"  = q3  = o,  (i)  • 

A-f-u"’A"‘  = r3  «=  o, 

wobei  wir  durch  ft,  ft'  und  fi"  drei  nnbestimmte  Coefficienten  und  durch 
. p = o,  q = o,  r = o, 

die  drei  Berührung*  - Chorden  bezeichnen.  Wenn  wir  die  Gleichungen  (l),  paarweise  ge- 
nommen, von  einander  abzickcn,  so  erhalten  wir: 

ft'\' — ft“ A”  = p3 — q3  = o, 

fl'.V — = p3 — r3  — o,  (r) 

ft"\" — = Ij3— r3  = o, 

für  die  Gleichungen  eines  Chordal- Systems  je  zweier  der  drei  letzten  Curven:  Gleichun- 
gen, von  denen  wir  die  drille  durch  Abziehen  der  beiden  ersten  erhalten.  Wir  haben 
also  folgenden  Salz  bewiesen : 

H'cnn  eine  gegebene  Linie  zweiter  Ordnung  von  dreien  andern  zwiefach  berührt 
wird,  so  geben  diejenigen  Chordal -Systeme  je  zweier  der  drei  letztgenannten  Curven, 
in  deren  Mittclpunclcn  die  drei  Berührungs-Chorden,  paarweise  genommen,  sich  schnei- 
den , alte  drei  durch  dieselben  vier  Puncle.  V 

In  dem  Falle,  wo  nach  der  Schlufs- Bemerkung  der  vorigen  Nummer  zwei  Punctc 
(dal*  deren  immer  zwei  scyn  müssen,  ergibt  sich  sogleich  aus  dem  Anblick  der  Gleichun- 
gen (2))  an  die  Stelle  zweier  Chordal -Systeme  treten,  fallt  die  directc  geometrische  Be- 
deutung des  vorstehenden  Satzes  biuweg;  wir  erhallen  alsdann  zwei  Punctc,  d.  li.  zwei 
Ellipsen,  die  bis  zum  Verschwinden  ihr  Aren  - Verhältnifs  beihchaltcn  haben,  deren  Glei- 
chungen sich  zu  der  Gleichung  des  Linien -Systems  verbinden  lassen. 

Wir  wollen  die  Discussion  des  vorstehenden  Satzes  nur  auf  einzelne  besondere  Fälle 
ansdehnen,  und  zn  diesem  Ende  erstens  irgend  eine  Curvc  zweiter  Ordnung  nehmen, 
inn  die  ein  Sechseck  beschrieben  ist,  dessen  drei  Paare  gegcniiberslchcnder  Seiten  wir  als 
drei  jene  Curvc  zweimal  berührende  Linien  zweiter  Ordnung  betrachten.  Alsdann  erhal- 
ten wir  sechs  leicht  zu  bestimmende  gerade  Linien , von  denen  viermal  drei  durch  densel- 
ben Punct  gehen;  drei  solcher  geraden  Linien,  die  sich  in  demselben  Punctc  schneiden, 
sind  die  drei  Diagonalen  des  umschriebenen  Sechsecks  (330). 

3t!G.  Wir  wollen  als  zweiten  Fall  des  Satzes  der  vorigen  Nummer  ein  System  zweier  f'ig.  40. 
geraden  Linien  betrachten,  welche  von  drei  Linien  zweiter  Ordnung  zweimal  berührt  « er- 
den, und  Uberdiefs  für  eine  dieser  drei  Linien  zweiter  Ordnung  ein  neues  Linien- System 
nehmen.  Wir  haben  also  irgend  zwei  Curven,  zwei  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangenten 
und  zwei  durch  den  Durchschnitt  derselben  gehende  gerade  Linien.  Der  diesem  beson- 
dere Falle  entsprechende  Satz  ist  folgender:  . . * . * 

Wenn  zwei  Curven  zweiter  Ordnung  beide  von  denselben  beiden  geraden  Linien  be- 
rührt werden , und  man  zieht  durch  den  Durchschnitt  dieser  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten irgend  zwei  den  Curven  begegnende  gerade  Linien,  so  lassen  sich  durch  die  auf 
jeder  der  beiden  Curven  bestimmten  vier  Durchschnitts  - Punct e noch  zwei  Linien- Sy- 
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Sterne  legen:  die  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  der  Linien -Systeme  schneiden  sich, 
paarweise  genommen,  in  der  Puncten  des  Chordal- Systems  der  beiden  Gurren. 

In  der  40.  Figur  sind  SM  und  S.\  die  beiden,  durch  S,  den  Durchschnitt  der  gemein- 
schaftlichen Tangenten,  gehenden  geraden  Linien.  Fs  schneiden  sich  die  beiden  Linicn- 
Systcmc  MN,  «>■  und  M'.Y,  p'v  in  vier  solchen  Puncten  p,  p',  q uud  q',  die  auf  zweien 
zusammengehörigen  Chordalcn  der  beiden  Curven  liegen.  Statt  der  in  der  Figur  ansge- 
führten Conslruclion  hätten  w ir  auch  die  beiden  (nicht  gezogenen)  Linien -Systeme  RIv, 
N/<  und  MT,  Nu’  zusaimncnstellcn  können,  und  alsdann  vier  andere  I’uncle  derselben 
beiden  Chordalcn  Op  und  Oq  erhalten. 

\Y  ir  können  für  die  eine,  durch  S gehende,  gerade  Linie,  etwa  fiir  SM,  eine  der 
beiden  Tangenten,  etwa  St,  nehmen,  und  erhallen  alsdann  die  beiden  Linien- Systeme 
Nt,  vt  und  IXY,  r t',  welche  sich  auf  dem  Chordal- Systeme  der  beiden  Curven  schneiden. 

387.  Indem  wir  eine  durch  den  Durchschnitt  zweier-  gemeinschaftlichen  Tangenten 
gehende  gerade  Linie  als  ein  System  zweier  zusainmenfallcndcu  betrachten,  ergibt  sich 
folgender  Salz; 

flenn  man  durch  den  Durchschnitt  zweier  gemeinschaftlichen  Tangenten  irgend 
zweier  Curven  zweiter  Ordnung  eine  beiden  Curven  begegnende  gerade  Linie  zieht,  so 
bilden  die,  in  den  der  Durchschnitten  an  beide  Curven  gelegten,  Tangenten  ein  voll- 
ständiges liercch,  dessen  zwei  Diagonalen  ein  Chordal- System  der  beiden  Curven  sind, 
und  dessen  dritte  Diagonale  wiederum  durch  den  Durchschnitt  derselben  beiden  gemein- 
schaftlichen Tan  enten  gehl. 

1,0.  Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  ergibt  sich  sogleich.  In  der  iß.  Figur  ist  durch  den 
Punct  S die  gerade  Linie  SN  gelegt,  die  den  beiden  Curven  in  N,  r,  IV  und  >'  begegnet. 
Die  T angenten  in  diesen  vier  Puncten  schneiden  sich  in  den  sechs  Puncten  P,  I1',  Q,  O 
A und  A\  PP'  und  QQ'  bilden  das  Chordal-Syslcm  der  beiden  Curven.  A.V  geht  durch 
den  Punct  S;  denn  AT  wird  in  l und  1$,  so  wie  A I in  t’  und  ß'  harmonisch  gcthcilt 
(30Q),  und  da  T und  T,  ß uud  B',  t und  l'  mit  S in  gerader  Linie  liegen,  so  liegen 
auch  A uud  A'  nolhwcndig  mit  demselben  Pnncte  in  gerader  Linie. 

388.  Nach  den  vorigen  beiden  Nummern  erhalten  wir  anf  leichte  Weise  die  Chordal- 
Syslcmc  zweier  gegebenen  Curven  zweiter  Ordnung,  wenn  die  Durchschnitte  ihrer  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  bekannt  sind.  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  vermittelst  eines  Chordal -Systems  construircn. 

1,0.  In  der  in  der  vorigen  Nummer  angezeigten  Conslruclion  (wir  betrachten  zuerst  den 
Fall  der  t,0.  Figur , wo  die  beiden  Curven  keinen  Punct  mit  einander  gemein  Laben) 
schneiden  sich  die  beiden  äiifsercn  und  die  beiden  inneren  Tangenten  in  zwei  Pnml-n 
P1  und  P der  zwischen  beide  Curven  hindurch  gehenden  Chordalcn;  hingegen  schneiden 
die  ungleichnamigen  Tangenten  beider  Curven  sich  in  zwei  Puncten  Q'  und  Q der  an- 
dern Chordalcn.  Wenn  wir  daher  die  Conslruclion  umkehren,  und  von  irgend  einem 
l’uuclc  der  CLordalen  PP'  zwei  innere  oder  zwei  änfscrc  Tangenten  an  beide  Curven  lu- 
gen, oder  von  irgend  einem  Punctc  der  andern  Chordalcn  QQ'  eine  innere  Tangente  an 
die  eine,  und  eine  üufserc  Tangente  an  die  andere  Curvc,  so  gehen  die,  durch  die  jedes- 
maligen beiden  ßerührungs  - Punctc  gehenden,  geraden  Linien  durch  den  festen  Puuct  S, 
den  Durchschnitt  der  gemeinschaftlichen  äufscru  Tangenten. 

w enn  wir  statt  des  Puncles  S den  Durchschnitt  der  inneren  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten der  beiden  Curven  nehmen,  und  durch  diesen  Punct  o irgend  eine  den  Curven  bc- 
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der  Linien  zweiter  Ordnung. 

gegnendo  gerade  Linie  legen , so  bleibt  Alles  wie  in  dem  vorigen  Falle , nnr  dals  die 
Dnrebschuilte  zweier  inneren  oder  zweier  itnfscrcn  Tangenten  in  die  Cbordale  QQ' , hin- 
gegen di«  Durchschnitte  zweier  ungleichnamigen  Tangenten  der  beiden  Curven  in  die 
Cbordale  PP'  (allen.  Wenn  wir  daher,  umgekehrt,  von  einem  beliebigen  Purictc  der 
Cbordalcn  QQ'  zwei  innere  oder  zwei  änfscre  Tangenten  an  beide  Cnrvcn  ziehen,  oder 
von  einem  beliebigen  Pnnetc  der  Chordaion  PP'  eine  innere  Tangente  an  eine  Cnrve  nml 
eine  Sufsorc  an  die  andere,  so  gehen  diejenigen  geraden  Linien,  welche  die  jedesmaligen 
beiden  Uenihrnngen  verbinden,  durch  den  festen  Punct  a,  den  Durchschnitt  der  beiden 
inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten. 

Ans  dem  Vorstehenden  erhellet,  dals,  wenn  wir  von  irgend  einem  Pnnetc  einer  der 
beiden  Chordalen,  PP'  und  QQ',  an  die  beiden  Curven  vier  Tangenten  legen  und  die 
Berührungen  auf  der  einen  Curve  mit  den  Berührungen  auf  der  andern  durch  vier  gerade 
Linien  verbinden:  diese  Linien,  paarweise  genommen,  in  den  beiden  Durchschnitten  der 
beiden  inneren  und  der  beiden  iiufsercn  gemeinschaftlichen  Tangenten  sich  schneiden. 

Diese  Durchschnitte  o und  S liegen,  nach  der  Schlufs  - Bemerkung  der  334.  Nummer,  auf 
der  Polaren  des  Durchschnittes  O der  Chordalen  PP'  und  QQ',  die  in  Beziehung  auf  beide 
Cnrvcn  ein  und  dieselbe  gerade  Linie  ist. 

Wir  haben  noch  zwei  Paar  Durchschnitte  gemeinschaftlicher  Tangenten  der  beiden 
sich  nicht  schneidenden  Curven,  s nnd  s’,  s”  und  s'”,  die  auf  den  Polaren  von  O"  und  O’ 
liegen.  Durch  diese  Durchschnitte  können  wir  aber  keine,  beiden  Cnrvcn  begegnende, 
gerade  Linie  legen,  wonach  die  Sätze  der  beiden  vorigen  Nummern,  so  wie  die  Umkeh- 
rung des  letztem  dieser  Sätze,  liier  keine  Anwendung  linden. 

w enn  die  beiden  gegebenen  Curven  sich  in  vier  Pnncten  schneiden,  so  finden  die  Fig.  41. 
Construclionen  der  beiden  vorigen  Nummern  für  die  sechs  Durchschnitte  je  zweier  der 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  Statt.  Diese  sechs  Pnnetc,  paarweise  genommen,  S 
und  S',  s und  s',  s"  und  s'”,  entsprechen  den  drei  Chordal- Systemen,  deren  Mittclpnnctc 
O,  O'  and  O"  sind,  und  wenn  irgend  ein  Punct  eines  dieser  Systeme  gegeben  ist,  so  er- 
halten wir  sogleich  die  entsprechenden  beiden  Durchschnitts -Pnnetc  der  gemeinschaftli- 
chen Tangenten.  Ziehen  wir  z.  U.  von  einem  Punctc  Q der  Chordalen  MM*  zwei  Tan- 
genten RU  und  II V,  UU’  und  IW,  an  jede  der  beiden  Curven,  so  schneiden  sich  die  durch 
die  Berührungen  gehenden  geraden  Linien  UU'  und  YY',  UV'  und  U'V  in  den  Puuclcn 
S nnd  S'. 

W enn  die  Leiden  gegebenen  Curven  sich  nur  in  zwei  Pnncten  schneiden,  so  gibt  es  Fig.  42. 
nur  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten;  Alles  bleibt  fiir  den  Durchschnitt  derselben  wie 
zuvor.  Wenn  man  von  irgend  einem  Puncte  des  einzig  reellen  Chordal -Systems,  etwa 
von  R,  Tangenten  an  die  beiden  Cnrvcn  zieht,  so  schneiden  sich  wiederum  UU'  nnd 
YY  in  S;  cs  schneiden  sich  aber  auch  UV'  nnd  .U'V  in  einem  festen,  innerhalb  Leider 
Curven  liegenden,  Punctc,  der  die  Rolle  des  Durchschnittes  der  beiden  Übrigen,  imaginä- 
ren, Tangenten  spielt. 

Wenn  zwei  Curven,  von  denen  eine  ganz  innerhalb  der  andern  liegt,  nnd  das  Cbor- 
dal -System  derselben  gegeben  ist,  nnd  man  zieht  von  einem  Punctc  des  letztem  wie  bis- 
her Tangenten  an  die  beiden  Curven,  so  schneiden  sich  die  vier  durch  die  Berührungen 
gelegten  geraden  Linien  in  zwei  festen  innerhalb  beider  Carven  liegenden  Punctes,  von 
denen  sich  mithin  keine  Tangenten  an  dieselben  legen  lassen. 
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Fig.  41,42.  Wir  haben  also  «allgemein,  wenn  wir  zugleich  noch  auf  die  afft.  Nummer,  nach  der 
UY  und  L'V'  sich  in  R',  einem  Punctc  der  Chordalen  MM',  schneiden,  Rücksicht  neh- 
men, folgenden  Salz: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punctc  einer  Chordalen  irgend  zweier  Curvcn  zweiter 
Ordnung  zwei  Tangenten  an  jede  derselben  zieht , so  lassen  sich  durch  die  vier  Beruh- 
rungs- Punctc  drei  Paare  gerader  Linien  legen , von  denen  die  Linien  zweier  Paare 
sich  in  zweien  festen  Puncten  und  die  Linien  des  dritten  Paares  sich  in  einem  solchen 
Punctc  schneiden , der  immer  auf  derjenigen  Chordalen  bleibt , von  deren  einem  Punctc 
aus  die  Tangenten  gezogen  worden  sihd  *). 

Fig.  43.  309*  Zwei  Parabeln  können  nicht  mehr  als  drei  gemeinschaftliche  Tangenten  haben. 

Wenn  vier  Punctc  gegeben  sind,  so  können  wir  auf  der  Stelle  (26 1 , 270)  die  drei  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  der  beiden  durch  diese  vier  Punctc  gehenden  Parabeln  be- 
stimmen. Seyen  nemlicb  A,  B,  C und  I)  die  vier  gegebenen  Punctc,  die  beiden  Paare 
gegenüberliegender  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen  schneiden  sieb  in  den  YVinkcl- 
P mieten  des  Dreiecks  0"0'0,  und  die  drei  gesuchten  Tangenten  bilden  das  Dreieck 
TT'T,  dessen  Winkel -Punctc  in  den  Milten  der  Seiteu  des  eben  bczcichncteo  Dreiecks 
O'  O’O  Liegen. 


•)  Sobald  dieser  Satz  für  eine  besondere  Lage  der  beiden  Curvcn  zweiter  Ordnung  bewiesen 
ist,,  ist  seine  Gültigkeit  allgemein  Jargethan.  Demi  wenn  wir  von  einem  Norraalfalle,  etwa 
dem  Falle  der  41.  Figur,  ausgeben,  und  die  beiden  Curvcn  auf  dasjenige  Chorda!  - System 
beziehen,  auf  wclrliem  wir  den  Punct  1\  angenommen  haben,  so  können  wir  die  Coordina- 
ten  der  vier  Berührung*  - Puncto  LT,  V,  ü*  und  V'  zw  ischen  den  Gleichungen  der  durrh  R 
gehenden  Tangenten  und  den  Gleichungen  der  beiden  Curvcn  climiiiirco.  Zwischen  diesen 
Coonlinatcn  finden  die,  deni  Satze  des  Textes  entsprechenden,  Beziehungen  Statt.  Es  än- 
dert sich  aber  nichts  in  den  Formen  der  Rechnung,  durch  welche  wir  zu  jenen  Coordinaten- 
Wertlicn  gelangen,  wenn  wir  irgend  zwei  andere  Curvcn  nehmen,  die  eine  beliebige  Lage 
zu  einander  haben,  und  dieselben  auf  ein  entsprechendes  Coordinatcn-Svslem  beziehen:  also 
ändert  sich  auch  nichts  in  den  obigen  Beziehungen  der  vier  Berührungs-Puiictc  zu  einander. 
Diese  Art  zu  schlicfscn  flickt  aus  demselben  allgemeinen  Princip,  aus  welchem  auch  die  Be- 
deutung und  der  Gebrauch  der  verschiedenen  Vorzeichen  hervorgeht  (4),  und  nach  weirhem 
die  analytische  Behandlung  der  Geometrie  einen  unschätzbaren  Vorzug  vor  jeder  andern, 
und  namentlich,  was  die  Theorie  der  Linien  zweiter  Ordnung  aribclangt,  vor  der  Projec- 
tiOTis-  Methode  behauptet. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dafs  die  beiden  ankeren,  so  wie  die  Leiden  inneren  Tangen- 
ten, durch  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades,  In  welcher  als  Constanten  einzig  die  Coo- 
»aoten  der  beiden  Curvcn  Vorkommen , gegeben  sind.  Es  bängt  aber  von  den  Wcrtbea 
dieser  Conslanten,  also  von  der  Natur  und  der  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Curvcn  ab, 
ob  diese  Gleichung  ein  wirkliches  Linien -System  oder  einen  Punct  ansdrückt.  Im  letztere* 
Falle  läfst  offenbar  diese  Gleichung  eines  Puncto  sich  mit  der  Gleichung  jeder  der  beiden 
Curvcn  zu  einer  Gleichung  von  der  Form:  (jr4f*X-Hj)J  =3  0 verbinden;  und  somit  Ist  direct 
bewiesen,  was  aus  dem  Salze  der  vorstehenden  Nummer  durch  Umkehrung  folgt,  dafs  der 
Satz  der  387.  Nummer  (so  wie  der  vorhergehenden)  sich  auch  auf  die  in  Bede  stehen- 
den Durchschnitte  imaginärer  Tangenten , z.  B.  auf  den  Punct  v der  42.  Figur  bezieht. 
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390.  Wir  wollen  ein  viertes  Schema  entwickeln.  Seyen 

A = o,  A'  = o,  A"  =>  o,  (1) 

die  Gleichungen  irgend  dreier  gegebenen  Linien  xweiter  Ordnnng;  alsdann  stellen,  wenn 
iu  nnd  p irgend  zwei  unbestimmte  Coefiicicnten  bedeuten,  die  Gleichungen: 

A''-f-,uA  = o, 

\“~b/4\'  = o, 

die  wir,  der  Kürze  wegen,  durch: 


<»> 


B = 0,  B’  = o,  (ä) 

bezeichnen,  irgend  zwei  neue  Linien  zweiter  Ordnung  dar,  die  durch  die  Durchschnitte 
der  ersten  und  dritten  nnd  der  zweiten  und  dritten  gegebenen  Curve  gehen.  Wenn  wir 
die  beiden  Gleichungen  (2)  von  einander  abziehen,  so  erhalten  wir: 

fi\ — ,u’A"  — B— B’  = o : {«) 

die  Gleichung  einer  Linie  zweiter  Ordnung,  W'clchc  einerseits  durch  die  Durchschnitte  der 
beiden  Curven : A = o und  A'  = o,  andrerseits  durch  die  Durchschnitte  der  beiden  Cur- 
ven:  B = o und  B = n , geht.  Hiernach  ergibt  sich  folgender  allgemeine  Satz; 

Die  ( reellen  oder  imaginären)  Durchschnitte  irgend  zweier  gegebenen  Linien  zwei- 
ter Ordnung,  so  wie  die  ( reellen  oder  imaginären)  Durchschnitte  irgend  zweier  anderen 
Linien  derselben  Ordnung,  welche  sich  durch  die  Durchschnitte  jener  beiden  gegebenen 
mit  einer  beliebigen  dritten  legen  lassen , bejinden  sich  auf  dem  Umfange  ein  und  der- 
selben neuen  Linie  zweiter  Ordnung. 


391.  Folgendes  fünfte  Schema  ist  mit  dem  Schema  der  vorigen  Nummer  verwandt, 
und  fuhrt  zu  denselben  geometrischen  Conslrnctioncn.  Bei  der  bisherigen  Bezeichnung  ist: 

A+/i  A'+/t'A"  ■»  o,  (s) 

die  Gleichung  einer  Liuic  zweiter  Ordnung.  Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  wir 
zugleich 

A-fyi'A ' = o,  und  A”  o, 

A+u'A"  o,  ,,  A'  = o, 

setzen.  Die  beiden  Paare  durch  diese  letzten  Gleichungen  dargestclltcr  Linien  zweiter 
Ordnnng  schneiden  sich  also  auf  der  durch  die  Gleichung  (1)  dargcstellten.  Also: 

Wenn  irgend  drei  Linien  zweiter  Ordnung  gegeben  sind,  so  wird  jede  der  beiden 
ersteren  von  einer  beliebigen  Linie  derselben  Ordnung,  die  durch  die  ( reellen  oder  ima- 
ginären) Durchschnitte  der  anderen  derselben  mit  der  gegebenen  dritten  geht,  so  ge- 
schnitten, dafs  die  beidesmaligen  vier  {reellen  oder  imaginären ) Durchschnitte  auf  dem 
Umfange  ein  und  derselben  neuen  Lime  zweiter  Ordnung  liegen . 


392.  Die  Schemata  der  letzten  beiden  Nummern  gestatten  eine  ausführliche  Discus-  ^ 
sion:  wir  begnügen  uns  hier  damit,  einige  Einzclnbcitcn  hervorzuheben. 

ir  wollen  zuerst  annchmen,  dafs  die  gegebenen  Linien  zweiter  Ordnung,  $0  wie 
auch  die  durch  die  Durchschnitte  derselben  gelegten,  Systeme  von  zu'ei  geraden  Linien 
seyen-  Dcmgcmäfs  seyen  in  der  kk-  Figur  A'B'C’D',  ABCD  und  ELFM  die  drei  durch 
A”  = 0,  A'  = o nnd  A = o,  und  hiernach  ElIFG  und  1MKL  die  beiden  durch 
A+n'A'  = o nnd  A+ju’A"  = o dargcstellten  Linien  zweiter  Ordnung.  Alsdann  erhalten 
wir,  nach  der  vorigen  Nummer,  die  acht  Puncte  A",  B’,  C',  D',  A,  B,  C und  D,  die 
auf  ein  und  derselben  Linie  zweiter  Ordnung  liegen. 

34 
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Dieselben  acht  Punctc  erhalten  wir  nach  der  390.  Nummer,  wenn  wir  die  Linien -Sy- 
steme ABCD,  AMBL  und  ELFM  durch  A « o,  A'  = o und  A"  = o und  hiernach 
ED'FC/  und  AB' CD'  durch  B = 0 und  B'  = o dars teilen  *). 


♦)  Zu  demselben  Resultate  kommen  wir  auch  auf  folgendem  Wege.  Segens 

U = o,  IT  *=c  o, 

die  Gleichungen  zweier  gegebenen  Linien  vierter  Ordnung.  Alsdann  stellt: 

U+jiU'  = o, 

die  allgemeine  Gleichung  aller  Linien  derselben  Ordnung  dar,  die  durch  die  16  Durch- 
schnitte der  beiden  gegebenen  gehen.  Wenn  der  erste  Thcil  der  letzten  Gleichung,  bei  ge- 
höriger Bestimmung  des  unbestimmten  Coefficicnten  n,  einen  Factor  des  zweiten  Grades 
Lat,  so  ist  der  übrige  Factor,  im  Allgemeinen , von  demselben  Grade.  Wenn  also  8 der 
16  Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  Cunen  auf  einer  Linie  zweiter  Ordnung  liegen,  so 
liegeu  die  übrigen  8 auf  einer  andern  Linie  derselben  Ordnung,  ln  der  44.  Figur  seyen 
die  beiden  gegebenen  Linien  vierter  Ordnung  die  Leiden  Systeme  von  vier  geraden  Linien 
AB,  CD,  Aß',  CD'  und  EU,  FG,  IM,  KL;  die  8 Durchschnitte  E,  F,  G,  II,  I,  K,  L 
und  M liegen  auf  dem  Systeme  zweier  geraden  Linien  EL,  FM,  und  mithin  auch  die  8 
übrigen  A,  B,  G,  D,  A’,  B',  C’  und  D'  auf  ein  und  derselben  Linie  zweiter  Ordnung. 

Der  Analogie  wegen  wollen  wir  noch  die  Gleichungen  zweier  gegebenen  Linien  dritter 
Ordnung: 

V « o,  V = o, 

zu  der  allgemeinen  Gleichung  aller  Linien  derselben  Ordnung,  welche  durch  die  9 Durch- 
schnitte der  beiden  gegebenen  geheuO 

V-huV  = o, 

verbinden.  Wenn  der  erste  Thcil  dieser  Gleichung,  bei  einer  schicklichen  Annahme  von 
/t,  einen  Factor  vom  ersten  Grade  hat,  so  ist  der  andere  Factor,  im  Allgemeinen,  vom 
zweiten  Grade.  Wenn  also  3 der  9 Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  Cu rven  in  gerader 
Linie  liegen,  so  liegen  die  übrigen  6 auf  einer  Linie  zweiter  Ordnung,  uud  umgekehrt,  wenn 
6 der  9 Durchschnitte  auf  einer  Linie  zweiter  Ordnung  liegen,  so  liegen  die  übrigen  drei  in 
gerader  Linie. 

Der  erste  Thcil  dieses  Satzes  gibt  eine  neue  Construction  einer  Linie  zweiter  Ord- 
nung, die  durch  fünf  gegebene  Punctc  geht.  Es  sey  nentlich  (indem  wir  uns  die  Figur  in 
Gedanken  hinzuthun)  BM'AM  irgend  ein  Viereck,  AB  eine  Diagonale  desselben,  und  auf  die- 
ser Diagonalen  D ein  beliebiger  Punct,  durch  welchen  irgend  zwei  gerade  Linien  gehen, 
von  denen  eine,  zweien  gegenüberliegenden  Seilen  des  Vierecks,  AM  und  BM',  in 

M'  und  M"'  begegnet,  und  die  andere,  MftM  * den  beiden  andern  gegenüberliegenden  Sei- 
ten, AM'  und  BM#,  in  M ( und  Mw.  Alsdann  können  wir  die  beiden  Linien -Systeme  AM, 
M#(Mw,  M'B  und  AM',  M"M",  MB  für  jene  gegebenen  Linien  dritter  Ordnung  nehmen,  die 
»ich  in  neun  Puncten,  A,  D,  B,  MA,  M',  M'",  Mi#,  M und  M",  schneiden,  von  welchen 
die  drei  erstgenannten  in  gerader  Linie  und  die  sechs  übrigen  auf  einer  Linie  zweiter  Ord- 
nung liegen.  Wenn  nun  M'",  M,  M",  Mw  und  M'  fünf  gegebene  Punctc  sind,  so  ziehe 
inan  M M,  MM",  MM'  und  beliebig  durch  M'  die  gerade  Linie  M'B.  Alsdann  ist  das 
Viereck  BM'AM  vollständig  bestimmt,  mithin  auch  die  Diagonale  AB,  der  Durchschnitt  D 
derselben  mit  der  geraden  Linie,  die  und  ÄI  # verbindet,  und  endlich  M D,  von  weicher 
M'B  in  M'",  einem  sechsten  Punctc  der  durch  M"%  M,  M* , M 4 und  M'  gehenden  Linie 
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3Q3.  Nach  der  vorigen  Nnmmer  ergibt  »ich  eine  hübsche  Art,  eine  Linie  zweiter  Ord-  Fig. 
nnng  zu  bestimmen,  wenn  irgend  fünf  Punctc  derselben  gegeben  sind.  Diese  Punclc 
seyen  A,  B,  C,  D und  X.  Durch  vier  dieser  Piincte,  etwa  durch  die  vier  ersten,  lege 
man  zwei  Linien  - Systeme,  etwa  ABCD  und  AMBL,  durch  den  fünften  Punct  A'  ziehe 
man  nach  beliebiger  Richtung  zwei  gerade  Linien,  A'F,  welche  dein  ersten  jener  Systeme 

in  G und  F,  nnd  AB',  welche  dem  zweiten  Systeme  iu  I und  K begegnen.  Man  verbinde 

G und  I,  F und  K durch  zwei  gerade  Linien  Gl  und  FK,  die  den  beiden  Linien- Syste- 
men ABCD  und  AMBL  aufscr  in  G und  F,  I und  K noch  in  den  Pnncicn  G nnd  H,  L 

und  M begegnen,  und  verbinde  auch  diese  beiden  Paare  von  Puncten  durch  die  geraden 
Linien  GH  und  LM.  Alsdann  schneiden  die  beiden  Linicn-Syslcmc  A'F  GH  und  A'B'LM 
sich  in  vier  Puncten  A',  B',  C'  und  D’  der  zu  bestimmenden  Linie  zweiter  Ordnung. 

Wir  erhalten  also  anf  diese  Weise  zu  gleicher  Zeit  drei  neue  Pnncte  derselben. 

Wir  hätten  dieselben  drei  Punctc  B',  C und  D'  gefunden,  wenn  wir  in  der  eben  an- 
gczcigtcn  Construction , statt  die  Puuctc  G nnd  1,  F und  K durch  zwei  gerade  Linien  zu 
verbinden,  IF  und  GK  gezogen  hätten. 

w enn  wir  durch  den  fünften  gegebenen  Punct  A‘,  statt  A'F  und  A'B',  zwei  solche 
gerade  Linien  legen,  die  zweien  anderen,  von  denen  jede  durch  irgend  zwei  der  vier  er- 
sten gegebenen  Punctc  geht,  parallel  sind,  so  erhalten  wir,  nach  der  eben  angezeigten 
Construction,  zwei  Paar  paralleler  Chorden  der  zu  bestimmenden  Linie  zweiter  Ordnung, 
und  hiernach  sogleich  den  Miltclpunct  derselben. 

3%.  In  der  45.  Figur  sind  DABC  und  D'A'B'O  zwei  gegebene,  sich  nicht  schnei-  Fi« 
dende,  Curven  und  ABCD  ist  ein  System  zweier  geraden  Linien,  das  den  beiden  Curven 
in  den  Puncten  A,  B,  C,  D und  A’,  B',  G',  I)'  begegnet.  Durch  diese  Durchschnitts- 
Puncte  sind  zwei  neue  Linien -Systeme  ACBD  und  A'C'D'B'  gelegt  j diese  schneiden  sich 


«weiter  Ordnung,  geschnitten  wird.  Es  i*t  leicht,  diese  Corvo  durch  eine  stetige  Bewegung 
des  Puncte*  M ' zu  beschreiben.  Bei  dieser  Gelegenheit  begegnen  wir  folgendem  Satze:  der 
Ort  fiir  die  dritten  Winkel  - Pnncte  (M'”)  aller  Dreiecke,  deren  drei  Seiten  durch  irgend 
drei  feste  Puncte  (AI",  Al',  A)  gehen,  und  deren  zwei  erste  Winkel  - Poncfc  (D,  B)  anf  ir- 
gend zweien  festen  geraden  Linien  (M  M|  f fortrücken,  ist  eine  Linie  zweiter  Ord- 

nung, die  durch  fünf,  als  gegeben  zu  betrachtende,  Puuctc  geht. 

Der  zweite  TheD  des  obigen  Satzes  gibt  unmittelbar  den  Satt  vom  eingeschriebenen 
Sechseck  (202).  Hiervon  überzeugt  uns  ein  Blick  auf  die  17.  Figur,  wenn  wir  wieder,  wie 
vorhin,  die  beiden  Linien  - Systeme  AM,  M'B  und  AM',  Al'1  AI",  MB  tas  die  beiden 

Linien  dritter  Ordnung  nehmen. 

Endlich  erhalten  wir  auch  auf  der  Stelle  die  Sätze  der  77*  — 87.  .Nummern.  Denn, 
denken  wir  uns  iu  der  80.  Figur  der  2.  Tafel  das  von  den  geraden  Linien  A'A,  A'A”,  B'J» 
und  R B"  bestimmte  Viereck  ausgeführt,  so  schneiden  sich  AB  und  A"B"  auf  derjenigen  Dia- 
gonalen dieses  Vierecks,  die  durch  die  beiden  Winkel-Puncte  A'  and  D'  geht;  und  also  lie- 
gen nach  dem  ersten  Theile  des  obigen  Satzes  die  beiden  übrigen  \\  inkrl  - PunrTc  de* 
Vierecks  (die  Durch  ich uittc  von  A'A  ond  B’ß",  A'A”  und  BB)  und  die  vier  Puncte  A,  B,  # 

A und  B'  auf  derselben  Lime  zweiter  Ordnung,  nnd  milhio  nach  dein  zweiten  Theile 
jene»  Satzes,  indem  wir  die  beiden  Linien -Systeme  SB”,  S'A,’  S”ß'  und  SA*,'  SB”,  S”A  für 
die  beiden  Linien  dritter  Ordnung  nehmen,  die  drei  Puncte  S,  S'  uud  S”  in  gerader  Linie. 
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Fig.  29- 


t 


in  den  vier  Pnnclen  a,  ß , y nnd  J,  welche  (39t)  alle  vier  anf  einer  Linie  zweiter  Ord- 
nung liegen,  die  mit  den  beiden  gegebenen  Cnrvcn  dasselbe  Chordal - System  hat.  Hier- 
nach können  wir  folgende  Anfgabe  auflüsen : 

Eine  Linie  zweiter  Ordnung  zu  beschreiben,  die  durch  die  imaginären  Durchschnitte 
zweier  gegebenen  und  iiberdiefs  durch  einen  gegebenen  Puncl  geht. 

Scy  a der  gegebene  Punct;  durch  denselben  ziehe  man  nach  beliebiger  Richtung  zwei 
gerade  Linien,  von  welchen  eine,  AC,  der  einen  Curvc  in  A nnd  C , die  andere,  A'C',  der 
andern  Cnrvc  in  A'  und  C’  begegne.  Man  ziehe  ferner  AA',  welche  die  beiden  Cnrvcn 
zum  zweiten  Male  in  B und  B',  so  wie  CC , welche  dieselben  zum  zweiten  Male  in  D 
nnd  D'  schneide,  nnd  endlich  BD  nnd  B'D’.  Alsdann  schneiden  die  beiden  geraden  Li- 
nien AC  nnd  BD  die  beiden  geraden  Linien  A'C  und  B'D',  aufser  in  u,  noch  in  drei 
neuen  Poncten  ß , y und  J der  zu  construircnden  Curvc. 

Statt  einer  der  beiden  gegebenen  Cnrvcn  kann  auch  das  Chordal-Systcm  derselben 
gegeben  seyn.  Wenn  die  eine  Chordale  alsdann  der  Curvc  begegnet,  die  andere  nicht, 
so  ergibt  sich  eine  der  vorstehenden  ganz  entsprechende  Constrnction  einer  Linie  zweiter 
Ordnung,  die  durch  drei  gegebene  Punctc  nnd  zugleich  durch  die  beiden  imaginären 
Durchschnitte  einer  gegebenen  Linie  zweiter  Ordnung  und  einer,  derselben  nicht  begeg- 
nenden, geraden  Linie  geht. 

39S.  Wenn  eine  Curve  nnd  anf  dem  Umfange  derselben  zwei  Pnnclc  gegeben  sind, 
so  können  wir  durch  diese  beiden  Punctc  eine  gerade  Linie  and  in  einem  derselben  eine 
Tangente  an  die  gegebene  Cnrvc  legen,  nnd  alsdann  eine  Curve  construiren,  welche 
durch  irgend  einen  gegebenen  Punct  u geht,  und  iiberdiefs  mit  der  gegebenen  Curve  jene 
gerade  Linie  und  jene  Tangente  zum  Chordal -Systeme  hat,  oder,  mit  anderen  Worten, 
dieselbe  in  eiaem  der  beiden  auf  ihrem  Umfange  liegenden  Puncten  osculirt,  in  dem  an- 
dern schneidet.  Diese  Constrnction  können  wir  geradeso  in  der,  in  der  vorigen  Nummer 
angezeigten,  lesen,  wenn  wir  nur  an  die  Stelle  einer  der  beiden  Cnrvcn,  DABC  nnd 
D'A’B'C,  das  eben  bczcichnete  Chordal-Systcm  setzen;  und  wir  können  zugleich,  ähnlich 
wie  in  der  3Q3.  Nummer,  die  Richtung  der  durch  a zu  ziehenden  geraden  Linien  so  be- 
stimmen, daCs  wir  den  Mittelpunct  der  gesuchten  Curvc  auf  der  Stelle  erhalten. 

Wenn  der  Osculations-Punct  nnd  der  Dnrchschnitts-Punct  sich  in  einen  Oscnlalions- 
Punct  der  höchsten  Ordnung  vereinigen,  so  besteht  das  Chordal-Systcm  aus  zwei,  in  die 
gemeinschaftliche  Tangente  zusammenfallcnden,  geraden  Linien;  alsdann  erhalten  wir 
nach  der  in  Rede  stehenden  Construclion  anmittelbar  nur  einen  einzigen  nenen  Punct  der 
▼erlangten  Curve. 

Scy  ncmlich  die  äufscrc  der  beiden  Cmven  der  29.  Figor  die  gegebene,  die  im  Pnncte 
O von  einer  durch  a gebenden  Curvc  vicrpnnctig  osculirt  werden  soll.  Man  ziehe  durch 
a die.  Übrigens  beliebige,  gerade  Linie  AC,  die  der  Cnrve  in  A und  C,  und  SN,  die  der 
Tangente  OS  in  S (in  welchen  Pnnct  nach  der  vorigen  Bezeichnung  die  vier  Pnncte  A‘, 
B' , C’  and  D'  zusammenfallen)  begegne;  ziehe  ferner  SA  und  SC,  welche  die  Curve  zum 
zweiten  Male  in  B und  D schneiden,  nnd  endlich  BD,  von  welcher  SN  (A'C)  in  einem 
neuen  Puncte,  y,  der  gesuchten  Curve  geschnitten  wird. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dafs  die  frtlher  gegebenen  Constructionon  der  beiden  Auf- 
gaben dieser  Nummer  aus  den  vorstehenden  Constructionen  als  besondere  Falle  sich  er- 
geben (355  , 356  , 360). 
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39G.  Wenn  der  in  der  Aufgabe  der  394.  Nummer  gegebene  Pnnet  « einer  der  beiden  Fig.  45. 
Cbordal -Puncte  (oder  überhaupt  der  Miltclpunct  eines  Cbordal  - Systems)  der  beiden  ge- 
gebenen Curvcn  ist,  so  fallen  die  vier  Puncte  u , ß,  y und  <)  in  einen  einzigen  zusammen, 
d.  h.  AC,  A 'C,  BD  und  B'ü'  schneiden  sich  in  ein  und  demselben  Puncte. 

In  der  i|6.  Figur  ist  durch  O,  einen  Chorda! -Pouct  der  beiden  Corvcn,  AC,  die  der 
einen  Curvc  in  A und  C,  und  OA',  die  der  andern  Curvc  in  A'  und  C'  begegnet,  gezogen. 

AA',  CC"  (AC'  und  A'C)  begegnen  den  beiden  Curvcn  zum  zweiten  Male  in  B und  IV,  D 
und  D'  (E  und  E',  F und  F).  BD,  B’D'  (EF  und  E'F')  gehen,  so  wie  AC  und  A'C', 

durch  O. 


397.  Wenn  die  in  der  390.  Nummer  durch  A = o und  A'  = o bezcichneten  Cnrvcn 
zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  sind,  so  stellt  die  Gleichung  B— IV  = o eine  dritte 
ähnliche  und  ähnlich  liegende  Curvc  dar,  von  welcher  wir,  neben  den  beiden  Durch- 
schnitten der  beiden  erstgenannten  Curvcn,  noch  die  vier  Durchschnitte  der  beiden  durch 
B = o und  B'  = o dargestellten  Curvcn  erhallen.  Hiernach  können  wir,  ähnlich  wie  in 
den  Conslruclioncn  der  vorigen  Nummern,  eine  Hyperbel  bestimmen,  wenn  die  Dichtung 
ihrer  Asymptoten  und  (iberdiefs  drei  Puncte  derselben  gegeben  sind.  Wir  brauchen  nem- 
lieh  zu  diesem  Ende  für  die  durch  A = o und  A'  = 0 dargestellten  Curven  nur  zwei 
solche  Systeme  zweier,  den  Asymptoten  parallelen,  geraden  Linien  zu  nehmen,  die  sich 
in  irgend  zweien  der  drei  gegebenen  Puncte  schneiden. 


_ v • 


39O.  Wenn,  indem  wir  wieder  zu  dem  Schema  der  390.  Nummer  zurllckgchcn , ir- 
gend drei  jener  acht  Puncte,  die  auf  dem  Umfange  der  durch  B — B'  = o dargestellten 
Linie  zweiter  Ordnung  sich  befinden , in  gerader  Linie  liegen,  so  liegen  nothwendig  alle 
acht  Puncte  auf  zweien  geraden  Linien  vcrtheilt. 

Wenn  die  beiden  Gleichungen  B = o und  B"  = o zwei  Linien -Systeme  bezeichnen, 
die  denselben  Mittclpunct  haben,  so  stellt  offenbar  jede  Gleichung  des  zweiten  Grades, 
die  wir  durch  Verbindung  derselben  erhalten,  ein  neues  Linicn-System  dar,  das  ebenfalls 
denselben  Mittclpunct  hat,  oder  einen  blofscn  Pnnet,  jenen  Mittclpunct  selbst.  Dicfs  ist 
auf  der  Stelle  ersichtlich;  denn  cs  sey,  indem  wir  den  Aufangs-Punct  gehörig  bestimmen: 

y2-¥-7axy+ßx2  =»  »B  = o, 
y2+2c'xy+px2  = v’B'  = o, 

alsdann  stellt,  wenn  n einen  unbestimmten  Coefficienten  bedeutet: 

y.+  2^'*y+£Ä*  „ o, 

1+/*  1+/* 

offenbar  ein  neues  System  zweier  sich  im  Anfangs -Puncte  schneidenden,  geraden  Linien 
dar.  Auf  einem  solchen  Systeme:  B— B’  = o,  schneiden  sich,  nach  der  3t)0.  Nummer,  » 
die  beiden  Corvcn:  A = o nnd  A’  — o,  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Durchschnitte 
dieser  beiden  Curvcn  liegen,  paarweise  genommen,  mit  demjenigen  Pnnctc,  in  welchem 
die  vier  geraden  Linien  der  beiden  Systeme:  B =■  o und  ß’  = o,  sich  schneiden,  in  ge- 
rader Linie.  Wenn  die  beiden  Curven  sich  wirklich  schneiden,  so  bezeichnet  B — B'  =■  o 
ein  System  zweier  reellen  geraden  Linien. 

In  der  k 7.  Figur  entspreche  die  Curvc  der  Gleichung:  A"  = o,  die  beiden  Linien-  Fig.  «7. 
Systeme  ABCD  und  ACBD  den  Gleichungen:  A = o und  .V  = o.  Diese  Linien- Sy- 
steme schneiden  die  Curvcn  in  den  Ponctcn  F,  G,  K nnd  L;  E,  II  , 1 und  M so,  daJs 
FK  und  GL,  EI  und  HM  alle  vier  durch  den  Punct  S gehen:  alsdann  gehen  durch  den- 
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Zur  Tlicorie  der  Linien  /.weiter  Ordnung. 

selben  Punct  auch  «He  beiden  geraden  Linien  AD  und  BC,  welche  die  Darchschnitte  der 
beiden  Linien- Systeme , paarweise  genommen,  mit  einander  verbinden. 

Der  I'unct  S kann  sowohl  aofserbalb  als  auch  innerhalb  der  gegebenen  Cnrvc  fallen. 
Die  vier  Paare  von  Pnnctcn  F und  G,  H und  I,  K und  L,  M und  E können  alle  oder 
«im  Tbeil  sich  r.n  Bcrührnngs-Puncten  vereinigen;  hiernach  erhalten  wir,  als  besondern 
Kall,  Jen  N c w ton  sehen  Saiz  vom  umschriebenen  Viereck.  SUU  Jer  beiden  Limen- 
Systeme  ABCD  und  ACBD  können  wir  irgend  iwei  andere  Curven  nehmen,  welche 
diircb  die  Punclc  F,  G,  K,  L «nd  H,  I,  M,  E gehen.  Hiernach  erhalten  w,r  folgenden 
Sau,  von  welchem  derjenige,  welcher  dem  Schema  der  38/,.  Nummer  entspricht,  nur  ein 

besonderer  Fall  ist:  . , . .. 

H'enn  eine  Lime  zweiter  Ordnung  von  zweien  anderen  so  geschnitten  wird,  dajs 
durch  die  beidesmaligen  vier  Durchschnitte  sich  zwei  Paar  gerader  Linien  legen  las- 
sen, dir  sich  in  demselben  Punclc  schneiden,  so  gehen  durch  diesen  Durchschmtts- 
Punrt  auch  zwei  zusammengehörige  Chordalen  der  beiden  letztgenannten  Limen  zweiter 

Ordnung.  , 

Wir  brechen  hier  die  Entwicklungen  dieses  ersten  Bandes  ab.  _ 
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stall  o lies  X. 
fehlt  ein  Accent 

statt  y =■  /x9  j = y\  = — /x,  I.  )•  = **,)  = x'x  — —xx,. 

„ A+A'  =a  o 1.  x-+-x'  — o. 

ü>»  +>/*'  ••  14-/m'. 

.■  »>  1- 

fehlt  ein  Accent.  * 

•leht  der  Buchstabe  a zu\icl. 
fehlt  ein  Accent. 

steht  ein  zwiefacher  Accent  stall  eines  einfachen. 

fehlt  ein  Accent. 

desgleichen. 

statt  BB"  I.  BB'. 

ist  ausgelassen:  y =. 

«teht  und  an  der  unrichtigen  Stelle, 
statt  j 1.  x. 

Man  streiche  die  Benennung  „Chordalpunct  zweier  Kreise“,  die  überflür$tg  ist,  und 
zu  einem  lMifsverstäinluiU  führen  konnte. 

B2  mufs  innerhalb  der  Klammer  sleheu. 

statt  ft  I.  ft2. 

fehlt  der  Exponent  2. 

statt  Puncto  I.  Pole. 

steht  das  Wort  dar  stellen  einmal  zuviel. 

fehlt  der  Theilungsstrirh  des  Bruches. 

fehlen  in  dem  ersten  Theile  der  Gleichung  die  beiden  Exponenten, 
st.  den  1.  die. 

st.  Chordale  1.  Chorda  len. 
st.  ergibt  1.  er  gübe. 
fehlt  ein  Accent. 

nach  dem  Worte  berühren  ist  ausgelassen:  bekannt  sind, 
st.  Aufforderung  1.  Umformung, 
st.  (9)  I.  (7). 

st.  Asymtotcn  1.  Asymptoten. 

müssen  die  Worte  lind  hiernach  zwei  Zeilen  tiefer  stehen, 
st.  ip3  1.  14-/?. 

st.  dismsinn  de  l’lqualion  I.  discussion  de  l’equation. 
mufs  der  Nenner  des  Bruches  zum  Quadrat  erhoben  werden, 
st.  146  I.  246.  1 
st.  x2  I.  k2. 
st.  x2h  1.  x*h. 

st  171  1.  271.  „ 

st.  G I e i c u n g I.  Gleichung, 
st.  pq  1.  py. 

st  (xy— xy')2  1.  (xy'—  x'y)2.  , 

st  abzielit  I.  ahziehn. 

st.  (m — ljpnnctig  I.  mpunctig;  st.  (m— l)2  I.  m(m — 2). 

st  (m  — l)pmirlig  I.  inpunctig. 

st/(m — 2)punctig  I.  (m— l)punctig. 

steht  zu  Anfang  der  Gleichung  ein  x zuviel. 

st.  Pc rmutntionen  1.  Permutationen. 

st.  hat  I.  haben. 

st.  dritter  I.  zweiter. 
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Vorrede 


Die  Berührungen,  in  welche  meine  Literarischen  Arbeiten  mit  den  Arbei- 
ten anderer  Geometer  gekommen  sind,  veranlassen  mich,  über  die  meinigen  in 
einige  Erörterungen  eiuzugehen. 

Der  Keim  von  allen  Entwicklungen,  die  ich  bisher  im  Gebiete  der  ana- 
lytischen Geometrie  geliefert  habe,  ist  in  den  Vorträgen  über  die  sechste  Auf- 
lage von  BlOT,  Essai  de  Geometrie  analytique , zu  suchen,  mit  welchen  ich 
im  Sommer -Semester  1823  meine  akademische  Laufbahn  begann,  in  den  Vor- 
trägen über  dasselbe  Buch,  durch  welches  ich  selbst,  einige  Jahre  früher,  in 
jene  Bchandlungsweisen  der  Geometrie,  denen  man  in  neuerer  Zeit  alle  di« 
grossartigen  Resultate  verdankt,  cingcfiih-t  worden  bin. 

Als  ich  damals  absichtslos  einige  Kreise  auf  das  Papier  hiiizrichncte,  kam 
mir  aus  dem  Anblick  der  Figur  die  Vfcnnuthung,  dass  die  drei  gemeinschaft- 
lichen Chorden  je  zweier  von  drei  gegebenen  Kreisen  in  demselben  Punctc 
sich  schneiden.  Bei  der  Verilication  dieses  Satzes  auf  analytischem  Wege  er- 
wartete ich  auf  Eliminationen  zu  stossen,  ich  suchte  Weitläufigkeiten  auf 
und  fand  keine:  ich  kam  zum  Beweise  dieses  Satzes  durch  die  einfachste 
Verbindung  dreier  Symbole  (94).  In  dieser  Beweisführung  lag  zugleich  dio 
allgemeine  Theorie  der  gemeinschaftlichen  Chorden  je  zweier  beliebiger  Kreise, 
weil  die  Bedingung,  dass  solche  Kreise  sich  wirklich  schneiden,  auf  keino 

(*) 
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Weise  in  jener  symbolischen  Bezeichnung  ausgedriick't  ist.  Nichts  war  hier- 
nach natürlicher  als  dieselbe  Art  der  Beweisführung  auch  auf  lineare  Gleichun- 
gen und  die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  auszudehnen 
und  hierbei  durch  unbestimmte  Coefficienten  die  allgemeine  Verbindung  sol- 
cher Gleichungen  auszudrückcn.  Hier  traten  mir  sogleich  die  allgemeinen 
Schemata  der  383.  und  der  384.  Nummer  entgegen,  und  vor  allem  Uebrigen 
nahm  der  Satz,  dass  die  Gleichungen  irgend  zweier  Linien  zweiter  Ordnung, 
gleichviel  ob  dieselben  sich  schneiden  oder  nicht,  sich  immer  wenigstens  tu 
einer  Gleichung  eines  Systemes  von  zwei  reellen  geraden  Linien  verbinden  las- 
sen, meine  Aufmerksamkeit  in  Anspruch,  und  war  sehr  geeignet,  mir  fühlbar  zu 
machen,  wie  Symmetrie  und  Einfacldicil  der  Darstellung  nur  in  der  Allge- 
meinheit zu  suchen  ist 

Aus  diesen  Ideen  ist  der  erste  Band  der  „Entwicklungen“  hervorgegan- 
gen: bei  der  Ausarbeitung  desselben  war  mein  Grundsatz,  alle  Elimination 
zu  verbannen,  wenigstens  da,  wo  es  sich  nicht  um  absolute  Grössen -Bestim- 
mung handle. 

Um  mich  in  dem  Gebiete  der  Geometrie,  das  ich  einer  neuen  Behand- 
lungsweise zu  unterwerfen  versuchen  wollte,  zu  orientiren  und  geometrische 
Resultate  zu  sammeln,  durchlief  ich  GKKGOiNü’s  Annalen.  Hier  muss  ich  zu- 
erst der  Behandlung  des  APOl.LOMschcn  Problems  der  Tactionen  durch  den 
Herausgeber  erwähnen,  wobei  die  elegante  Construction  linearer  Gleichungen 
denselben  zu  einer  Auflösung  geführt  hat,  die  alle  frühem  Auflösungen,  wel- 
che die  Proportionen  - Geometrie  geliefert  hatte,  in  den  Hintergrund  zurück - 
drängte.  Diese  Art  zusammengesetztere  lineare  Gleichungen  zu  coustruiren, 
schloss  sich  genau  an  meine  Ansichten  an;  das  fruchtbare  Schema  der  39t. 
Nummer  ist  eine  blosse  Ausdehnung  derselben.  Aber  cs  steht  dieselbe  ver- 
einzelt da,  sie  setzt  Vorbereitungen-  und  Eliminationen  voraus,  die  künstlich 
angelegt  werden  müssen  und  ihre  Anwendbarkeit  beschränkt  sich  auch  daun 
noch  auf  wenige  Fälle.  Die  Aufgabe  war,  eine  allgemeine  Methode  auf  das 
zu  Grunde  liegende  Princip  aufzuhauen,  wodurch  zugleich  alsdann  alle  Eli- 
mination äusfallen  musste.  Dann  muss  ich  ferner  der  von  H.  POKt'ELET  vor- 
läufig ohne  Beweis  initgctheilten  Construction ' einer  geometrischen  Aufgabe 
(I,  354)  Erwähnung  thiiu , welche  mich,  indem  ich  den  Beweis  derselben 
suchte,  zu  der  Theorie  der  Osculation  führte,  wie  sie  im  8.  Paragraphen  des 
zweiten  Abschnittes  des  ersten  Bandes  entwickelt  ist  Wohl  nichts  begünstigt 
mehr  das  Auflindcn  neuer  Methoden,  als  der  Versuch,  geometrische  Sätze, 
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die  in  der  Aussage  einfach  und  symmetrisch  sind,  analytisch  zu  beweisen. 
In  dieser  Hinsicht  habe  ich  viel  dadurch  entbehrt,  dass  der  Tratte  des  pro- 
prietes  projectiees  des  II.  I’OXCELET  mir  bei  der  Ausarbeitung  des  ersten  Ban- 
des fremd  blieb  und  die  originellen  Leistungen  des  II.  Steiner  in  demselben 
ticbiete  erst  erschienen , als  jener  Band  unter  der  Presse  war.  — 

Ein  zweiter  Gegenstand  fesselte  ebenfalls  meine  Aufmerksamkeit  schon 
im  Sommer  1825.  Es  waren  die  im  Detail  behandelten  Beweisführungen  in 
der  120.  — 121.,  ICO.,  211.  und  237.  Nummer  der  oben  genannten  Schrill. 
Sie  waren  mir  bisher  unbekannt  geblieben,  weil  sie  sich  in  den  frühem  Aus: 
gahen  noch  nicht  linden;  sie  überraschten  mich  damals  durch  ihre  Neuheit 
und  kamen  mir  am  Ende  doch  immer  nur  in  Biot's  vortrefflichem  Ilandlmchc 
als  ein  Gewächs  auf  fremdem  Boden  vor.  Ich  fasste  den  allgemeinen  Gedan- 
ken, dass  überhaupt,  wo  eine  mathematische  Entwicklungsweise  sich  als 
Kunstgriff  darsteile,  adicss  nur  deshalb  geschehe,  weil  man  dieselbe  noch  nicht 
zur  Methode  erhoben  und  als  solche  eingefuhrt  habe.  Aber  ich  war  in  der 
Ausführung  dieses  Gedankens  anfangs  weniger  glücklich  als  in  der  Ausführung 
des  früher  erwähnten.  Der  erste  Band  enthält  in  dieser  Beziehung  nichts  von 
Bedeutung,  dagegen  aber  ist  der  ganze  vorliegende  zweite  Band  eine  Frucht 
des  sich  erst  nach  längerer  Zeit  entfaltenden  Gedankens. 

In  der  271.  Nummer  des  ersten  Bandes  habe  ich  diejenige  Bedingungs- 
Gleichung  entwickelt,  welche  ausdrückt , dass  eine  gegebene  gerade  Linie 
von  einem  Kegelschnitte  berührt  wird.  Nachdem  dieser  Baud  bereits  erschie- 
nen war,  veranlasste  mich  eine  geometrische  Aufgabe,  von  den  Coefflcicnten 
in  dieser  Brdingungs  - Gleichung  zu  den  Coefficienten  in  der  Gleichung  des 
Kegelschnittes  zurückzugehen,  ich  fand  eine  vollständig  reciproke  Beziehung 
dieser  Coefficienten  zu  einander  (II‘,  552),  und  das  Princip  der  Rcciprocität 


*)  Ich  habe  den  Ausdruck  , Princip  der  Reciprocitat*  als  eine  freie  CiLer  setzung  der  PoNCBLET- 
seben  * theorie  des  polaires  rcciproques*  eingefuhrt.  II.  GeBCORKE  bedient  sich  des  Wortes 
„princip, * de  dualtid*,  und  lasst  in  dieser  IJcncnnung  durchblicken , dass  er  die  Ilcnchungcn 
der  durch  dieses  Princip  mit  einander  verbundenen  Sätze  zu  einander  als  eine  absolute  fci- 
genscliaft  [propriete  generale  de  r elend ue)  ansicht.  Man  wird  natürlich  zu  dieser  Ansicht  hinge 
zogen,  wenn  mau  zwei  zusammengehörige  Salze  Über  gerade  Kiiiicn  befrachtet,  von  denen  einer 
aus  dem  andern  nach  jenem  Princip  sich  ergibt,  wenn  man  einen  Kegelschnitt  zu  Hülfe  nimmt 
und,  in  Beziehung  auf  diesen  Kegelschnitt,  Conslructionrn  sich  angeführt  denken  muss,  die 
von  einer  hühern  Ordnung  sind,  als  die  in  jenen  Sätzen  angezeigten.  Dieser  FebeUtand 
verschwindet  zwar  in  der  rein  analytischen  Theorie;  aber  ungeachtet  dessen  kann  ich 
mich  nicht  zu  der  Ansicht  einer  absoluten  Dualität  bekennen,  weil  dieselbe  bloss  in  den  von 
Grössen  - Vergleichungen  ganz  unabhängigen  Sätzen  , hei  denen  II.  GeRGonxe  ausschliesslich 
verweilt,  sich  bewährt.  Indem  wir  Hülfs- Gleichungen  von  bestimmter  Form,  die  auch  von 
höbern  Graden  sein  können,  zu  Grunde  legen,  verknÜpfl  das  Princip  der  Reciprorilät 
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in  so  weit  sich  dasselbe  auf  Curven  zweiter  Ordnung  bezieht,  stand  in  sei- 
ner ganzen  Wichtigkeit  vor  mir,  sobald  ich  nur  die  beiden  Constanten  der 
gegebenen  geraden  Linie  als  Punct  - Coordinnten  und  veränderlich  betrachtete. 
Diess  letztere  hatte  ich  bereits  schon  gethan , weil  mir  jener  frühere  Gedan- 
ken immer  vorschwebte,  nur  hatte  ich  statt  der  Constanten  b und  n zuvor 
die  Constanten  q und  p eingeführt  (I.,  272 — 274).  Ich  tliat  diess,  wie  inan 
sogleich  einsieht,  weil  die  beiden  Constanten  b und  a nicht  homogen  sind; 
aber  weil  ich  dieses  tliat,  wurde  ich  damals  von  jenem  Principe  abwärts  ge- 
führt und  ein  zufälliger  Umstand  musste  mich  erst  Mieder  auf  dasselbe  zurück 
bringen. 

Nachdem  ich  zu  dem  Principe  der  Reciprocität , in  Beziehuug  auf  Kegel- 
schnitte, gekommen  war,  war  cs  natürlich,  dieselbe  Vcrfalirungsweisc  auch 
auf  Curven  einer  beliebigen  Ordnung  auszudehnen  und  dann  insbesondere  auch 
von  Linien  der  zweiten  zu  Linien  der  ersten  Ordnung  zurückzugclien.  liier 
ergab  sich  die  Definition  des  Poles  einer  geraden  Linie,  als  derjenige  Punct, 
dessen  Coorclinatcn  zwei  auf  lineare  Weise  in  der  Gleichung  derselben  vor- 
koinmcndc  Constante  sind , woraus  wiederum  eine  anders  sich  gestaltende 
Theorie  des  Principes  der  Reciprocität  hervorging.  Dann  war  es  endlich  na- 
türlich, der  Gleichung  der  geraden  Linie  irgend  eine  beliebige  Gleichung  zwi- 
schen zwei  veränderlichen  und  beliebigen  constanten  Grössen,  von  welchen 
letztem  zwei  auf  lineare  Weise  Vorkommen,  zu  substituiren , wie  diess  im 
zweiten  Paragraphen  der  zweiten  Alitheilung  des  vorliegenden  Landes  ge- 
schehen ist. 

Ich  war  in  eine  Zwistigkeit  zwischen  den  ILIL  Poncelet  und  GergOmxe 
über  die  erste  Lntdeckung  des  Principes  der  Reciprocität  zufällig  verflochten 
worden.  Die  Veranlassung  dazu  war,  dass  ein  von  mir  eingesandter  Aufsatz 
in  den  Annalen  (1826  Aoiit  et  Septembrcj  abgedruckt  wurde,  nachdem  er 
zuvor  gcthcilt  und  in  eine  so  ganz  verscliiedene  Form  gegossen  worden  war, 
dass  ich  den  ersten  Theil  desselben  später  nur  wiedererkannte,  weil  mein 
Name  an  der  Spitze  desselben  stand.  Ans  einer  Reclamation  des  II.  Poncelet, 
die  lair  durch  die  Güte  des  II.  v.  Mle.nciiOW  , eben  weil  sie  auch  mich 


mannigfaltige  geometrische  Säue  nach  allen  Seiten  hin  unter  einander  (721).  Jeder  Ge- 
daulc  überhaupt,  der  nicht  aus  der  Matur  der  Sache  unmittelbar  entspringt,  sondern  am 
einer  mcUphj suchen  Abstraction  übertragen  wird,  übt  so  leicht  eine  diclatorische  Herrschaft 
über  uns  aus  und  führt  dann  seine  Strafe  immer  mit  sich,  indem  er  dem  unbefangenen 
GedanLengange  Fesseln  anlcgL 
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betraf,  mitgctheilt  wurde,  erfuhr  ich  zuerst,  worin  jenes  Princip,  wie  'es 
bisher  aufgestellt  worden  war,  bestehe.  Ich  antwortete,  uni  einige  Thatsa- 
rhen  zu  berichtigen,  iui  Juli  1828  *)  und  zeigte  bei  dieser  Gelegenheit  an, 
dass  ich  mich  bewogen  fände,  einen  Aufsatz  an  den  Redactcur  der  Annalen 
cinzuschickcn , aus  welchem  vielleicht  hervorgehen  würde , «lass  auch  ich, 
nachdem  schon  «lie  II.  Ponceust  and  Gkkgonne  ihre  Theorie  der  Rcciprocität 
aufgestellt  hatten,  auf  rein  analytischem  Wege,  unabhängig  hiervon,  zu  ei- 
nem solchen  Principe  gelangt  sei.  Dieser  Aufsatz,  der  aus  den  oben  gemach- 
ten Bemerkungen  hervorgegangen,  wur«le  wenige  Tage  nachher  abgesandt, 
ist  aber,  so  viel  ich  weiss,  unabgedruckt  und  unerwähnt  geblieben.  Die  von 
mir  «largelegle  analytische  Theorie  zeigte  die  Reciprocität  bereits  unter  einem 
viel  allgemeinem  Gesichtspunctc.  Nachdem  ich  die  geometrische  Theorie  ken- 
nen gelernt  hatte,  gab  ich,  dadurch  veranlasst,  «1er  meinigen  eine  noch  all- 
gemeinere Form,  indem  ich  den  Pol  nicht  durch  die  Constanlen  der  Hülfs-Glci- 
elmng  selbst,  sondern  durch  lineare  Functionen  «liescr  Constanten  bestimmte. 

' So  entwickelt  findet  sie  sich  in  dem  3.  Paragraphen  der  2.  Abtheilung  des 
r II.  Bandes. 

Erst  Ende  August  1820  (hat  ich  einen  neuen  Schritt,  bei  der  Gelegen- 
heit, dass  ich  eine  öffentliche  Rede  ausarbeiten  musste  und  zu  diesem  End«! 
die  neuesten  geometrischen  Forschungen  übersichtlich  zusammcnstellte.  Ich 
hatte  den  Gedanken,  die  Constanten  in  der  Gleichung  einer  geraden  I.inic 
als  die  CoOrdinalcn  dieser  Linie  zu  betrachten,  und  demnach  durch  eine  Glei- 
chung zwischen  solchen  Coordinaten  eine  Curve  durzustellen , welche  von  ge- 
raden Linien,  die  nach  einem  bestimmten  Gesetze  auf  einandor  folgen,  uni- 
hüllt  wird.  Dieser  Gedanke  lag  für  mich  um  so  näher,  da  ich  mir  bereits 
schon  allgemeinere  Begriffe  Uber  Coordinatcn  • Systeme  gebildet  und  auch  be- 
reits schon  im  5.  Bande  des  Journals  fÜD  Mathematik  einen  Aufsatz  über  ein 
neues  Coordiuaten  - System  geliefert  hatte.  Die  erste  Entwicklung  des  neuen 
Gedankens  enthält  eine  Abhandlung,  deren  erste  Hälfte  schon  Anfangs  Septem- 
ber uud  deren  zweite  Hälfte  bald  nachher  an  II.  Crkli.r  abging.  Sic  wur«le 
einige  Zeit  später  im  2.  Hefte  des  6.  Bandes  des  Journals  abgedruckt.  Erst 
nach  dem  Abgänge  der  zweiten  Hälfte  entschloss  ich  mich,  zugleich  durch 
eine  äussere  Veranlassung  bewogen , den  vorliegenden  zweiten  Band  der 
Entwicklungen  auszuarbeiten  und  ihn  ganz  den  neuen  Untersuchungen  zu 


*)  Bulletin  de $ eciencet  m alluimatiques,  a&tronomiquet,  physiqtue  et  chimiquee.  T.  IX * p . 33  o. 
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widmen.  Der  Druck  begann  bald  nachher  und  die  ersten  dreissig  Bogen  wa- 
ren fertig,  ehe  noch  ein  Jahr  nacli  der  ersten  Auffassung  der  Idee,  deren  Ent- 
wicklung sie  sind,  verflossen  war.  Jene  früher  {erschienene  Abhandlung  ist  nur 
als  eine  unvollkommene  Vorarbeit  hierzu  zu  betrachten,  aber  auch  als  solche 
wollte  der  nachsichtsvolle  Herausgeber  dieselbe  erscheinen  lassen , obgleich 
ich  meinerseits  den  Wunsch  iiusserte,  sie  zu  unterdrücken. 

Die  Entwicklungen  der  ersten  Ahtheilung  des  vorliegenden  zweiten  Ban- 
des und  die  Entwicklungen  des  ersten  Bandes  gehen  mit  einander  parallel ; 
dort  und  hier  habe  ich  in  der  Bcliandlungsweise  gleiche  Grundsätze  zur  An- 
wendung gebracht.  Die  zweite  Abtheilung  des  zweiten  Bandes  enthalt  das 
Princip  der  Reciprocität,  welches  die  beiden  ersten  Theile  meiner  Arbeit  zu 
einem  Ganzen  vereinigt;  und  somit  sei  es  mir  erlaubt,  diese  Arbeit  als  ge- 
schlossen anzusehen.  Ein  eigentlich  systematisches  Ganzes  aufziistellen,  ist 
vielleicht  noch  zu  früh,  weil  die  Neuheit  der  Methoden  noch  zu  gross,  die 
Menge  der  Resultate,  die  uns  entgegentreten,  unübersehbar  ist.  Namentlich 
ist  jenes  Prihcip  der  Reciprocität,  welches  die  scheinbar  fremdartigsten  geo- 
metrischen Sätze  nach  allen  Seiten  lün  mit  einander  verknüpft,  und  uns  aus 
der  Art  dieser  Verknüpfung,  indem  wir  von  bekannten  Sätzen  ausgehen, 
nach  Lust  und  Liebe  gleichsam,  neue  finden  lehrt  (72t,  722),  eine  solche 

Erscheinung  in  dem  Gebiete  der  Geometrie,  welche  eine  neue  Methode  der- 

selben zu  fordern  scheint.  *)  Hierbei  treten  uns  indess  mehrere  Bemerkungen 
entgegen.  Jedem  Beweise,  der  sich  durch  die  Verbindung  allgemeiner  Sym- 
bole ausführen  lässt,  entsprechen,  wenn  wir  diese  Symbole  einmal  auf  Punct- 
Coordinatcn,  das  andere  Mal  auf  Linien -Coordinaten  beziehen,  zwei  solche 
Sätze,  die  durch  das  Princip  der  Reciprocität  mit  einander  verbunden  sind. 
Wir  können  hier  also  entweder  dieses  Princip  oder  die  Betrachtung  eines  von 
jenen  beiden  Coordinaten  - Systemen  entbehren.  Wo  aber  ein  Satz  durch  eine 
specieüe  Anwendung  von  Punct  - Coordinaten  bewiesen  wird,  da  nimmt  dieser 

*)  Auf  ähnliche  Weise  ünssert  sich  II.  Gksgokmz  bei  Gelegenheit  des  Principcs  der  Reci- 

procitiitt 

Mai 's  d s’agit  ici,  suivant  nous , de  bien  aut  re  chose ; il  ne  e'agit  pas  meine  <jue  de 

commencer , pour  la  georrUtrie , mal  connue  depuis  pris  de  deux  miUe  ans  qu'on  tren  oo~ 

cupe , une  ere  tout  - ä -fait  neuveile ; il  s'agit  (Pen  mettre  tone  les  andern  traiUs  ä peu 
pris  au  rebut , de  leur  subetituer  des  tr  altes  dune  forme  tout-a-Jait  differente , des  trau- 
tes vraiment  phUosqphiques  qui  nous  montrent  enfin  ctlie  e'tendue , rtfceptacU  universelle  fle 
tout  ce  qui  exist« , sous  sa  väritable  physionomie , que  la  mauvaise  methode  d'enseignement 
adoptte  jusqiCä  ce  Jour  ne  nous  nvoit  pas  permis  de  remarquer ; il  s'agitr  «n  un  mot, 
doperer  dans  la  Science  une  revolution  auesi  impdieusement  necestaire  qu  eile  a ete  jus - 
qu'ici  peu  prevue,  ( Arm . Tome  XVII.  p.  9j3). 
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Ueber  eine  neue  Art,  Curven  durch  Gleich u n- 
gen  darzustellen.  > \ 

v 


\ 


390.  "Inn  denkt  sich,  indem  man  eine  ebene  Curvc,  wie  gewöhnlich,  durch  eine 
Gleichung  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen,  welche,  wenn  man  ihnen  bestimmte 
Wcrtbe  beilegt,  die  Coordinaten  eines  bestimmten  Pnnctcs  bedeuten,  darstellt, 
diese  Curvc  als  aus  einer  unendlichen  Anzahl  stetig  auf  einander  folgender  Puncle  beste- 
hend, oder,  wenn  man  lieber  will,  als  dnreh  die  Bewegung  eines  Punctcs  beschrieben. 
Alan  kann  aber  auch  durch  nicht  minder  einfache  und  bequeme  Gleichungen  zwischen 
veränderlichen  Grössen,  durch  welche,  wenn  man  ihnen  bestimmte  Werthc  beilegt,  eine 
bestimmte  gerade  Linie  gegeben  ist,  unendlich  viele  gerade  Linien  darstcllcn,  die 
nach  einem  Gesetze  stetig  auf  einander  folgen,  und  also  eine  bestimmte  Curve  nmhüllcii. 

Eine  Curve  wird  auf  diese  neue  Art  eben  so  vollständig  durch  eine  Gleichung  darge- 
stcllt , als  nach  der  gewöhnlichen  Methode : denn,  dort  wie  hier,  lassen  sich  alle  Eigen- 
schaften derselben  aus  ihrer  Gleichung  vollständig  ablcitcn.  Man  durchsieht  leicht,  wie 
in  der  Geometrie  der  Curven  die  Beweismittel  auf  diese  Weise  sich  verdoppeln;  wie 
jeder  allgemeinen  analytischen  Entwicklung,  die  bisher  gemacht  worden  ist,  indem  man 
die  gebräuchlichen  Gleichungen  zu  Grunde  gelegt,  eine  andere  entspricht,  . die  auf  den 
neuen  Gleichungen  beruht.  Sobald  nur  der  oben  ausgesprochene  Grundgedanke  allge- 
mein und  klar  aufgefasst  worden  ist,  ist  auch  schon  für  die  Ausführung  desselben  der 
Weg  gewiesen.  Auf  diese  W eise  sind  die  folgenden  Untersuchungen  entstanden,  die 
sich  denen  des  ersten  Bandes  der  vorliegenden  Schrift  euge  anschlicsscn.  Die  neue  Be- 
bandlungswcise  wird  ans  zu  manchen  neuen  Sätzen  führen  und  andere  Sätze,  die  auf  in- 
dircctcm  Wege,  bisweilen  nicht  ohne  Anstrengung,  in  dem  Frühem  bereits  schon  bewie- 
sen sind,  werden  wir  unmittelbar  in  einer  ganz  einfachen  Verbindung  der  neuen  Glei- 
chungen lesen  und  so  denselben,  oft  ganz  unvermutbet,  begegnen.  Hierdurch  wird  eine 
II.  1 
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Lücke,  die  mir  bei  Ausarbeitung  jenes  ersten  Bandes  meiner  „Entwicklungen“  fühlbar 
geworden  ist,  ausgcfiillt,  und  die  allgemeine  analytische  Methode,  deren  ich  mich  be- 
dient habe,  scheint  mir  nun  innerhalb  der  vorgcslcckten  Gränzen  vollständig  und  ge- 
rundet. — 

400.  Die  allgemeine  Form  der  Glcichnng  einer  geraden  Linie,  bezogen  anf  zwei, 
sich  unter  einem  beliebigen  Winkel  schneidenden,  Coordinatcn-Axcn  ist  folgende: 

Ay+Bx+C  •=  o,  (i) 

indem  wir  durch  y und  x Coordinatcn  nnd  durch  A,  B und  C drei  Constantc  bezeichnen. 
Wenn  wir  diesen  Constantcn  nach  und  nach  verschiedene  Wertho  beilegen,  so  können 
wir  alle  möglichen  geraden  Linien  durch  die  vorstehende  Gleichung  darstellen.  Diese 
Gleichung  stellt  auch  dann  noch  unendlich  viele  verschiedene  gerade  Linien  dari  die 
aber,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  durch  denselben  Punct  gehen,  wenn  zwischen  den 
obigen  drei  Constantcn,  die  wir  übrigens  als  ganz  beliebig  betrachten,  eine  Gleichung 
von  folgender  Form  besteht: 

aA+bB+cC  =■=  o , 

in  der  a,  b nnd  c irgend  drei  neue  Constantc  bezeichnen.  Wenn  wir  also  A,  B und 
C als  veränderliche  Grössen  betrachten,  nnd,  dem  entsprechend,  an  die  Stelle  derselben 
n,  v und  w schreiben,  so  können  wir  sagen,  cs  stelle  die  Gleichung: 

au+bv+cw  = o,  (a) 

einen  Punct  dar.  Je  drei  Werthcn  von  u,  v nnd  w,  welche  die  letzte  Gleichung 
befriedigen,  entspricht  eine  gerade  Linie  nnd  jede  solche  gerade  Linie  geht  durch  den 
in  Rede  stehenden  Punct.  Wir  betrachten  also  hier  den  Punct,  als  einen  geometri- 
schen Ort,  in  dem  unendlich  viele  gerade  Linien  sich  schneiden,  wäh- 
rend man,  indem  man  von  der  gewöhnlichen  Gleichung  einer  geraden  Linie  aasgeht, 
diese  als  einen  geometrischen  Ort  für  unendlich  viele  Puncte  betrachtet. 

Wir  können  eine  der  drei  veränderlichen  Grössen  n , v nnd  w ein  filr  alle  Mal  be- 
liebig annehmen , und,  der  Kürze  halber,  auch  gleich  Eins  setzen.  Alsdann  erhalten 
wir  aus  (2)  folgende  Gleichungen: 

a -t-bv+cw  «=  o, 

, au-t-  b+cw  = o, 

- au+bv+c  = o, 

die  eben  so  allgemein,  aber  weniger  symmetrisch  sind. 

, 401.  Statt  der  Gleichung  (2)  sei  irgend  eine  beliebige  in  Beziehung  anf  n,  v und  w 

homogene  Glcichnng,  die  wir  durch: 

F (u,  v,  w)  = o,  (3) 

bezeichnen  wollen,  gegeben.  Alsdann  entspricht  je  drei  Werthcn  von  u , v nnd  w,  die 
ilicsc  Gleichung  befriedigen,  eine  bestimmte  gerade  Linie.  Solcher  Linien  erhalten  wir 
unendlich  viele,  die  unmittelbar  auf  einander  folgen  und  also  eine  stetige  Curvc  umhüllen. 
Wir  sagen,  diese  Curvc  werde  dargcstcllt  durch  die  gegebene  Glcichnng 
(3).  Wir  sagen  ferner  die  Cnrve  sei  von  der  zweiten,  dritten  . . Classc*),  wenn 


*)  leb  gebrauche  hier  das  Wort  Classc  nach  II.  GliRCOKMS . der,  dem  analog,  wie  inan 
eine  Curvc,  die  von  einer  geradeu  Linie  in  m Funden  geschnitten  wird,  eine  Linie  in.  • 
Ordnung  (mir  scheint  es  passender  hier  das  Wort  Ordnung  statt  des  Wortes  Grad  iu 
gebrauchen,  «eil  auch  die  Classc  einer  Curvc  durch  den  Grad  ihrer  Gleichung  bestimmt 
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ihre  Gleichung  (3)  vom  zweiten,  dritten...  Grade  ist;  so  wie  inan  sagt,  die 
Cnrve  sei  von  der  zweiten,  dritten  . . Ordnung,  wenn  die  gewöhnliche  Gleichung 
derselben  zwischen  y and  x vom  zweiten,  dritten  . . , Grade  ist.  Der  Analogie  nach 
nennen  wir  dln  Punct*  c i n c n geo  ine  t r isc  he  n Ort  erster  (Masse.  Die  Oertcr 
zweiter  Classe  werden  durch  folgende  allgemeine  Gleichung  dargcstellt: 
anH-buv-t-cv’+duw-t-cvw+fw*  = o, 

in  welcher  a,  h,  c,  d,  c und  f Constante  bezeichnen,  and  enthalten  alle  Curven  zwei- 
ter Ordnung.  Die  Curven  der  dritten  oder  einer  höhern  Classe  sind,  im  Allgemei- 
nen, nicht  Curven  der  dritten  oder  derselben  höhern  Ordnung. 


wird)  nennt,  einer  solchen  Curve,  an  die  sich,  von  einem  gegebenen  Puncte  aus,  in 
Tangenten  legen  lassen  den  Namen  einer  Linie  m.  Classe  gibt. 


Digitized  by  Google 


4 


Zur  Theorie 


Erster  Abschnitt. 


Zur  Theorie  des  Punctes,  als  geometrischen  Ortes 
erster  Classe. 


402.  Indem  MONGE  die  Gleichung  der  geraden  Linie  in  die  analytische  Geometrie 
einfuhrto,  und  dadurah  den  Grund  znr  Verbannung  aller  Coftstruction  aus  derselben  legte, 
gab  er  ihr  jene  neue  Form,  durch  welche  ihre  weitere  Ausbildung  möglich  wurde.  Die- 
jenige Rolle,  welche  in  den  bisherigen  Entwicklungen  die  Gleichung  der  geraden  Linie 
spielt,  spielt  in  den  neuen  Entwicklungen  die  Gleichung  des  Pnnctcs.  Mit  dieser 
wollen  wir  uns  also  zunächst  beschäftigen. 

1.  Wenn  die  Gleichung: 

Ay+Bx+C  = o, 

die  eine  gegebene  gerade  Linie,  MN,  darstellen  soll,  auf  zwei  sich  unter  beliebigen 
Winkeln  schneidende  Coordinaten*  Axen  OY  und  OX  bezogen  wird,  so  bat  man  be- 
kanntlich : 


Indem  wir  nnn  A,  B und  C als  veränderliche  Grössen  betrachten,  erhalten  wir  am  leich- 
testen diejenige  gerade  Linie,  welche  irgend  dreien  besondern  Wcrthen  u',  v'  und  w'  je- 
ner Veränderlichen  entspricht,  indem  wir,  vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten  a 
der  ersten  Axe  den  Werth  von  auf  der  zweiten  Axe  den  Werth  von  ^ 

auftragen,  und  dadurch  diejenigen  beiden  Puncte  auf  den  beiden  Axen  bestimmen, 
welche  jene  gerade  Linie  geht. 


403.  Die  Gleichung: 

au-t-bv-l-cw  = 0,  (1) 

welche  in  Beziehung  auf  die.  drei  veränderlichen  Grössen  n,  v und  w homogen  und 
vom  ersten  Grade  ist,  können  wir  auch,  wenn  wir  eine  beliebige  jener  Grössen  con- 
stant  nehmen,  als  die  allgemeine  Gleichung  des  ersten  Grades  zwischen  den 
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beiden  uhrigbleibenden  veränderlichen  Grössen  anseben.  Wir  haben,  indem  wir  die 
Form  der  Gleichung  (l)  beibehalten,  den  Vortheil,  dass  wir,  nach  unsem  jedesmaligen 
Absichten,  sogleich  jede  beliebige  der  drei  Veränderlichen  constant  setzen  können. 

Wir  können  anch  die  Gleichung  (l)  als  die  allgemeine  Gleichung  des  ersten  Grades 
zwischen  den  Quotienten  einer  beliebigen  der  drei  Veränderlichen  in  die  beiden  übrigen 
anseben. 


UÖk-  Wir  wollen  zunächst  die  einfachem  Formen  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  nä- 
her betrachten.  Wenn  wir  annebmen,  dass  die  beiden  Constanlen  a und  b Null  sind, 
so  kommt: 

w B o (») 

Diese  Gleichung  enthält  gar  keine  Bestimmung  Uber  die  beiden  Veränderlichen  u und  v, 
nnd  verlangt  bloss , dass,  für  jede  beliebige  Annahme  derselben,  w verschwinde.  Alle 
bezüglichen  geraden  Linien  gehen  mithin  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinatcn: 
dieser  Pnnct  wird  dnreh  die  Gleichung  (2)  dargestellt. 


Wenn  wir  nur  die  eine  jener  beiden  Constantcn,  b,  in  der  allgemeinen  Gleichung 
gleich  Null  nehmen,  so  kommt: 

au-f-cw  = o.  (s) 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  H)  constant,  und  zwar  gleich  während  v nnd  mithin 

auch  f — — J einen  durchaus  beliebigen  Werth  behält.  Die  bezüglichen  geraden  Linien 
schneiden  also  (i|02)  die  erste  Axc  in  irgend  einem  beliebigen  Punctc,  gehen  aber  alle 
durch  denjenigen  festen  Punct  der  zweiten  Axc,  dessen  Ordinate  ^ ist:  dieser  Punct 
wird  durch  die  Gleichung  (3)  dargcstellt. 


Ebenso  stellt  die  Gleichung: 


bv-Kw  = o. 


denjenigen  Punct  der  ersten  Axc  dar,  dessen  Abscissc  gleich  ist: 


h 

c' 


Die  Gleichung: 

▼ - o, 

die  keine  Bestimmung  Uber  u und  w enthält,  entspricht  solchen  geraden  Linien,  die  in 
einen  beliebigen  Punct  der  zweiten  Aze  cinschncidcn,  aber  alle  der  ersten  Axc  parallel 
sind.  Sic  stellt  daher  einen  Punct  dar,  der  in  unendlicher  Entfernung 
auf  der  ersten  Axc,  oder,  was  dasselbe  heisst,  auf  irgend  einer  ihr  parallelen  gera- 
den Linie  liegt. 

Auf  ähnliche  Weise  stellt  die  Gleichung: 

u = o, 

einen  auf  der  zweiten  Axc  unendlich  weit  entfernt  liegenden  Pnnct  dar. 


Die  folgende  Gleichung  endlich : 

an+bv  = o 

entspricht  nur  solchen  geraden  Linien,  die  unter  sich  parallel  sind.  Es  stellt  also  diese 
Gleichung  einen  Pnnct  dar,  der  unendlich  weit  entfernt  liegt,  aber  nicht  mehr,  wie  in 
den  beiden  vorigen  Fällen,  auf  einer  der  beiden  Axcn,  sondern,  wovon  man  sogleich  sich 
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überzeugt,  auf  einer  beliebigen  geraden  Linie,  die  mit  der,  durch  folgende  Gleichung 
dargestellten : . 

parallel  ist. 

I.  405,  Um  zu  zeigen,  dass  die  allgemeine  Gleichung  (2),  bei  jeder  Constanteu  - Be- 
stimmung, einen  Punct  darstelle,  wollen  wir  derselben  zunächst  folgende  Form  geben: 

a b v w 

- H - + — = o. 

c cu  u 

Wenn  wir  alsdann  von  der  veränderlichen  Grösse  irgend  eine  beliebige  constante  Grösse 
abziehen,  so  kommt  dies  offenbar  darauf  hinaus,  statt  der  ersten  Axc  eine  andere,  ibr 
parallele,  gerade  Linie  zu  nehmen.  Nehmen  wir  für  diese  constante  Grösse  — , so  ver- 
wandelt sich  die  letzte  Gleichung  in  folgende: 

bv+cw  = o , 

die , nach  der  vorigen  Nummer,  einen  auf  der  neuen  ersten  Azc  liegenden  Pnnct  darstellt. 

Zi06.  Wenn  die  allgemeine  Gleichung: 

au-f-bv-f-cw  = o, 

irgend  einen  gegebenen  Punct  G darslellcn  soll  .^so  ist  es  leicht,  die  Constantcn  dersel- 
ben zu  bestimmen.  Für  die  durch  den  gegebenen  Punct  gehende  gerade  Linie,  welche 
der  ersten  Axe  parallel  ist,  für  GS,  ist  v = o mithin, 

ao-f-cw  = o , 

□nd  folglich  ist  die  Ordinate  desjenigen  Punctcs,  in  welchem  diese  gerade  Linie  in  die 
zweite  Axc  einschneidet: 

/ -sri  -US  = ^ 

u c 

Auf  ähnliche  Weise  ergibt  sich,  wenn  wir,  parallel  mit  der  zweiten  Axe,  durch  den 
gegebenen  Punct  die  gerade  Linie  GR  legen: 

Oll  _ * 

c 

• 

/ • 

Wir  sehen  hieraus,  das  die  allgemeine  Gleichung: 

au+hv+cw  = o. 

denjenigen  Punct  darstellt,  dessen  Coordinaten  sind: 

a ^ h 

7 ~ ~ . * ■=  _. 

c c 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  können  wir  in  der  Gleichung  des  Punctcs  c — 1 setzen; 
alsdann  sind  die  Coordinaten  desselben  die  CocfTicientcn  von  u und  v. 

Für  die,  durch  den  gegebenen  Punct  G und  den  Antangspunct  der  Coordinaten  ge- 
hende , gerade  Linie  OG  ist  w — o , folglich : 

au+hv  — o, 

mithin : 

_ v _ a _ OS  _ sinu 
u b OR  sin(ft—a), 

indem  wir  durch  ft  den  Coordinaten- Winkel  bezeichnen. 
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407.  Wenn  der  durch  die  allgemeine  Gleichung: 

an+bv+cw  — o, 

dargestcllle  Ponct  anf  einer  durch  bestimmte  Wcrthe  der  veränderlichen  Grüssen.  durch 
u',  v‘  und  w',  gegebenen  geraden  Linie  liegen  soll,  so  ist: 

au'-f-bv'+cw’  = 0, 

und,  indem  man  abzicht,  ergibt  sich: 

a(n — u')+b(v — v')-t-c(w—  w')  =■  o: 

fiir  die  allgemeine  Gleichung  eines  auf  der  geraden  Linie  (w',  v’,  u')  liegenden  Punctes.  *) 
Wenn  irgend  zwei  gerade  Linien  (w",  v",  u")  und  (w',  v',  u')  gegeben  sind,  so  er- 
halten wir  für  die  Gleichung  des  Durchschnittspnnctcs  dieser  beiden  Linien  folgende: 

w"  w‘ 


u"  u 

also,  wenn  wir  entwickeln: 

(v"u' — v’n")w — (w"n — w'u")v+(w"v' — wV')u  = o. 

Je  nachdem  wir  in  u,  v oder  w als  constant  betrachten,  verwandelt  sich  diese  Gleichung 
in  folgende: 

(v" — v')w— (w”— w')v+(w"v' — w'v")  = o, 

(u"—  u)w — (w" — w')n-t-(w'V — wV)  = o, 

(u' — n')v — (v" — v')u-)-(v"a' — v'a”)  = o. 


406.  Wir  kommen  zar  Bestimmung  derjenigen  geraden  Linien,  welche  die  durch 
folgende  beide  Gleichungen: 

au-f-bv-f-w  = 0, 

a’u-f-b'v-f-w  = 0,  ' ' 

gegebenen  Punctc  enthält,  wenn  wir  zwischen  diesen  Gleichungen  die  Werlhe  fiir  die 
CocITicicnten  je  zweier  der  drei  veränderlichen  Grösseu  w,  v und  n eliminiren.  Auf  diese 
Weise  kommt: 

w ab'— a'h 

" □ = T-b-’ 

w _ a'h — ah1 
v — a — a ’ 
v a' — a 

u b' — b 

409.  Das  Resultat  der  Elimination  zwischen  den  beiden  gegebenen  Gleichungen  (t), 
die  wir,  der  Kürze  halber,  durch: 

U = o , U’  = o,  (2) 

darstcllcn  wollen,  bleibt  dasselbe,  wenn  wir  fiir  eine  dieser  Gleichungen  eine  andere  des- 
selben ersten  Grades  nehmen,  die  wir  durch  eine  algebraische  Verbindung  der  gegebenen 


*)  Der  Kürze  wegen,  wollen  wir  eine  durch  w',  v'  und  u gegebene  gerade  Linie  durch  (w, 
v',  u’)  bezeichnen.  Es  sind  w',  v'  und  u'  als  Coordinaten  dieser  Linie  zu  betrachten.  Wir 
wollen  ferner  dieselbe  gerade  Linie  durch  (w',  v'j,  (w',  u')  oder  (v’,  u’)  bezeichnen , wenn 
wie  u'  = 1,  v ■=  1 oder  w'  «=■  1 setzen. 
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Gleichungen  erhalten.  Jede  solche  Gleichung  ist,  wenn  wir  ft  als  unbestimmten  Coefii 
cicnten  betrachten,  in  nachstehender  Gleichung  einbegriffen: 

U+/cU'  = o. 

Es  stellt  also  diese  Gleichung  irgend  einen  beliebigen  Punct  dar,  der  mit  den  beiden  ge- 
gebenen , durch  die  Gleichungen  (2)  dargcstelltcn , Punctc  in  gerader  Linie  liegt. 


*10.  Für  die  beiden  durch  die  Gleichungen  (t)  dargcstelltcn  Punctc  hat  man  (406): 
y = a,  x - b; 

y = a',  x = b'. 

Man  erhält  hiernach  leicht  die  Coordinaten  derjenigen  beiden  Punctc,  welche  auf  der. 
die  beiden  gegebenen  Punctc  verbindenden,  geraden  Linie  so  liegen,  dass  die  Abstände 
jedes  derselben  von  dem  ersten  und  zweiten  gegebenen  Puncte  sich  verhalte/),  wie  ft:  l. 
Ftlr  diese  Coordinaten  ergibt  sich: 

»±na!  _ b±,ub’ 

^ t±u  ’ I ±ft  ' 

wobei  wir  ft,  das  an  sich  positiv  ist,  mit  dem  Vorzeichen  + oder  — nehmen  müssen, 
je  nachdem  wir  denjenigen  dieser  beiden  Puncte  betrachten,  welcher  zwischen  die  beiden 
gegebenen  fällt  oder  nicht.  Oie  Gleichungen  dieser  beiden  Puncte  sind  also  (406)  in  fol- 
gender 

(a+/ia')u+(bi.ub')v+(l+/:)w  = o, 
die  mit  folgender  indentisch  ist: 

U±,:U'  = o, 

enthalten. 

Wir  sehen  hieraus,  wie  man,  wenn  irgend  zwei  Punctc  gegeben  sind,  unmittelbar 
die  Gleichung  jedes  bestimmten  Punctes  derjenigen  geraden  Linie  erhält,  welche  durch 
die  beiden  gegebenen  Puncte  geht,  und  dass  man  zu  diesem  Ende  diese  Puncte  nur  auf 
die  allgemeinste  Weise  durch  die  Glcrchongcn  (2)  darzustcllcn  braucht.  Wenn  wir  ins- 
besondere ft  = 1 setzen,  so  stellt  die  Gleichung:  . 

u+ir  = o, 

die  Mitte  zwischen  den  beiden  gegebenen  Pnnctcn  dar;  die  Gleichung: 

U — Ü’  = (a — /<a’)u+(b — /<b’)v  = o , 

einen,  nach  dgr  Richtung  der  durch  die  gegebenen  Puncte  gebenden  geraden  Linie  bin, 
unendlich  weit  ertfernt  liegenden  Punct  (405). 

Die  durch  die  vier  Gleichungen: 

U = o,  U”  = o,  U-HiU’  = o,  L — hU  = o, 

dargcstelltcn  Puncte,  nennt  man  vier  harmonische  Thcilungspunctc. 


411.  Wenn  die  drei  Gleichungen: 

au+bv+w  = o, 

a’u+b'v+w  = o,  (,) 

a”u+b"v+w  = o, 

solche  drei  Puncte,  die  in  gerader  Linie  liegen,  darstcllcn  sollen,  so  findet  zwi- 
schen den  Constanten  dieser  drei  Gleichungen  eine  Bedingungs  - Gleichung  Statt,  die 
wir  leicht  auf  folgende  Weise  erhalten.  Die  allgemeine  Gleichung  aller  Punctc,  die  auf 
der,  durch  die  beiden  ersten  jener  drei  Puncte  gehenden,  geraden  Linie  liegen,  ist  fol- 


gende (409): 


(a+/za')u-t-(b+/<b')v+(H-fi)w  = o. 
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Wenn  diese  Gleichung  insbesondere  den  dritten  Ponct  darstellen  soll,  so  muss  der  un- 
bestimmte Coeflicient  n so  bestimmt  werden,  dass 

a-t-^a'  „ b+/ib’ 

— — = a , — - — c=  b , 

l*f*w  1+^ 

Um  die  gesuchte  Bedingungs- Gleichung  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  zwischen  den  bei- 
den vorstehenden  Gleichungen  fi  zu  climiniren;  auf  diese  Weise  kommt: 
b(a” — a') — a(b" — b')+b"a’— b’a"  =>  o: 

eine  Gleichung,  die,  wie  zu  erwarten  stand,  in  Beziehung  auf  die  (konstanten  der  drei 
Gleichungen  (1)  symmetrisch  ist. 

(tlX  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  den  WTinkel  bestimmen,  den  zwei  gegebene  ge- 
rade Linien: 

(w,  v,  n),  (w‘,  v',  u'), 

mit  einander  bilden.  Nennen  wir  zu  diesem  Ende  den  Coordinaten  - Winkel  ß nnd  dieje- 
nigen Winkel,  welche  diese  beiden  geraden  Linincn  mit  der  ersten  Aze  bilden,  a und  u, 
so  ist; 


u sin(ß-a)'  u sin(ß-d)’ 

und  der  gesuchte  Winkel,  den  wir  von  der  ersten  gegebenen  geraden  Linie  nach!  der 
zweiten  hin  nehmen,  und  durch  ca  bezeichnen  wollen,  gleich  Hiernach  erhält 

man  nach  einigen  Redactionen,  ähnlich  wie  in  der  17.  Nummer: 

(uv-  uvlsinS 

tan&W  ; 7 TT 7-4 — ^ 5. 

0 nu  — (u  v -#-u  \)cosfH~vv 

und  wrenn  der  Coordinaten- Winkel  ein  rechter  ist: 

u'v— nv 
tansc»  =*  — 

6 uu-f-vv 

Wenn  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden, 
so  kommt: 

na'-  (av'+u'v)cos(9+vv'  = o, 

und  wenn  anch  der  Coordinaten c Winkel  ein  rechter  ist: 

nu'-t-vv'  = o. 

413.  Die  Entfernung  der  durch  die  beiden  Gleichungen: 

aa+bv+w  = 0, 

a'n+b'v-t-w  = 0,  '''' 

dargestellten  Puncte,  die  wir  D nennen  wollen,  ist  durch  folgende  Gleichung  gegeben: 
(a— a'y-Mfa— a')(b— b’)coS|S+(b— b')1  = ü1, 
die  für  den  Fall  rechtwincldichcr  Coordinaten  in  nachstehende  übergeht: 

(a— a')J+(b— b')J  - Da. 

Wir  erhalten  diese  Gleichungen  unmittelbar,  da  die  dnreh  (l)  dargestcllten  Puncte 
keine  andern  sind,  als  die  Puncte  (a,  b)  und  (a\  b'J. 

414.  Es  bleibt  uns  noch  übrig,  den  Abstand  eines  gegebenen,  durch  die  Gleichung: 

au+bv+w  = o, 

dargcstelltcn  Punctcs  von  einer  gegebenen  geraden  Linie  (w',  v’,  n')  zu  bestimmen.  Wir 
wollen  hierbei,  was  fiir  unsere  Absicht  vollkommen  hinreicht,  für  den  Coordinaten- 
Winkel  einen  rechten  nehmen.  Diese  Bestimmung  ist  identisch  dieselbe,  als  die  Bestim- 
mung des  Abstandes  des  Punctes  (a,  b)  von  der  durch  die  Gleichung: 

Dj+ya+w'  = 0 
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dargestelltcn  geraden  Linie, 
wir  nach  der  29.  Nummer*): 


Für  diesen  Abstand,  den  wir  P nennen  wollen,  erhalten 


P 


au’-t-bv’-f-w' 
l/u’+v'1  ’ 


wobei  wir  nach  der  31.  Nummer  das  Vorzeichen  -f-  oder  — nehmen  müssen,  je  nachdem 
der  gegebene  Pnnct,  in  Beziehung  auf  die  gegebene  gerade  Linie,  nach  der  positiven 
oder  negativen  Seite  der  y liegt.  — 

U t5.  Wenn  wir  auf  die  vorstehenden  Entwicklungen  zurückblickcn,  so  bemerken 
wir  bald  zwischen  diesen  nnd  den  analogen  Entwicklungen  des  ersten  Abschnittes  des  er- 
sten Bandes  den  innigsten  Zusammenhang,  eine  vollständige  Reciprocität.  In  der  U 00. 
Nummer  haben  wir  die  gewöhnliche  Glcichong  der  geraden  Linie  so  Grunde  gelegt  und 
durch  die  Constanten  in  dieser  Gleichung  die  gerade  Linie  bestimmt:  diese  Consta  n- 
ten  als  Coordinaten  derselben  betrachtet.  Eben  so  können  wir  auch  die  Glei- 
chung des  Punctes  zn  Grande  legen  (wir  constrnircn  hier  die  veränderlichen  Grössen 
auf  die  oben  bestimmte  Weise)  und  durch  die  Constanten  in  dieser  Gleichung  den  Punct 
bestimmen:  diese  Constanten  als  Coordinaten  des  Punctes  betrachten. 


Die  nachstehende  Gleichuug  z.  B.,  die  wir  genauer  betrachten  wollen: 

y-f-vx-t-w  t=  o,  (1) 

stellt  eine  gerade  Linie  dar,  wenn  wir  fUr  die  veränderlichen  Grössen  y und  x gewöhn- 
liche Punct- Coordinaten  und  durch  w nnd  v constante  Grössen,  deren  geometrische 
Constraction  wir  aas  der  Discassion  der  Gleichung  dieser  geraden  Linie  erhalten,  be- 
zeichnen. Wenn  wir  w und  v als  veränderlich  betrachten  and  diese.  Grössen  durch  ir- 
gend eine  lineare  Gleichung: 

w+cv+c  = o, 

mit  einander  verbunden  sind,  so  erhalten  wir  unendlich  viele  gerade  Linien,  die  aber 
alle  durch  denselben  Punct,  nemlich  durch  den  Punct  (c,  c),  gehen. 

Dieselbe  Gleichung  (l)  stellt,  wenn  wir  w nnd  v als  Linien  - Coordinaten  und  verän- 
derlich, nnd  y nnd  z als  zw,ei  beliebige  Constante  betrachten,  einen  Punct  dar.  Be- 
trachten wir  auch  y und  z,  deren  geometrische  Construction  wir  aus  der  Discassion  der 


*)  Wir  bzbeo  nemlich  für  den  Abstand  eines  Punctes  (y,  x)  von  einer  durch  die  Gleichung : 

y = «+b. 

gegebenen  geraden  Linie  a.  a.  O.  folgenden  Ausdruck  hergeleitel : 

j — ax' — b 

I>  = ± 

Vl+a* 

Diesen  Ausdruck  erhallen  wir  unmittelbar  auf  folgende  Weise.  Es  sei  (Fig.  I)  I.  der  gege- 
bene Punct  und  Mb  die  gegebene  gerade  Linie.  Alsdann  ist: 

LF  = LEjri/iI.EF  = (I.D— EDJsmLEF , 

= (r— y,)*«»LEF, 

LF  = LEtmLEF  = (LD— ED)«»LEF, 
v = (y— yJwaLEF, 

indem  wir  die  dem  gegebenen  x'  entsprechende,  Ordinate  der  gesehenen  geraden  Linie  r 
nennen.  Hiernach  ist  yt  gleich  (ax'+b).  lleberdics  ergänzt  der  Winkel  LKF  denjenigen 
Winkel,  den  die  gegebene  gerade  I.iuie  mit  der  ersten  Axe  bildet,  su  einem  rechten;  ,u 

dass  der  Cosinus  des  letztgenannten  Winkels,  für  den  mau  den  Ausdruck  — — — hat 

le’I+a*  ’ 

gleich  ist  tin  LEF.  Somit  erhält  man  für  LF  oder  P den  obigen  Ausdrurk. 
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Gleichung  dieses  Punctes  erhalten,  als  veränderlich,  setzen  aber  zwischen  beiden  Grös- 
sen irgend  eine  lineare  Gleichung,  z.  B.  folgende: 

y-4-ci-f-c'  = o, 

so  erhalten  wir  unendlich  siele  Pnncte,  die  aber  alle  anf  derselben  geraden  Linie, 
ncmlich  der  geraden  Linie  (c,  c),  liegen. 

Der  Beweis  der  letzten  beiden  Behauptungen  ergibt  sich  unmittelbar.  Es  sei  nemlich 
erstens  t 

y-f-ai-f-b  = o,  (.) 

die  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  nnd 

c'+ca+b  «=  o,  (3) 

die  gegebene  lineare  Bedingungs  - Gleichung  zwischen  den,  als  beliebig  zu  betrachtenden, 
beiden  Coustantcn  derselben;  c und  c'  sind  zwei  gegebene  Grössen.  Wir  erhalten  auch 
dann  eine  lineare  Bedingung«  - Gleichung  zwischen  jenen  beiden  Constantcn,  wenn 
ein  Punct  der  geraden  Linie  gegeben  ist.  Wenn  ncmlich  (/,  x)  dieser  Punct  ist,  so  kommt. 

y'+ax'+b  = o. 

Oie  Gleichung  (3)  ist  mit  der  letzten  Gleichung  identisch,  wenn  wir  in  dieser  y = c' 
und  x = c nehmen.  Hiernach  bedeutet  alsdann  die  gegebene  Bedingungs  - Gleichung, 
dass  alle  durch  (2)  darstellbaren  geraden  Linien  durch  den  Punct  (c,  c)  gehen. 

Es  sei  zweitens: 

w+av+b  = o,  (4) 

die  allgemeine  Gleichung  des  Punctes  nnd  wiederum: 

c'+ca+b  = 0,  (5) 

die  gegebene  Bedingungs  - Gleichung  zwischen  den  beiden  Constanten  derselben.  Zwischen 
denselben  Constantcn  ergibt  sich,  wenn  wir  eine  gerade  Linie  (w‘,  v'),  die  dnreh  den 
Punct  (4)  geht,  kennen,  folgende  Bedingungs  - Gleichung  des  ersten  Grades: 

w’-f-av’+b  = o: 

eine  Gleichung,  die  mit  (5)  identisch  wird,  wenn  wir  w'  = c und  v’  = c nehmen.  Es 
bedeutet  also  die  gegebene  Bedingungs  - Gleichung  (5),  dass  alle  dnreh  (4)  darstellbaren 
Pnncte  auf  der  geraden  Linie  (c‘,  c)  liegen. 

416.  Wenn  wir,  statt  der  Gleichung  (1),  die  nachstehende,  sowol  in  Beziehung 
anf  x,  y nnd  z,  als  auch  in  Beziehung  anf  u,  v und  w homogene  Gleichung  des  ersten 
Grades  nehmen  1 

ny+vx+wz  = 0, 

so  erhallen  wir,  wenn  wir  y,  x und  z als  conzlant  anschcn,  die  Gleichung  des  Punctes 
unter  der  Form,  wie  wir  sic  bisher  betrachtet  haben.  Oer  dargcstcllte  Punct  ist  folgender: 

ß’0  .*. 

Betrachten  wir  aber  u,  v nnd  w als  constant,  so  stellt  dieselbe  Gleichung  eine  ge- 
rade Linie  dar,  aber  unter  einer  Form,  wie  wir  sie  nicht  zu  behandeln  gewohnt  sind. 
Diese  gerade  Linie  ist  folgende:  oder  (w,  v,  u).  Diese  ncae  Form  der  Glei- 

chung der  geraden  Linie,  einer  Gleichung,  die  rücksichtlieh  der  drei  veränderlichen  Grös- 
sen y,  x und  z homogen  ist,  scheint  mir  in  allen  denjenigen  Entwicklungen,  hei  welchen 
keine  Elimination  vorkommt,  in  Beziehung  auf  Eleganz  und  Symmetrie  den  Vorrang  zn 
behaupten.  Wir  können  ferner  leicht  von  der  allgemeiner«  Form  zn  der  gewöhnlichen 
iihergehen,  indem  wir  z als  ein  für  alle  Mal  gegeben  betrachten  und  etwa  z = 1 setzen. 

2 * 

> 
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Wir  können  aber  auch,  und  hierin  scheint  mir  ein  nicht  unbedeutender  Vortheil  zu  lie- 
gen , auf  ähnliche  Weise  x = t oder  y = l setzen.  *)  Auf  diese  Bemerkung,  die  sich 
auf  Gleichungen  jedes  beliebigen  Grades  ansdebnen  lässt,  werden  wir  in  dem  Folgenden 
öfter  Gelegenheit  finden  znrückzukommcn.  — 

, 417.  Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  wenden  wir  uns  wieder  zu  nnserm  ei- 
gentlichen Gegenstände  zurück.  Bei  der  Prüfung  einer  neuen  Entwicklungswege  ist  eine 
doppelte  Frage  zu  berücksichtigen,  einmal,  oh  dieselbe  tarn  Beweise  gegebener  Sätze 
sich  geschmeidig  zeigt,  und  dann,  ob  sie  neue  Resultate  finden  lehrt.  Was  den  ersten 
Pnnct  betrifft,  so  wird  in  den  nächsten  Nummern  au  einigen  Beispielen  anschaulich  wer- 
den, wie  sich  die  neuen  Gleichungen  eben  so  bequem  handhaben  lassen,  als  die  gewöhn- 
lichen Gleichungen,  welche  gerade  Linien  darstellcn.  Wir  wollen  zuerst  folgenden  be- 
kannten Satz  beweisen: 

Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  den  Seiten  eines  andern  Dreiecks  parallel  sind, 
so  gehen  diejenigen  drei  geraden  Linien , welche  die  den  parallelen  Seiten  gegenüber- 
liegenden W inkclpuncte  beider  Dreiecke  verbinden,  durch  ein  und  denselben  Punct. 

Indem  wir  über  die  beiden  Coordinatcn  - Axcn  vorläufig  keine  nähere  Bestimmung 
machen,  und  u constaut  nehmen,  wollen  wir  die  Seiten  des  einen  Dreiecks  ABC  auf 
folgende  W eise  bestimmen : 


AB 


{?  = 

und  erhalten  alsdann  für 
von  folgender  Form: 

AB'  fw  “ w'+c'> 


w>  AC  r = y BC  [w  = 

v;  tr  = v ; Iv  = 

die  Seiten  des  zweiten  Dreiecks  A'B’C’ 


Coordinaten  - Wcrtbc 


vr-  fw  = w -t-c 
(v  = v"; 


BC  jw  = 

Iv  = V . 


< IW  s= 

(v  = v; 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  Punctc  A,  der  im  Durchschnitte  von  AB  und  AC,  und 
A der  im  Durchschnitte  von  AB'  und  A'C'  Hegt , folgende  Gleichungen: 


w— w' 


w— w'—  c 


(t-v'). 

— (v-V). 


*)  Wenn  wir  die  Gleichung: 
durch  z dividiren,  so  kommt: 


az+bj+ct  = o, 


a +b^+c- 
x x 


Als  die  beiden  veränderlichen  Grössen  dieser  Gleichung  können  wir  und  nehmen. 

Wenn  wir  diese  veränderlichen  Grössen  auf  irgend  einen  gegebenen  Pnnct  belieben,  so 

v t TI, 

bedeutet  welches  dasselbe  ist  als  bei  der  Voraussetaung  eines  rechtwinkligen 


Coordinaten- Systems , die  trigonometrische  Tangente  desjenigen  Winkels,  welchen  die 
durch  den  gegebenen  Punct  und  den  Anfangspuncl  der  Coordinaten  gehende  gerade  Linie 

mit  der  ersten  Axe  bildet,  und  ^ ist  der  reciprokc  Werth  der  gewöhnlichen  Ahscissc  des 

Punctes.  Solche  trigonometrischen  Tangenten  und  solche  reriproken  Abscissen  - Werthe 
sind  also  die  veränderlichen  Grössen  j und  z,  in  der  Gleichung  der  geraden  Linie,  wenn 
wir  x s=  1 seUcn. 
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Um  die  gerade  Linie  AA'  zn  bestimmen,  welche  durch  diese  beiden  Puncle  geht,  ver- 
binden wir  die  vorstehenden  Gleichungen  mit  einander  nnd  erhalten  für  diese  Linie  fol- 
gende Coordinaten  - VVcrthe : 

w’c" — w’V  v'c" — v"c 

w = — , — , v = — c 7—. 

c — c c — c 

Für  die  Coordinaten  der  beiden  andern  geraden  Linien,  die  durch  ß und  B'  und  durch 
C und  C gehen,  Coordinaten,  die  wir  zur  Unterscheidung*1  unten  einmal  und  zweimal 
accentnircn  wollen,  erhalten  wir  sogleich  durch  Accent- Vertauschung: 


w c — w c 
c'" — c'  ' 

w”c”' — w'"c” 


vc  — v c 

7T, ; — . 

c — c 
vV-v’V 


* c — c “ c — c 

Wenn  wir  non  annchmen,  der  Anfangspunct  der  Coordinatcu  sei  ursprünglich  so  ange- 
nommen worden,  dass  er  in  den  Durchschnitt  von  AA'  und  UB'  falle,  so  ist  w = w, 
— o,  also: 

w'  w"  w’  w" 

c’  = c”  c = c"" 

folglich : 

w"  w"‘ 
c"  “ c’"’ 

und  endlich  auch  wn  = o.  Es  geht  mithin  auch  die  dritte  gerade  Linie  CC'  durch  den 
AnfangSponet  der  Coordinaten,  den  Durchschnitt  von  AA'  und  BB'.  Der  obige  Satz  ist 
also  bewiesen. 

Wir  haben  bei  diesem  Beweise  vorausgesetzt , dass  AA’  und  BB'  nicht  parallel  seien. 
Wenn  diese  Linien  parallel  sind,  so  können  wir,  parallel  mit  ihnen,  die  erste  Axc  an- 
nchmen, während  die  zweite  Axc  beliebig  bleiben  mag,  und  erhallen  alsdann  v = v, 
= o,  so  dass: 

, v'  v"  v'  v'" 

F c"’  c ~ c"’’ 

Hieraus  folgt: 

v"  v"* 
c"  ~ c'”  ’ 

nnd  also  ist  auch  vu  ■=  o,  nnd  mithin  auch  CC'  mit  AA'  nnd  BB’  parallel. 

ftl8.  Wenn  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  den  drei  Seiten  eines  andern  Dreiecks 
in  solchen  drei  Panel en  begegnen , die  in  gerader  Linie  liegen , so  schneiden  sich  die- 
jenigen geraden  Linien,  welche  die  diesen  Seilen  gegenüberliegenden  Winkelpuncte  der 
beiden  Dreiecke  verbinden,  in  demselben  Puncle. 

ABC  und  A'B'C'  seien  die  beiden  gegebenen  Dreiecke  und  AB  und  A’B',  AC  und 
A’C,  BC  und  B'C  die  drei  Scitcnpaarc  dieser  beiden  Dreiecke,  die  sich  in  solchen  drei 
Puncten  schneiden,  die  in  gerader  Linie  liegen.  Alsdann  gehen  die  drei  geraden  Linien 
AA',  BB’  und  CC  durch  denselben  Punct,  oder  sind  pcrallel. 

Durch  jene  drei  Dnrchschnittspunctc  wollen  wir  die  erste  Axc  legen;  alsdann  erhal- 
ten wir  für  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke,  wenn  wir  übcrdicss  w conslant  nehmen: 


v ; 
n'-t-c" 


AB 

(v 

= u', 

= V ; 

AC 

-Ts 
II  II 

v ; 

BC 

(v 

AB' 

(v 

= u’+c', 
= »i 

A’C' 

(vT 

u"+c'', 

v"; 

B'C’ 

tu 

tv 
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Die  beiden  Pnncte  A und  A'  werden  hiernach  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt: 


v — v 
n" — u'+c" — c' 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhalten  wir  für  die  gerade  Liuie  AA’  folgende  Coordina- 
ten-Wcrthe: 


c — c c — c 

und  hieraus  endlich  für  BB'  und  CC',  indem  wir  die  Coordinatcn  derselben  unten  einmal 
und  zweimal  accentuircn: 


n c — n c v c — v c 


Da  die  Rechnung  in  dieser  Nummer  gerade  so  angelegt  worden  ist  als  in  der  vorigen,  so 
können  wir  aus  dieser  alle  vorstehenden  Ausdrücke  nnmittelbar  hcrleiten:  wir  brauchen 
zn  diesem  Ende  nur  w mit  u zu  vertauschen. 

Da  wir  durchaus  keine  nähere  Bestimmung  Über  die  zweite  Axe  gemacht  haben,  so 
können  wir  annchmcn,  dieselbe  sei  ursprünglich  durch  den  Durchschnitt  von  AA'  und 
BB'  nach  beliebiger  Richtung  gelegt  worden.  Alsdann  ist 

u = n,;  (•) 

und  um  den  vorliegenden  Satz  zu  beweisen , müssen  wir  zeigen , wie  hieraus  folgt , dass 

u •=  u(  = nu.  (i)  , 

Entwickeln  wir  zn  diesem  Ende  die  Gleichung  (l),  so  kommt: 
c'"n“ — c"u"' — c'u’-t-e'u'‘'-f-c''u* — c'u*  = o, 

und  aus  der  Symmetrie  dieser  Gleichung,  in  Beziehung  auf  die  verschieden  accentuirten 
Buchstaben,  folgt,  dass  auch  die  Gleichung  (3)  Statt  findet. 

Dies  Resultat  erhellet  sogleich  aus  der  Form  der  Ausdrücke  für  u,  □,  und  u„.  Denn 

wir  können  uns  durch  (v  = v1,  u = (f),  (v  = v',  u = <f)  and  (v  = v*,  u — u")  drei 

gerade  Linien  dargcstellt  denken.  Alsdann  beziehen  sich  (407)  u,  u,  und  n„  auf  die  Durch- 
schnitte der  beiden  ersten,  der  ersten  und  dritten  und  der  beiden  letzten  dieser  drei  Li- 
nien. Fallen  die  beiden  ersten  Durchschnitte  zusammen,  so  ist  u = u ; dann  fällt  aber 
auch  mit  jenen  beiden  Durchschnitten  der  dritte  zusammen,  und  also  ist  u = u = n,. 

Wenn  die  beiden  geraden  Linien  AA'  und  BB'  parallel  sind,  so  ist,  wenn  wir  die 
zweite  Axe  mit  diesen  beiden  Linien  parallel  nehmen , v = v = o und  hieraus  folgt  so- 
gleich, gerade  wie  in  der  vorigen  Nummer: 

• v v,  = y,  = o; 

es  ist  also  auch  CC’  mit  der  zweiten  Axe  nnd  also  auch  mit  AA'  und  BB'  parallcL 

419.  Man  bemerkt  sogleich , dass  die  Sätze  der  beiden  vorhergehenden  Nummern 
in  genauer  Verbindung  stehen.  Drei  I’uncte  ncmlich,  die  nach  irgend  drei  gegebenen 
Richtungen  hin  unendlich  weit  liegen,  wie  überhaupt  alle  unendlich  weit  entfernten  Puncte 
derselben  Ebene,  sind  als  in  gerader  Linie  liegend  anzuschcn.  Diese  Behauptung  können 
wir  bestätigt  fiuden,  wenn  wir  den  Salz  der  letzten  Nnmmcr  umkehren  und  einfache 
Granz  - Betrachtungen  zn  Hülfe  nehmen.  Wenn  die  rcsultircndcn  drei  geraden  Linien 
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in  dem  einen  oder  dem  andern  jener  beiden  Satze  parallel  sind,  so  liegt  ihr  gemein- 
schaftlicher Durchschnitt  unendlich  weit.  Alle  diese  besondern  Sätze  sind  als  Fälle  eines 
einzigen  Satzes  anzuschen  und  in  dem  Vorstehenden  ergeben  sich  alle  diese  Falle  durch 
leichte  Modificationcn  ein  und  desselben  Beweises  *).  Um  dies  vollständig  darzu- 


*)  Diesen  Vortheil  haben  wir  nicht  (vergl.  die  77.  — 87.  Nummer  des  ersten  Bandes) , wenn 
wir  dieselben  Sätze,  oder  viermehr  die  Umkehrung  derselben: 

„Wenn  drei  gerade  Linien,  welche  die  Winkelpuncte  zweier  Dreiecke,  paarweise  genom- 
men, mit  einander  verbinden,  durch  denselben  Punct  geben  oder  parallel  sind,  so 
schneiden  sich  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  in  solchen  drei  Puncte»,  die  in  gerader 
Linie  liegen,  oder  diese  Seiten  sind,  paarweise  genommen:  parallel.* 
mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  Gleichungen  beweisen.  Hier  reichen  wir,  wenn  wir  nicht 
Gränz -Betrachtungen  in  der  Construction  zu  Hülfe  nehmen  wollen,  mit  einer  einzigen  An- 
lage de*  Beweises  nicht  aus.  Wir  kommen  aber  zu  diesem  Ziele,  wenn  wir  nach  der 
Note  zur  416.  Nummer  drei  veränderliche  Grössen  x,  y und  z einführen  und  dann  etwa 
x «1s  constant  ansehen.  Nehmen  wir,  bei  dieser  Voraussetzung,  den  gemeinsamen  Durch- 
schnitt der  drei  geraden  Linien  zum  Anfangspunrlc  der  Coordmaten,  so  erhalten  wir  fol- 
gende Coordinaten  - Bestimmung  für  die  drei  Winkelpuncte  der  beiden  Dreiecke  ABC 
und  A'B'C':  • 

A P = *.<  B P " 0 r Ir  = 

(l  = l;  *1  = « i 


A' 


Ir  — y‘+ 


»«  = 


*■  2 ; : 


J +C  , 

) 


c {*  - C 

(i  = t . 


4-c 


nach  dem 
ft  und  yit 


Hiernach  ergehen  sich  leicht  die  Coordinaten  der  drei  Dnrchschnilte,  die, 
beweisenden  Satze,  in  gerader  Linie  liegen,  Coordinaten,  die  wir  durch  y, 
t und  zn  bezeichnen  wollen.  Ist  nun,  was  vorauszusetzen  uns  frei  steht,  die  zweite  Axr 
derjenigen  geraden,  welche  durch  die  beiden  ersten  jener  drei  Durchschnitte  geht,  parallel, 
so  ist  z = z und  hieraus  ergibt  sich  alsdann  i = i(  s i^,  d.  h.  dieselbe  Axe  geht  auch 
durch  den  dritten  Durchschnitt. 

Wenn  insbesondere  x = z = o,  so  folgt,  dass  auch  ztt  = o.  Diesem  Falle  ent- 
spricht, dass  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke,  paarweise  genommen,  parallel  sind. 

Wenn  die  drei  geraden  Linien  AA‘,  BB'  und  CC'  parallel  sind,  so  ergibt  sich,  wenn 
wir,  parallel  mit  ihnen,  auch  die  zweite  Axe  nehmen,  und  die  Winkelpuncte  des  ersten 
Dreiecks  wie  oben  bestimmen,  für  die  Winkelpuncte  des  zweiten  Dreiecks  folgende  Coor- 
dinaten - Bestimmung : 

A’  P ***'•.  R-  = r",  c>  jr  =>  i', 

« = x+c;  (z  = z 4-c  ; Ix  = z +c  . 

Nehmen  wir  nun  an,  die  erste  Axe  sei  ursprünglich  durch  die  beiden  ersten  derjenigen  drei 
Puncte  gelegt,  von  denen  zu  beweisen  ist,  dass  sie  in  gerader  Linie  liegen,  und  behalten 
für  die  Coordinaten  dieser  Puncte  dieselbe  Beziehung  bei , so  ist  y = y#  = o und  hieraus 
folgt  y = y,  = = o,  d.  h.  alle  drei  Durchschnitte  liegen  auf  der  ersten  Axe. 

Die  eben  gemachte  Bestimmung  über  die  erste  Axe  ist  unstatthaft,  wenn  die  beiden 
ersten  Durchschnitte  unendlich  weit  liegen.  Alsdann  ist  aber  z es  z und  hieraus  folgt 
z = z ==  zt  d.  h.  alle  drei  Puncte  liegen  unendlich  weit.  — 

Das  Beweis -Schema,  das  ich  hier  für  alle  verschiedene  Fälle  durebgeführt  habe,  konnte 
ich  in  der  77.  Nummer  bei  Gleichungen  zwischen  y und  x nur  auf  den  Fall  des  Parallelis- 
mus .der  geraden  Linien  AA',  BB'  und  CC'  anwenden.  Der  Grund  dieses  Unterschiedes 
ist  offenbar  darin  zu  suchen,  dass  wir  bei  der  neuen  Coordinaten  - Bestimmung  auch  un- 
endlich weit  entfernte  Puncte  durch  endliche  Coordinaten  - Werlhe  und  unendlich  weit  ent- 
fernte gerade  Linien  durch  eine  endliche  Gleichung  ausdrücken  können.  Wir  erhalten  ncmlich: 

. * = °» 

als  die  Gleichung  einer  unendlich  weit  entfernt  liegenden  geraden  Linie.  (Alle  solche  ge- 
rade Linien  sind  als  zusamraeofallcnd  und  identisch  zu  betrachten).  K$  bezeichnen  ferner 
folgende  drei  Systeme  von  zwei  Gleichungen: 

{y  = o,  z « O;,  (x  ==  o,  z = oj,  (ax+by  = 0,  z — oj, 

drei  solche  Puncte,  die  unendlich  weit  liegen  und  zwar  auf  der  ersten  Axe,  der  lwciten 
Axe  und  nach  irgend  einer  gegebenen  Richtung  hin. 
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thon,  verweile  ich  hierbei  mit  einiger  Ausführlichkeit.  Wir  können  in  diesem  Ende 
auch  noch  bemerken,  dass  wir,  um  den  Satz  der  418.  [Stimmer  zn  beweisen,  wie  in  der 
vorhergehenden  [Sommer,  auch  u als  constant  anschen  können.  Wenn  wir,  bei  dieser 
Voraussetzung,  die  zweite  Axc  dnreh  die  drei  Dnrcbschnittc  der  Seiten  der  beiden  Dreie- 
cke legen,  so  haben  wir  Für  AB  nDd  A'B',  so  wie  für  AC  und  A'C',  und  fttr  BC  und 
B'C'  dasselbe  w,  aber  verschiedene  v.  Das  Uebrige  des  Beweises  ergibt  sich  ganz  ähn- 
lich, wie  bisher.  , 


430.  Anf  dieselbe  Weise,  wie  wir  in  der  84.  Nnmmer  die  Umkehrung  des  Satzes 
der  418.  Nummer  bewiesen  haben,  können  wir  auch  hier  den  Beweis  anlcgen  und  den- 
selben  zugleich  auf  alle  Falle  ausdehnen.  Legen  wir  ncmlich  die  erste  Axc  durch  die 
drei  Durchschnitte  der  gegebenen  Dreiecksseiten,  und  nehmen  u constant,  so  erhalten 
wir  für  diese  Durchschnittspunctc  Gleichungen  von  folgender  Form: 

v = c'w,  v = c"w,  v = c"’w,  (1) 

und  hiernach  folgende  Coordinatcn- Bestimmung  für  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke: 


ab|; 


bc  I”  - 

W = C v ; 

B'C'  |w  = £•»> 
|v  = c v . 


w,  . p (w  = w , 

c’w';  ^ W » c'V; 

A D'  \W  = W#t  A-p  (w  = W , 

Aß  Iv  = c'w.;  Ati  |V  = c\, 

Hieraus  erhalten  wir  für  die  Gleichungen  der  beiden  Poncte  A und  A': 

, c'ww — c'w'  r ev  • 

v— cw  ss  r-  (w— w), 

w — w 

c'V—  c'w  / x 
V—  CW,  es  ü i (w— W ), 

*, — w, 

und,  indem  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  den  Werth  von  w ziehen,  für  die  eine 
der  Coordinatcn  von  AA': 

- - w'w’Yw  — w )— w w fw1'— w") 

w — , ■■■ i.  (.) 

w w — -w  » 

Durch  Accent- Vertauschung  erhalten  wir  sogleich  fllr  die  entsprechenden  Ordinalen  von 
BB'  und  CC,  die  wir  durch  beigefiigte  Punctc  unterscheiden  wollen, 

w'w'Tw  — w )— w w (w"' — w') 

V sst  — — 'S — ' r 

w w..-w'"w,  (]) 

_ *"*"'(»-*„) w w (w‘" — w")  ' ‘ 

w"w,  — w"w 


Wenn  wir  nun  annehmen , dass  die  zweite  Axe  durch  den  Durchschnitt  von  AA' 
und  BB’  gehe,  so  ist  w = w-,  und  da  diese  Gleichung,  wenn  wir  entwickeln,  in  Bezie- 
hung auf  die  einmal,  zweimal  und  dreimal  acccntuirten  Buchstaben,  symmetrisch  wird 
und  zwar  folgende  (84): 

wV(»  w,-w,vj— wV,(v»-wiwiJ+wV(wlw-»wJ  = o, 
so  folgt  sogleich  w = w = w,  und  mithin  geht  CC'  durch  den  Durchschnitt  von  AA' 
und  BB’. 

Wenn  AA'  und  BB'  parallel  sind  und  wir  parallel  mit  ihnen  die  zweite  Axe  legen, 
so  ist  — *=  o und  — - sst  0 mithin : 

w'w  — w"w.  «=  0,  w'w,„— w'V,  = 0, 
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also  auch: 

W "w  — w"'W(  s=  o, 

and  somit  anch  — =>  o,  und  CC  parallel  mit  der  zweiten  Axc,  und  mit  A.V  und  BB’. 

42t.  Wenn  wir  in  allen  Entwicklungen  der  vorigen  Nummer  w mit  u vertauschen, 
so  stellen  die  drei  Gleichungen  (I)  drri  solche  Puncto  dar,  die  nach  gegebenen  Richtun- 
gen hin  unendlich  weil  liegen  und  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  ABC  und  A BC'  sind 
parallel.  Alsdann  erhallen  wir,  -bei  beliebiger  Coordinatcn- Bestimmung,  filr  die  auf  AA’, 
BB'  und  CC’  sich  beziehenden  u,  u*  und  u"  Ausdrücke,  die  ganz  auf  dieselbe  Weise  ge- 
bildet sind,  als  die  Ausdrücke  bei  (2)  und  (3),  z.  B.: 

u’u”(u  — u )— u n (u’’ — u")  , . 

u = — — r Sr“ . (t) 

u u_ — u u 

Wenn  wir  nun  annehmen,  dass  der  Durchschnitt  von  AA’  und  BB’  znm  Anfangs- 

punct  der  Coordinaten  genommen  worden  sei,  so  ist  — = o und  — = o,  und  hieraus  folgt, 

wie  in  der  vorigen  Nummer,  dass  auch  — =>  o und  also  CC  durch  den  Durchschnitt 
o u„ 

von  AA’  und  BB’  geht,  * 

Wenn  AA’  und  BB’  parallel  sind  und  war  parallel  mit  ihnen,  die  erste  Aue  nehmen. 


o und  — 


o und  also  — 
u- 


o,  d.  h.  auch  CC’  ist  mit  AA 


SO  kommt  wiederum  — 
n 

und  BB’  parallel. 

422.  W'cnn  wir  in  der  420.  Nummer  v und  w gegenseitig  mit  einander  vertauscht 
hätten,  so  wtlrden  die  Gleichungen  (l)  noch  immer  drei  Punctc  der  ersten  Axe  darstellcn 
und  statt  (2)  hätten  wir  folgende  Gleichung  erhallen,  in  der  wir  v wiederum  auf  AA' 
beziehen: 

v = v'T"(y..— v»)~ V-Ta(v"— O 

v'vn — v”v,  ’ ' ' 

Um  nichts  mit  Stillschweigen  zu  übergehen,  was  unmittelbar  in  den  zuletzt  entwickel- 
ten Ausdrücken  liegt,  erwähnen  wir  folgende  Salze,  deren  Beweis  darin  enthalten  ist, 
dass  in  den  Gleichungen  (2),  (5)  und  (4)  c'  und  c"  nicht  Vorkommen. 

Wenn  die  Scheitel  zweier  Winkel  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  fortrücken, 
während  ihre  Schenkel  sich  um  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punete  drehen,  so  bil- 
den die  beiden  Winkel  in  ihren  verschiedenen  Lagen  Vierecke , deren  zwei  Diagona- 
len durch  zwei  feste  Punete  gehen,  die  mit  jenen  vier  Punclcn  in  derselben  geraden 
Linie  liegen. 

Wenn  die  Scheitel  zweier  Winkel  von  constanter  Grösse  auj  einer  geraden  Linie, 
ohne  dass  die  Winkel  sich  drehen,  fortrücken,  so  bleiben  die  beiden  Diagonalen  des  durch 
die  beiden  Winkel  in  allen  ihren  Lagen  gebildeten  Vierecks  mit  sich  selbst  parallel. 

Wenn  man  um  vier  Punete  derselben  geraden  Linie  zwei  Paare  durch  diese  Punete 
gehender  Parallel  -Linien  sich  drehen  lässt,  so  gehen  die  beiden  Diagonalen  der,  in 
den  verschiedenen  Lagen  der  Parallel  - Linien  gebildeten , Parallelogramme  durch  zwei 
auf  derselben  geraden  Linie  liegende  Punete. 

Es  können  in  diesem  letzten  Satze  auch  die  vier  Punete  nnendlich  weit  genommen 
werden,  alsdann  verschieben  sich  die  beiden  Parallel -Linien  jedes  Paares  parallel  mit 
II.  3 
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sich  selbst,  und  zwar  so,  dass  ihr  gegenseitiger  Abstand  sich  nicht  ändert;  alsdann  blei- 
ben die  in  Rede  stehenden  Diagonalen  mit  sich  selbst  parallel. 

423.  Wenn  sechs  gerade  Linien,  paarweise  genommen,  sich  in  drei  Fanden  der- 
selben geraden  Linie  schneiden,  oder  parallel  sind,  so  können  wir  aus  denselben  vier 
verschiedene  Paare  solcher  Dreiecke  bilden,  wie  sie  in  den  Sätzen  der  417.  und  418. 
Nummer  verlangt  werden,  und  erhalten  also  auch  viermal  drei  gerade  Linien,  die  durch 
denselben  Punct  gehen,  oder  parallel  sind.  Und  somit  ist  der  in  dem  Vorstehenden 
bewiesene  allgemeine  Satz  folgender: 

Wenn  man  durch  jeden  von  solchen  drei  Puncten,  die  in  gerader  Linie  liegen , 
zwei  gerade  Linien  zieht,  oder  trenn  man  drei  Paare  paralleler  gerader  Linien  nimmt, 
so  schneiden  sich  die  drei  verschiedenen  Linien- Paare  zu  ztvei  und  zwei  in  dreimal 
vier  Puncten,  durch  welche  man  noch  dreimal  ztvei  gerade  Linien  legen  kann,  die  ein 
Viereck  mit  seinen  beiden  Diagonalen  bilden.  , 


424.  Wir  wollen  zu  einer  zweiten  Gruppe  von  Sätzen  übergehen. 
f Venn  irgend  zwei  gerade  Linien  und  auf  jeder  derselben  drei  Puncte , auf  der 
einen  die  Puncte  A,  B,  C,  auf  der  andern  st,  B,  O gegeben  sind,  so  schneiden  sich 
die  drei  Linien -Paare  AB'  und  AB,  AC  und  AC,  BC  und  BC  in  solchen  drei 
Puncten  S,  S',  S",  die  in  gerader  Litue  liegen. 


Um  dicscu  Satz  zu  beweisen , wollen  wir  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien. , die 
sich  in  O schneiden  mögen,  zu  Coordinaten  - Aren  nehmen  und  alsdann  die  reciproken 
Werthe  von  OA,  Oß  und  OC  durch  v',  v''  und  vv,  die  reciproken  Werlhc  von  OA’, 
OB’  und  OC'  durch  u',  u"  und  u"  bezeichnen.  Hiernach  ergibt  sieb,  indem  wir  w con- 
stant  nehmen,  folgende  Coordinaten- Bestimmung  für  jene  drei  Linien  - Paare : 

«>  C Z ?!  ab’  £ : ;5 


A C j"  - ”.i 
tv  = v ; 

B C {“  “ nl* 

\V  = V ; 


ac  {" : “v 

BC' 

tv  = V . 


Für  die  beiden  ersten  Durchschnittspunctc , S und  S,  erhalten  wir  also  folgende  Glei- 
chungen : 

u"— u 

u—u  = — 11  — , (v— v), 
v —v  ' 

u u , 

u—n  = - ('— v )- 

Ziehen  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab  und  multiplicircn  alsdann  mit 
(v" — v')(v‘ — v’),  so  kommt: 

(v"— v')(v"— v')(  u"— u”)  = M(v— v),  (,) 

indem  wir,  der  Kürze  halber, 

u’V — v”u — u"V-f-v"V-f-u 'V' — v"'n"  = M, 
setzen.  Ans  der  Gleichung  (l)  erhält  man  folgende: 

Jlv  = N,  (,) 

wenn  man : 

(v—  v*)v"V'+{v" — v'")v'u'+(v v')v"u"  = N, 

setzt. 
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Wenn  wir  u'  nnd  u",  v und  v"  gegenseitig  mit  einander  vertauschen,  so  bleibt  der 
erste  Dnchscbnitl  S derselbe,  indem  AB'  an  die  Stelle  von  AB  und,  umgekehrt,  AB 
an  die  Stelle  von  AB'  tritt;  statt  des  weiten  Durchschnittes  S’  erhallen  wir  aber  den 
dritten  S".  Durch  jene  Accent-\crlanschung  bleiben  M und  N unverändert,  ausgenom- 
men, dass,  beide  zugleich,  ihr  Zeichen  ändern;  es  bleibt  also  der  Werth  von  v iden- 
tisch’derselbe,  wenn  wir  statt  des  zweiten  I’unctcs  den  drillen  nehmen.  Es  liegen  also 
alle  drei  Punctc  in  derselben  geraden  Linie. 

t,<25.  Wenn  wir  die  drei  Punctc  auf  jeder  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  un- 
ter einander  vertauschen,  so  erhallen  wir  neue  Constrnctioncn  des  eben  bewiesenen  Sa- 
tzes Solcher  Constrnctioncn  gibt  es  offenbar  so  viele  als  die  drei  Punrte  auf  cinei  be- 
liebigen jener  beiden  geraden  Linien,  etwa  der  zweiten,  sich  parmutiren  lassen,  also 
sechs.  Hiernach  erhalten  wir  folgendes  Schema  von  sechs  mal  drei  Puncten , die  in 
gerader  Linie  liegen: 


(AB',  AB), 

(AC,  AC), 

(BC,  B’C); 

(AA’,  B'Il), 

(AC',  B'C), 

(BC,  AC); 

(AK,  CB), 

(AA',  CC), 

(BA>,  BC); 

(AC‘,  ATI), 

(AB',  A'C), 

(BB,  CC), 

(AC«,  BB), 

(AA',  B'C),  ' 

(BA\  C'C); 

(AA’,  CB), 

(AB',  C'C), 

(BB,  AC). 

und  vierte,  so  wie 

die  erste,  fünfte 

nnd  sechste  von  diesen  geraden 

IJ1C  zweue,  uimc  uuu  - .....  . j r • • _ 

Linien  geben  durch  denselben  Pnnct.*)  Die  drei  erstgenannten  geraden  Limen 

erhält  man , indem  man  nach  einander  A'  nnd  IV,  A und  C,  B und  C,  also  auch  u 
und  u”,  u und  u ",  n und  u"  gegenseitig  vertauscht.  Nach  dieser  Bemerkung  ergibt 
sich  sogleich  aus  (1)  folgende  Bestimmung  für  die,  diesen  drei  geraden  Limen  zukom- 
nicnden,  v,  die  wir  zur  Unterscheidung  unten  accenluircn  wollen: 

v'Xv"-  v’Xn'—  □’")  = M'r.-Jfv', 

(v"’—  v')(v'—  v’Xn"—  u)  *=  M\—  MV. 

(v-_v’Xv"—  v'Xn^-n")  =.  M"  v—  MV. 

Wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  addiren,  so  verschwindet  der  erste  Theil  der  resnlli- 
renden  Gleichung;  wir  überzeugen  uns  überdies  leicht,  dass 

- o, 

und  somit  erhalten  wir:  M'v+M"v +M'"v„  = o, 

<><)cr:  M'(v-vJ+M"(v.-v,J  = o. 

Da  M’  und  M"  auf  keine  Weise  sich  ändern,  wenn  wir  u mit  v vertauschen,  so  er- 
hält mau  zwischen  den  auf  die  drei  in  Hede  stehenden  geraden  Linien  sich  beziehenden 
u,  die  wir  zur  Unterscheidung  ebenfalls  unten  accenluircn  wollen,  aus  der  letzten  Glei- 
chung unmittelbar  folgende: 


M'(n— nJ+M"(u  — uj  = o. 


*)  Diesen  Satz  hat  H.  SttinüH  in  Ghbgonnk’s  Annalen  (lome  XIX  Pag.  128  zum  Beweise 
soreeleet.  Ks  ist  derselbe  ein  besonderer  Kall  eines  allgemeinen  Satzes,  mit  dem  »n  «»i 
spater  Lclufligen  werden,  und  in  welchen,  an  die  Stelle  des  Systems  der  beiden  gegebe- 
nen geraden  l.inien  irgend  eine  Linie  zweiter  Ordnung  tritt. 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

v— v,,  v„— v„, 

n_ — u _ u — u„; 

und  ans  dieser  Gleichung  ist  ersichtlich,  dass  die  drei  geraden  Linien  (v_,  u_),  (v^,  uj 
und  (v,_,  nj  durch  ein  und  denselhen  Punct  gehen. 

Wenn  wir,  etwa  von  der  zweiten,  geraden  Linie  des  obigen  Schcma's  ausgehen,  und 
dann  nach  und  nach  A’  und  11’,  A'  und  G’,  ß'  und  C'  mit  einander  vertauschen,  so  kom- 
men wir  zu  der  ersten,  fünften  und  sechsten  Linie  desselben  Schcma's,  und  wir  können 
gerade  auf  dieselbe  Weise  zeigen,  dass  auch  diese  drei  geraden  Linien  in  demselben 
Punctc  sich  schneiden. 

426.  Den  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Salz  erhalten  wir  unmittelbar  durch 
Hülfe  des  Salzes  der  418.  Nummer.  Denn,  da  die  drei  geraden  Linien  A'ß,  AC'  und 
B’C  den  drei  andern  Air,  A'C  und  UC'  in  dreien  Punctcn  derselben  geraden  Linie,  der 
ersten  Linie  des  obigen  Schcma’s,  begegnen,  so  gehen  die  drei  geraden  Linien 
(AC',  BC),  (AC,  BC); 

(A'B,  BC),  (AB',  BC); 

(AB,  AC),  (AB',  A'C); 

in  denen  wir  sogleich  die  zweite,  dritte  und  vierte  des  Schcma's  wiedererkennen,  dnreh 
ein  und  denselben  Punct  *). 

(i 27.  Die  letzten  beiden  Sätze  können  wir  in  folgende  Aussage  zusammenfassen. 

Wenn  zwei  gerade  Linien  und  auf  jeder  derselben  drei  Punete  gegeben  sind,  so 
können  wir  diese  Punctc  durch  neun  neue  gerade  Linien  verbinden.  Diese  neun  gera- 
den Linien  schneiden  sich  in  achtzehn  neuen  Punclen.  Von  diesen  achtzehn  Punctcn 
liegen  sechsmal  drei  in  gerader  Linie.  Von  diesen  sechs  geraden  Linien  gehen  drei 
und  drei  durch  denselben  Punct. 

U 28.  Wenn  wir  von  einem  der  beiden  letztgenannten  Punctc,  den  drei  in  demselben 
sieh  schneidenden  geraden  Linien  und  den  drei  auf  jeder  von  diesen  Linien  liegenden 
Punctc  ursprünglich  ausgehen,  so  können  wir  diejenigen  drei  geraden  Linien  construircn, 
die  durch  den  zweiten  jener  heiden  Punete  gehen.  Hiernach  erhalten  wir,  indem  wir 
die  Construction  des  letzten  Satzes  aus  einem  andern  Gcsichtspunctc  betrachten,  folgende 
Erweiterung  des  Satzes  der  i|t8.  Nummer. 

Wenn  irgend  drei  Dreiecke  so  liegen , dass  ihre  Winkclpuncte  auf  drei  durch  den- 
selben Punct  gehenden  geraden  Linien  sich  befinden , so  gehen  diejenigen  drei  geraden 
Linien,  welche  die  Durchschnitte  der  diesen  IVinkclpuncten  respective  gegenüberliegen- 
den Seiten  dieser  paarweise  zusammengestel/tcn  Dreiecke  enthalten,  durch  ein  und 
denselben  Punct. 

Ich  führe  diesen  Satz,  der  einer  viel  grossem  Ausdehnung  noch  fähig  ist,  hier  nur, 
der  Beziehung  zu  den  vorhergehenden  Sätzen  wegen,  an.  Später,  wo  ich  an  Beispielen 
zu  zeigen  gedenke,  wie  sich  durch  eine  einfache  Verbindung  allgemeiner  Symbole  ver- 


*)  Auf  ganz  ähnliche  Weise  können  »ii  zeigen,  dass  in  dem  Satze  der  24.  Nummer  von  den 
»echt  Durchschnitten  drei  und  drei  in  gerader  Linie  liegen,  ncmlich  (Tab.  II.  Eig.  23)  ei- 
■ler.eit  S,  T,  V und  andererseits  R,  W,  U. 
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mittelst  unbestimmter  Coefficienlen  sehr  zusammengesetzte  Sätze  beweisen  lassen,  werde 
ich  auf  den  vorstehenden  Satz  zurtickkommcn.  Doch  will  ich  den  Beweis  desselben,  der 
nach  den  frühem  Sätzen  sehr  nahe  liegt , noch  schliesslich  folgen  lassen. 

Die  drei  gegebenen  Dreiecke  seien  ABC,  A'ß'C  und  A"B"C"  nnd  die  Winkelpuncte 
A,  A‘  nnd  A",  ß,  B'  und  B",  C,  C'  und  C"  liegen  auf  solchen  drei  geraden  Linien,  die 
durch  denselben  Punct  gehen.  Alsdann  schneiden  sich  nach  dem  zu  beweisenden  Satze, 
folgende  drei  geraden  Linien,  von  denen  jede  drei  Durchscknittspunctc  gegenüberliegen- 
der Dreiecksscitcn  enthält: 

(BC,  BC),  (AC,  A'C  ),  (AB,  A’B  )S 

’ (BC,  n”C"),  (AC,  A”C“),  (AB,  A' B") ; 

(B  C’.  B”C"),  (A’C',  A'C"),  (A'B',  A’B"); 

in  demselben  Pnncle.  Dies  ist  sogleich  ersichtlich.  Es  bilden  nemlich  die  geraden  Li- 
nien BC,  B'C  und  B"C,  AC,  A'C  und  A"C''  zwei  Dreiecke,  deren  Seiten  sich  in  den 
drei  Punclen  C,  C und  C",  welche  in  gerader  Linie  liegen,  schneiden.  Die  den  durch 
diese  drei  Puncto  gehenden  Seiten  gegentibersteheuden  Winkelpuncte  beider  Dreiecke 
sind  die  beiden  ersten  Puncle  der  dritten,  zweiten  nnd  ersten  jener  drei  geraden  Linien. 
Diese  drei  Linien  geben  also  (it8)  durch  denselben  Punct.  — 

U2 0-  Die  folgenden  Nummern  enthalten  solche  Entwicklungen,  die  mit  Ausdrücken, 
die  za  Anfang  dieses  Abschnittes  entwickelt  worden  sind,  in  iunigem  Zusammenhänge 
Stehen  und  aus  der  Form  dieser  Ausdrücke  unmittelbar  hervorgehen. 

Wenn  wir  die  beiden  Gleichungen: 

au-t-bv-f-w  = o, 
j'u+Ijv+w  = o, 

welche  irgend  zwei  gegebene  Puncle  darstellen,  der  Kürze  halber  durch 

U = o,  IT  = o, 

bezeichnen,  so  stellt  die  Gleichung: 

IW  = o, 

denjenigen  Punct  dar,  welcher  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  gegebenen  liegt  (tito). 
Bezeichnen  wir  die  Gleichung  eines  dritten  Punctes: 

a'u+b'V+w  = o, 

durch  ein  neues  Symbol: 

IT'  = o, 

so  stellt  auch  folgende  Gleichung: 

6 U+UW  = o (■) 

einen  Punct  dar.  Um  diese  Gleichung  zu  befriedigen,  setzen  wir  zugleich 

U -4-  U’  = o , nnd  U"  = o j 
U-t-U  = o,  „ „ IT  = 05 
L'+L"  =»o,„„U  = o; 

und  erhalten  also  drei  Paare  von  Puncten , durch  welche  drei  gerade  Linien  bestimmt 
werden,  die  alle  drei  durch  den  zn  construircndcn  Pnnct  gehen.  Diese  drei  Puncten- 
Paare  sind  aber,  was  die  Form  der  letzten  Gleichungen  zeigt,  die  drei  gegebenen  Puncle 
und  die  Mitten  zwischen  je  zweien  derselben.  Die  vorstehende  Construction  der  Glei- 
chung (l)  enthält  also  folgenden  allbekannten  Satz: 

In  jedem  Dreiecke  schneiden  sich  diejenigen  drei  geraden  Linien , welche  die  drej 
Winkelpuncte  mit  den  drei  Mitten  der  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden , in  ein  und 
demselben  Puncle . 
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430.  Fügen  wir  zu  den  drei  gegebenen  Pnnctcn  noch  einen  vierten  hinzu,  dessen 
Gleicbung  folgende  sei : 

a'"n+b"'v+w  = o, 

und  bezeichnen  diese  Gleichung  wiederum,  der  Kürze  halber,  durch: 

IT  - o, 

so  stellt  die  Gleichung: 

U+lT+l)  +h  = o (*) 

einen  neuen  Punct  dar.  Wir  können  diese  Gleichung  anf  nachstehende  dreifache  Weise 
in  zwei  Gleichungen  zerlegen: 

U + IT  = o,  und  U"-t-U  " = o j 

u-t-ir  = o,  „ „ f +i ' = ot 

U+U"  = o,  „ „ l -t-U  =0} 

und  erhalten  also  drei  leicht  zu  bestimmende  Paare  von  Pnnctcn , und  hiernach  drei  ge- 
rade Linien,  welche  durch  den  durch  (2)  dargcstclltcn  Punct  gehen.  Der  auf  diese 
Weise  bewiesene  Satz  ist  folgender. 

Wenn  man  in  irgend  einem  Vierecke  die  Mitten  der  gegenüberliegenden  Seiten  und 
der  beiden  Diagonalen  durch  drei  gerade  Linien  verbindet,  so  gehen  diese  drei  gera- 
den Linien  durch  ein  und  denselben  Punct. 

Man  hätte  die  Gleichung  (2)  noch  auf  folgende  Weise  in  zwei  einfachere  zerlegen 
können:  __  

o,  und  U"  = 0| 
o,  . , IT  = o: 


. U = o, 

„ U - o, 

die  durch  denselben  Punct  (2)  gehen. 

statt  der  Gleichung  (l)  der  429. 


Ü+U+U' 
u+ü+it  - o, 

u+ip-t-ir'  = o,  , 

U'-t-U"-+-U'"  = o,  , 

und  hiernach  vier  neue  gerade  Linien  erhalten, 

43t.  Wenn  wir,  bei  der  bisherigen  Bezeichnung 
Nummer  folgende  nehmen: 

jil-f-,“  U -hu  11 ' = o,  (3) 

indem  ft,  fi  nnd  /c"  beliebige  Cocfticicntrn  bedeuten,  so  stellt  auch  diese  Gleichung  ei- 
nen Punct  dar.  Und,  auf  dieselbe  Weise,  als  in  der  angeführten  Nummer,  erhalten 
wir  drei  durch  jenen  Punct  gehende  gerade  Linien,  ncnilich  diejenigen,  welche  folgende 
drei  Pnnctcn  - Paare  mit  einander  verbinden: 

/lU  + ^i'U’  — o,  und  U“  = o; 

/rU-t-jt”U"  = o,  „ , U’  = oj 

Ji‘U'+/r“U"  ■=  o,  „ . U «=  0. 

Diese  drei  geraden  Linien  sind  leicht  zu  bestimmen,  die  erste  derselben  verbindet  in  dem 
Dreiecke  UU'U“  den  Wiukelpnncl  Lr  mit  demjenigen  Puncle  der  gegenüberliegenden 
Seite  UU',  dessen  Abstände  von  den  beiden  Punctcn  U und  U’  sich  verhalten  wie  fi-.  ft. 
Die  zweite  nnd  dritte  gerade  Linie  gehen  durch  die  beiden  andern  Winkelpuncte  U und 
U und  durch  diejenigen  beiden  Puncto,  welche  auf  den  beiden  gcgenuberstchendcn  Sei- 
ten UU"  und  UU"  so  liegen,  dass  ihre  Abstände  von  U und  U”  und  von  U’  nnd  U" 
sich  resp'ectivc  verhalten  wie  fit  ft  nnd  ft  '-  fi-  (310)- 

Dicsc  drei  gerade  Linien  schneiden  sich  also  in  demselben  Puncte  und  dieser  Punct 
ist  bekanntlich  kein  anderer,  als  der  Schwcrpunct  dreier  Gewichte,  die  sich  wie  fi:  fi:  ft" 
verhalten  und  die  wir  uns  in  den  Winkclpnnclcn  des  Dreiecks  in  U,  U'  und  U"  ange- 
bracht denken. 
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Wie  die  vorstehende  Gleichung  (3)  können  wir  ancli  folgende  Gleichung: 

MJ+,<'U'+^"U"+.U"XJ".  . . = o,  (i) 

deren  erster  Thoil  ans  beliebig  vielen  Gliedern  bestehen  mag,  durch  allmühlige  Zerle- 
gung constrnircn  und  erhalten  auf  diese  W eise  eine  grössere  Anzahl  von  geraden  Linien, 
die  alle  durch  den  durch  (4)  dargeslclltcn  Punct  gehen.  Es  ist  dieser  Punct  dir  Schwcr- 
punct  von  Gewichten,  die  sich  verhalten  wie  /< : ft:  ft":  ft":  . . und  respeclive  in  den 
Punctcn  U,  U',  U"f  U"'.  . angebracht  sind;  und  nach  den  Grundsätzen  der  Statik  über 
die  Zusammensetzung  paralleler  Kräfte  erhalten  wir  die  Bestimmung  derselben  geraden 
Linien  als  oben,  die  alle  durch  den  Punct  (4)  gehen.  Fiir  solche  harycenlrischc  Betrach- 
tungsweisen, die  auf  eine  ungemein  leichte  Weise  zu  vielen  Sätzen  der  Situatious- Geo- 
metrie führen,  erhalten  wir  also  durch  die  Einführung  der  neuen  Gleichungen  einen  Al- 
gorithmus, der  zugleich  überflüssig  macht,  dass,  der  Geometrie  fremde,  Begriffe  in  die- 
selbe eingefuhrt  werden  *). 

432.  Wenn  wir  durch  irgend  einen  beliebigen  Punct  in  der  Ebene  eines  gegebenen 
Dreiecks  und  durch  die  drei  NVinkcIpuncle  desselben  drei  gerade  Linien  ziehen,  so  kön- 
nen wir  die  Dnrchschnittspunctc  dieser  drei  Linien  mit  den,  den  bezüglichen  \\  inkcl- 
punctcn  gegenüberliegenden  Seiten,  nach  der  vorigen  Nummer,  durch  folgende  Gleichun- 
gen darstellen : 

jzU  + »U  = o, 

fiU+/t"U"  = o,  (s) 

f*U’-4-/i"U"  ■=»  O; 

und  nach  der  410.  Nummer  erhalten  wir  für  die  vierten  harmonischen  Thcilongspunclc 
auf  den  drei  Dreiecks  - Seiten  folgende  Gleichungen  : 


* r 

*)  Einen  eben  so  einfachen  Algorithmus  liefern  die  gewöhnlichen  Gleichungen  für  diejenigen 
Beweisführungen , die  sich  auf  die  Lehre  von  der  Zusammensetzung  solcher  Kräfte,  die  in 
derselben  Ebene  nach  gegebenen  Hichtungeu  mit  gegebener  Energie  wirken.  Legcu  wir 
nemlich  (3-1),  hei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinatcu,  lineare  Gleichungen  von 
folgender  Form  zu  Grunde: 

(j — ax — b>xwa  = o, 

wo  a denjenigen  Winkel  bedeutet,  deu  die  bezügliche  gerade  Linie  tuit  der  ersten  Axc 
bildet,  bezeichnen  der  Kürze  halber  den  ersten  *1  hell  solcher  Gleidmugeu  durch  A,  und 
unterscheiden  diese  A,  sobald  sie  sich  auf  verschiedene  gerade  Linien  beziehen,  durch  Ac- 
cente, so  sehen  wir  sogleich  (33),  dass  die  Gleichung: 

A+A  = o, 

diejenige  gerade  Linie  darstellt,  nach  welcher  die  aus  zweien  gleichen  Kräften,  die  nach 
den  gegebenen  geraden  Linien: 

A = o,  A = o, 

wirken,  resullircndc  Kraft  wirkt«  Ebenso  bezeichnet  die  Gleichung: 

/tA*+7<’A'  — o, 

die  Richtung  derjenigen  Kraft  dar,  die  aus  solchen  zwei  Kräften,  die 
den  gegebenen  geraden  Linien  wirken  und  sich  verhalten  wie  /z : 
stellt,  bei  analoger  Bezeichnung,  wenn  beliebig  viele  Kräfte  gegeben  sind,  die  sich  verbal- 
tee  wir  /u:  p:  /z":  // 's  . . und  nach  den  gegebenen  geraden  Linien: 

A * o,  A’  = o,  A"  o,  A"‘  ■=  o,  u.  t.  w. 
wirken,  folgcudc  Gleichung: 

gArf/tA^yf'A  -bfi ' A'  + . . =3  u, 

die  Biclitung  der  resultirendcu  Kraft  dar.  Diese  Gleichung  können  wir  auf  ähnliche  Weise 
construireu  als  die  Gleichnng  (4)  des  Textes. 


nach  denselben  bei- 
(30).  Und  endlich 
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/*U  — fi'U‘  = o, 

/(U — M"V"  = °>  (*) 

/i'U’ — /z"U"  = o. 

Vod  diesen  drei  Gleichungen  bedingen  je  zwei  die  dritte:  die  bezüglichen  drei  Pnncte 
gehören  derselben  geraden  Linie  an.  Also: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punele  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks  drei 
gerade  Linien  nach  den  drei  Winketpunclen  desselben  zieht,  so  liegen  die  vierten  har- 
monischen Theilungspiincle  zu  den  drei  Durchschnitten  dieser  Linien  mit  jeder  der  drei 
Dreiecks -Seiten  und  den  bezüglichen  Winkclpuncten  alle  drei  in  gerader  Linie.  *) 

433.  Die  dnreh  die  Gleichungen  (6)  dargcstcllten  harmonischen  Theilungspnncte 
können  wir  leicht  auf  folgende  Weise  constroiren.  Wenn  wir  z.  B.  die  beiden  letzten 
der  drei  Gleichungen  (5)  von  einander  abziehen,  so  erhalten  wir  die  erste  der  Gleichun- 
gen (6).  Es  liegt  also  der  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Pnnct  auf  der,  die  dnreh 
jene  beiden  Gleichungen  dargestellten  Puncte  verbindenden,  geraden  Linie,  also  im  Durch- 
schnitte dieser  Linie  mit  dar  Dreicclcsseitc  LU’.  Hiernach  erhält  der  letzte  Salz  folgende 
Aussage. 

Wenn  man  auf  den  drei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  drei  Puncte  so  annimmt , 
dass  die  drei  geraden  Linien,  welche  diese  Puncte  mit  den  gegenüberliegenden  Winkel- 
puncten  verbinden , durch  denselben  Puncl  gehen , so  schneiden  diejenigen  drei  geraden 
Linien,  welche  diese  Puncte,  paarweise  genommen,  verbinden,  die  drei  Dreiecksseiten 
in  solchen  drei  Puncten,  die  in  gerader  Linie  liegen- 

4*4-  Wenn  man  die  gegenüberliegenden  Seiten  irgend  eines  gegebenen  Vierecks 
UU"U'ir,  ncmlich  ULT  nnd  U’U”’,  UU"  und  U’U",  bis  zu  ihrem  gegenseitigen  Durch- 
schnitte verlängert,  so  ergeben  sich  zwei  nette  Puncte,  U,v  nnd  Uv,  deren  Gleichungen, 
von  derselben  Form  als  die,  in  den  letzten  Nummern  gebrauchten,  wir  durch 
* * U*v  = 0,  Uv  = o, 


bezeichnen  wollen.  Alsdann  haben  wir,  wenn  wir  den  ersten  dieser  beiden  Puncte  be- 
trachten, folgende  identische  Gleichnngen : 

. ,.U+,.'U"  = UIV 

nV+prU"  = u>v  w 

wobei  ft,  pt,  p."  nnd  ft“  unbestimmte  Cocflicienten  bedeuten,  die  aber,  weil  wir,  nach 
der  eben  gemachten  Bemerkung,  dass  die  verscbiedcuen  Symbole  U,  U'  u.  s.  w.  solche 
AusdrUckc  vertreten,  in  denen  der  Coefücicnt  von  w gleich  Eins  ist,  durch  folgende 
Gleichungen  verbunden  sindt 

H+p  - J,  . 

fi+fi"  = 1. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  ergibt  sielt  folgende  identische  Gleichung: 

^u-hu'tr  = ,/u'.fvnr(  (3) 


*)  Auch  die  harmonische  Theilung  steht  mit  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  in  genauer  Be- 
ziehung. Wenn  nemlich  irgend  zwei  Kräfte,  die  in  derselben  Kbcnc  wirken,  gegeben  sind, 
und  mau  bestimmt  ihre  Mittelkraft ; lässt  dann  eine  beliebige  derselben  nach  entgegengesetz- 
ter Richtung  wirken,  und  bestimmt  wiederum  die  Mittelkraft,  so  bilden  die  Richtungen  der 
beiden  gegebenen  und  der  beiden  resuitirenden  Kräfte  vier  Harmonicalen.  Lässt  man  die- 
selben vier  Kräfte  auf  Puncte  desselben  geradlinigen  Hebels  wirken , so  sind  die  vier  An- 
griffspunctc  vier  harmonische  Theilungspuncte. 
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und  ans  dieser  wiederum  folgende: 

/.u-yir  = t,v-fiv. 

Wenn  wir  die  beiden  Theile  dieser  Gleichung  gleich  Null  setzen: 

=-  o, 

(tV— /k"U"  = O; 

so  stellt  die  erste  dieser  resultirendcn  Gleichungen  einen  solchen  Punct  dar,  der  auf 
UW,  und  die  zweite  Gleichung  einen  solchen  Punct  dar,  der  auf  U'U’’  liegt,  und  da 
beide  Gleichungen  identisch  sind,  stellt  jede  beliebige  derselben  denjenigen  Purtet  dar, 
der  im  Durchschnitte  von  UU’"  und  U’U"  liegt,  mithin  den  Punct  Uv.  Es  ist  also, 
wenn  wir  wiederum  auf  die  Form  der  durch  die  verschiedenen  Symbole  dargestellten 
Ausdrücke  Rücksicht  nehmen : 

MÜ-fU-  = 0«-,OUv 
mV — ,«"U”  = (ji'—fi")Uv. 

Wenn  wir  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (1)  mit  (/:—/*”')  mnltipliciren  und  dann 
zu  der  ersten  der  Gleichungen  (U)  addiren,  ergibt  sieb: 

((#<— ^.K+iOU+C«— /c'V'U'— /f"’Ur  = 0<— /*"’)(U1V+ÜV).  (s) 

Bringen  wir  ferner  alle  Glieder  der  Gleichung  (3)  auf  die  erste  Seite: 

/tu— j*"ir  = o,  « 

mnltipliciren  mit  (— ft)  und  addiren  diese  Gleichung  alsdann  zur  vorhergehenden,  so 
kommt,  wenn  wir  auf  die  Bedingungs- Gleichungen  (2)  Rücksicht  nehmen: 

mm ( U-t-U') — /<"/<'''( Lv-t-U’  ’ ) = (i<— /i"')(Ulv+Uv)  = (mm'—m"m')(U1v+Uv)-  (?) 
Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  die,  durch  die  drei  Gleichungen: 

U+U*  = o, 
ir+ir  = o, 

IJU  +UV  *-=  0, 

dargcsleillcn,  drei  Puncte  in  gerader  Linie  liegen.  Diese  drei  Pnnctc  sind  aber  (410)  die 
drei  Milten  von  UU’,  U"U’"  und  UIVUV;  und  mithin  haben  wir  folgenden  bekannten 
Satz  bewiesen,  zu  dem  wir  schon  früher  auf  indircctcm  Wege  gekommen  sind|*): 

In  Jeder  vollständigen  vierseitigen  Figur  liegen  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  in 
gerader  Linie. 

Zugleich  zeigt  uns  die  Gleichung  (7),  dass  die  Abstande  des  dritten  Punctes  von 
dem  ersten  und  zweiten  sich  verhalten  wie: 


_ fliV  = UlVU.  UIVU : — U1VU.  U1VU. 

MM 

Es  steht  jener  Punct  von  diesen  gleichweit  ab,  wenn: 

» »f 

M_  M 
M = M ’ 

das  beisst,  wenn: 

U«VU:  UIVU"  = U1VU':  U1VU”, 

und  entweder  U,v  zwischen  U und  W oder  zwischen  U’  und  U"'  liegt. 

Um  den  Coefficicntcn  zu  finden , mit  dem  wir  die  Gleichung  (6)  multipliciren  müssen, 
und  den  wir  n nennen  wollen,  haben  wir: 

[fi — f*'").u+/<+ni«  ss  — n«’, 


*)  Entwicklungen  278.  Poncelet,  Tratte  164. 

II.  4 
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eine  Gleichung,  die  zugleich  mit  folgender  besieht : 

(11 — nii"  — — ji" — n fi',  ' - 

worin  eben  der  Nerv  des  Beweises  liegt. 

Statt  aus  der  ersten  Gleichung  hei  (I)  und  (4)  die  Gleichung  (5)  herzulciten , hätten 
wir  eine  entsprechende  Gleichung  durch  Verbindung  einer  beliebigen  der  beiden  Glei- 
chungen (t)  mit  einer  beliebigen  der  beiden  Gleichungen  (4)  erhalten  hünnen.  Statt  der 
Gleichung  (5)  ergibt  sich  endlich  eine  symmetrische,  wenn  wir  beide  Gleichungen  (f) 
mit  Ut— fi')  — (fi — ft  ) multiplicireu  und  dann  zu  beiden  Gleichungen  (4)  addiren. 

435.  Wenn  wir  statt  Ausdrücke  von  der  Form:  (an-f-bv-f-w),  die  wir  in  der  vorigen 
Nummer  U,  U'  n.  s.  w.  genannt  haben,  nun  Ausdrücke  von  der  Form:  (iW-bv-t-cw), 
betrachten,  in  denen  der  Cocflicicnt  von  n gleich  Eins  ist,  und  solche  Ausdrücke  durch 
dieselben  Symbole  bezeichnen,  so  erhält  die  Gleichung  (7)  der  vorigen  Nummer  eine  an- 
dere Deutung,  ohne  dass  in  dem  Eutwicklungs  - Gange  irgend  etwas  sich  ändert. 

Wenn  von  folgenden  vier  Gleichungen: 

U — o,  U”  = o,  U — U'  =>  o,  U-f-U  o, 

die  beiden  ersten  irgend  zwei  gegebene  Punctc  darstcllcn,  so  stellt  die  dritte  Gleichung 
(bei  den  eben  gemachten  Voraussetzungen)  den  Durcbschnittspunct  der,  die  beiden  ge- 
gebenen Puncte  verbindenden,  geraden  Linie  mit  der  ersten  Axe  dar,  und  somit  die 
vierte  Gleichung  den  vierten  harmonischen  Thcilungspunct  zu  diesen  drei  Punctcn.  Hier- 
nach stellen  also  die  drei  Gleichungen: 

ü + u •=  o, 

-ir+ir  = o, 

U<v-t-Uv  = o, 

die  drei  vierten  harmonischen  ThcilungspuUctc  zu  U und  LT,  U"  und  U’”,  U|V  und  Uv 
und  den  drei  Durchschnittspnncten  der  drei  Diagonalen  UU',  U'TJ"',  U,VUV  mit  der  ersten 
Axe  dar.  Da  diese  Axe  jede  beliebige  sein  kann,  so  ergibt  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  man  in  der  Ebene  einer  gegebenen  vollständigen  vierseitigen  Figur  eine  be- 
liebige Transversale  zieht,  die  die  drei  Diagonalen  in  drei  Punctcn  schneidet,  und  zu 
diesen  Durchschnittspunctcn  und  den  drei  bezüglichen  Paaren  gegenüberliegender  Win- 
kelpuncte  der  vierseitigen  Figur  die  vierten  harmonischen  Theilungspuncle  sucht,  so  er- 
hält man  solche  drei  Punctc,  die  in  gerader  Linie  liegen. 

Wenn  wir  annchmen,  dass  die  gegebene  Transversale  unendlich  weit  liege,  so  er- 
halten wir  aus  diesem  Satze  den  Satz  der  vorigen  Nummer  als  besondern  Fall  *). 


*)  Auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  in  der  434  Nummer  die  Gleichungen  von  Punctcn  mit  ein- 
ander verbunden  baben,  können  wir  auch  die  gewöhnlichen  Gleichungen  von  geraden  Li- 
nien mit  einander  verbinden.  Wir  »ollen  zuerst  Ausdrücke  von  der  Form:  (y+Pii+C), 
in  denen  der  Coeflicicnt  von  y gleich  Eins  ist,  zu  Grunde  legen  und  durch  Symbole  Z,  Z' 
u.  s.  w. , denen  wir  zur  Unterscheidung  Accente  hinzufügen,  bezeichnen.  Bei  diesen  Vor- 
aussetzungen stellen  die  vier  Gleichungen: 

Z = o,  7i  =a  o,  Z"  — 0,  — o, 

vier  gerade  Linien  dar,  welche  irgend  ein  Viereck  bilden,  in  dem  wir  die  beiden  ersten 
und  die  beiden  letzten  dieser  Linien  als  gegeniiberstehende  Seiten  nehmen  können,  und  des- 
sen beide  Diagonalen  wir  durch  die  Gleichung: 

Zlv  = 0,  Zv  = o, 

darstcllcn  wollen.  Alsdann  hat  man: 

fi'l+fi'z"  = fiZ'+f,-Z“  = 7.tv 
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436.  Wenn  wir  durch  irgend  einrn  Punct  in  der  Kbene  eines  gegebenen  Dreiecks  Fig.  I. 
l'UCJ"  nnd  die  Winkclpunctc  dieses  Dreiecks  drei  gerade  Linien  ziehen,  so  können  wir 
die  Durchschnittspuncte  dieser  drei  Linien  mit  den,  jenen  Winkelpunclen  bezüglich  ge* 
gentlberliegcnden , Seiten,  nach  der  43?.  Nummer  immer  durch  folgende  drei  Gleichun- 
gen darstellcn: 

fiV  + fiU  = o, 

/1 U + it'lj“  — o,  (1) 

= o. 

Wir  wollen  nun  die  unbestimmten  CocfGcicnton  in  den  Gleichungen  solcher  drei  Puncto, 
auf  die  wir  bisher  nur  beilauf g Rücksicht  genommen  haben,  näher  betrachten.  Die  drei 
in  Rede  stehenden  Puncte,  die  auf  UL1',  UCJ"  und  U'U''  liegen,  seien  Y",  V nnd  V. 
Bedeuten  alsdann  U,  L'  nnd  l"  Ausdrücke  von  der  Form:  (ait+bv-f-w),  in  welchen 
der  Cocflicient  von  w gleich  Lins  (oder  gleich  einer  gegebenen  Constantcn)  ist,  so  ist 
in  der  zweiten  Figur  (410): 


und  hieraus : 

/<Z — 11“’/.'“  “ ftl'. — /i’y."  = (ft—/t')Zv; 

zwischen  den  unhcslimmten  Coeflicienten  finden  auch  hier  die  heiden  Dedingungs  - Glei- 
chungen : 

ft+/i"  = 1,  f'+M  — 

Statt.  .Wir  kommen  ferner,  nie  im  Teste,  »enn  wir  auf  die  lScdingnngs - Gleichung 
fi/. — ft/,'+/i"7“ — fi""/.“'  ~ o, 

Rücksicht  nehmen,  in  folgender  Knd- Gleichung: 

W.'(Z+Zj -f, '■/."■(/; ■’+/-■”)  = (f,-fi")(,Z^+Zv).  (.) 

Um  diese  Gleichung  zu  deuten,  bemerken  wir,  dass  die  vier  Gleichungen: 

Z = O,  Z‘  = O,  Z — Z’  ca  O,  Z+Z  = Ot  (■) 
vier  Ilarmonicalen  darstellen,  von  denen  die  dritte  der  zweiten  A.\e  parallel  ist.  Hiernach 
erhalten  wir  die  vierte  Harmonicale,  wenn  wir  den  Durchschnitt  der  beiden  ersten  mit  der 
Mitte  des  von  denselben  auf  der  zweiten  Aue  interreplirten  Segmentes  durch  eine  gerade 
Lioie  verbinden.  Und  somit  haben  wir,  da  jede  beliebige  gerade  Linie  zur  zweiten  Axc 
genommen  werden  kann,  folgenden  Satz  bewiesen,  auf  den  wir  früher  schon  (319)  auf  in- 
directcm  Wege  gekommen  sind : 

//  ”enn  man  die  Durchschnitte  der  beiden  Paare  gegen  über  liegender  Seiten  und  der 
beiden  Diagonalen  mit  den  Mitten  der  von  diesen  drei  Linien  - Paaren  auf  einer  gegebe- 
nen geraden  Linie  interceptirten  Segmente  verbindet,  so  erhält  man  drei  geraile  lunien, 
di*  durch  ein  und  denselben  Punct  gehen. 

Wenn  wir  statt  Ausdrücke  von  der  Form:  (jr+Bx+C),  durch  Z#  7*  u.  s.  w.  zu  be- 
zeichnen, nun  durrh  dieselben  Symbole  Ausdrücke  von  der  Form:  (Aj+Bx+1)  bezeichnen, 
so  erhält  die  Gleichung  (i)  eine  andere  Deutung.  Alsdann  stellen  die  Gleichungen  (2) 
immer  noch  vier  Ilarmonicalen  dar,  aber  die  dritte  derselben  ist  nicht  mehr  der  ersten  \xe 
parallel,  sondern  gehl  nun  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten.  Da  dieser  Anfangs- 
punct  jeder  beliebige  sein  kann , so  ergibt  sich  folgender  Satz : 

//"enn  man  von  einem  beliebigen  Puncte  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Vierecks  nach 
den  Durchschnitten  der  beiden  Paare  gegenüberliegender  Seilen  und  dem  Durchschnitte 
der  beiden  Diagonalen  drei  gerade  Jinien  zieht,  so  gehen  die  drei  vierten  JiarmoniciUen 
zu  jenen  dt  ei  Linien  - Paaren  und  diesen  drei  geraden  Linien  durch  ein  und  drnsi.'bfik 
Punct. 

Wenn  wir  an  nehmen,  dass  der  beliebige  Punct  unendlich  weit  auf  einer  gegebenen  ge- 
raden Linie  fortrückc,  so  erhalten  wir  den  ersten  Satz  dieser  Rote  als  besondern  Fall, > 

ir  können  dem  letzten  Satze  eine  andere  Aussage  geben,  wenn  wir  bemerken,  das* 
ein  Viereck  mit  seinen  beiden  Diagonalen  auch  als  ein  Dreieck  aiutiseken  ist,  dessen  drei 
Winkclpunctc  mit  irgend  einem  Puncte  durch  drei  gerade  Linien  verbunden  sind.  Die  drei 
Durchschnitte  dieser  drei  Linien  mit  den  Seiten  des  Dacicrks  sind  alsdann  die  Durchschnitte 
der  beiden  Paare  gegenüberliegender  Seilen  und  der  beiden  Diagonalen  des  Vierecks. 
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und  da: 


VU 

TU'1 


f± 

p" 


VIT 

V 'U  ’ 


TU' 

TU"’ 


fl . tL  - t 

(,'  ti“‘  p! 

so  folgt: 

v u.  vir.  vu'  = vtr.  vu.  vu". 

Wir  haben  also  nachstehenden  Satz  bewiesen,  der  nach  den  H.  H.  SERYOIS  ond  PON- 
CELET  zuerst  von  JOHANN  BERNOüLM  bemerkt  worden  ist  *): 

Drei  gerade  Linien,  welche  irgend  einen  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks 
beliebig  angenommenen  Punct  mit  den  drei  Winkelpuncten  des  Dreiecks  verbinden,  be- 
stimmen auf  den  drei  Seiten  sechs  Segmente:  das  Product  dreier  nicht  an  einander 
stossender  Segmente  ist  dem  Producte  der  drei  übrigen  gleich. 

Ii3~.  Nach  der  1,32.  Nummer  erhallen  wir  ebenfalls  für  die  drei  Durchschnitte  irgend 
einer  beliebigen  geraden  Linie,  mit  den  drei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks,  Gleichun- 
gen von  folgender  Form: 

f»U  — ju’U'  = o, 

/(U  — /i'V"  = o,  (0 

^ü-u'U"  = o, 

and  hiernach  erhalten  wir,  wenn  wir  jene  drei  Durchschnitte  wiederum  V”,  V und  V 
nennen,  gerade  wie  in  der  vorigen  Nummer:  , . 

VU.  V'U'.  VU'  = V'U'.  VU.  VU”. 

Eine  beliebige  Transversale , die  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  oder  ihren  Ver- 
längerungen begegnet,  bestimmt  auf  jeder  derselben  zwei  Segmente:  das  Product 
dreier  derselben,  die  auf  den  drei  Seiten  von  den  drei  Winkelpuncten  an  genommen 
werden , ist  dem  Producte  der  drei  übrigen  gleich. 

Nach  den  Ilcrrcn  BRIANCHON  und  PüNCELET'  war  dieser  Satz  schon  den  Alten 
bekannt.  **) 

l(38.  Wir  wollen  nun  Ausdrücke  von  der  Form:  (u-f-bv-f-cw),  in  denen  der  Cpefli- 
cicnt  von  u gleich  Eins  ist,  durch  die  Symbole  U,  U’  nnd  U"  uns  dargcstcllt  denken. 
Alsdann  erhalten  die  unbestimmten  Cocflicicnten  eine  andere  geometrische  Bedeutung. 
Wenn  nemlich: 

u+bv+cw  = o, 
n+b’v+c'w  = o, 

die  Gleichungen  zweier  gegebener  Punctc  sind,  und  wir  diese  beiden  Gleichungen  addi- 
ren,  nachdem  wir  zuvor  die  zweite  derselben  mit  einem  unbestimmten  Coefücientcn  » 
mnlliplicirl  haben,  so  kommt:  * 

b+rb’  c+rc' 

u-t v-i w = o. 

l+r  1+» 

Bezeichnen  wir,  der  Kürze  halber,  in  dieser  Gleichung,  die  einen  Punct  darstelit,  der 
mit  den  gegebenen  in  gerader  Linie  liegt,  den  Cocflicientcn  von  v durch  b",  so  erhalten 
wir  ohne  Mühe: 


*)  POKCEIET,  TraiK  des  proprict(fs  projcctivcs,  158. 

**)  PosckiüT,  Propr.  proj.  115.  Proi.E.u.ui  Almagestum  i.  cap.  12, 
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I.  -b‘ 
b lTZF  ” * 

t>,  b‘  und  b'  sind  aber,  bei  der  Annahme  rechtwinkliger  Coordinaten , die  Cotangcntci} 
der  Winkel,  welche  diejenigen  geraden  Linien,  welche  durch  den  Anfangspnnct  der 
Coordinaten  und  durch  die  drei  in  Rede  stehenden  Punctc  gehen,  mit  der  ersten  Axe 
bilden  (406).  Ziehen  wir  also  irgend  eine  gerade  Linie  mit  der  ersten  Axe  parallel,  die 
jenen  drei  letztgenannten  geraden  Linien,  der  ersten  in  M,  der  zweiten  in  M'  und  der 
dritten  in  M",  begegnet,  so  ist: 

* M"M 

BPM'  “ '• 

439.  Hiernach  erhalten  wir,  wenn  wir  uns  auf  die  drei  Gleichungen  (1)  der  436.  Fig.  2. 

Nummer  und  auf  die  2.  Figur  beziehen,  in  welcher  wir  den  beliebigen  Panel  O als 
Anfangspunct  der  Coordinaten  und  die  beliebige  gerade  Linie  AB  als  der  ersten  Axe  pa- 
rallel, betrachten:  > 

fi  v"n  fi  v'u"  fi"  vu 

= ~,r .»  “ü  — ■ 1 » '»  r — trj 

fx  \ u /♦  vu  fi  vu 

nnd  mithin: 

v'  u.  v'n".  vu'  — v"n’.  Va.  va".  (1) 

Nach  einer  Uebcrlicfcrung  von  BkaUGRAM)  beschäftigte  sich  DESvRGUES  in  einer  im 
Jahre  1639  erschienenen,  verloren  gegangenen,  Schrift  ausführlich  mit  der  durch  die 
vorstehende  Gleichung  ausgcdritcktcn  Beziehung  zwischen  sechs  Punctcn  einer  geraden 
Linie,  und  nannte  solche  Punctc  „involut  ion  de  six  points“,  einen  Ausdruck,  den 
H.  PONCELET  wieder  aufnimmt.  *)  Diese  Beziehung  von  sechs  Punctcn  einer  geraden 
Linie  zu  einander  bildet  die  Grundlage  einer  eleganten  kleinen  Schrift  des  H.  Brianchon,  • 
in  der  zugleich  bemerkt  wird,  dass  dieselbe  Beziehung  von  sechs  Punctcn  zn  einander 
anf  eine  siebenfache  W eise  ausgedrilckt  werden  kann.  **) 

Dem  in  der  Gleichung  (l)  enthaltenen  Satze  können  wir  hiernach  folgende  Aussage 
gehen : 

Zieht  man  von  irgend  einem  Puncte  drei  gerade  Linien  nach  den  drei  Winkelpunc- 
ten  eines  gegebenen  Dreiecks  und  drei  andere  gerade  Linien  nach  den  Fusspuncten 
dreier  von  jenen  Winkclpunclen  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  gefällter , in  dem- 
selben Puncte  sich  kreuzender  gerader  Linien,  so  erhält  man  sechs  gerade  Linien,  von 
denen  jede  beliebige  Transversale  in  solchen  sechs  Punctcn  geschnitten  wird,  die  eine 
Involution  bilden. 

Man  bemerkt  bald,  dass  aus  diesem  Satze  der  Satz  der  436.  Nummer  als  besonderer 
Fall  sich  sogleich  ergibt,  wenn  man  den  beliebigen  Punct  unendlich  weit  auf  einer  gege- 
benen geraden  Linie  fortrllckcn  lässt. 

440.  Wir  erhalten  hiernach  ferner,  ohne  irgend  eine  Entwicklung,  indem  wir  uns  Fig.  3. 
auf  die  Gleichungen  (1)  der  437.  Nummer  nnd  auf  die  dritte  Figur  beziehen,  bei  der  ana- 
logen Bezeichnung  dieselbe  Gleichung  (1)  der  vorigen  Nummer: 

v'u.  v'n".  vu'  ■=»  v’’u'.  v’n.  vu". 


*)  PONCELET , Prop.  proj.  178. 

**)  Mdmoire  sur  les  ligues  da  tecond  ordre.  Par  C.  J.  Biuanchoh.  Paris,  1817. 
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Die  drei  Winkclpunctc  des  gegebenen  Dreiecks  UU'U''  und  die  drei  in  gerader  Linie  lie- 
genden Puncle  V,  V,  V"  bilden  die  sechs  YVinkclpnnctc  einer  vollständigen  vierseitigen 
Figur.  Hiernach  ist  der  bewiesene  Satz  folgender: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Puncle  nach  den  sechs  If'inkclpunctcn  einer  vo/Lslän- 
digen  vierseitigen  Figur  sechs  gerade  Linien  eicht,  so  bestimmen  dieselben  auf  jeder 
beliebigen  Transversalen  eine  Involution  Von  sechs  DurchschniUspuncten. 

Man  sicht  leicht  ein,  wie  aus  diesem  Satze  der  Salz  der  437.  Nummer  als  besonde- 
rer Fall  folgt. 

44t.  Wenn  zwei  Ponclcn- Paare,  etwa  u"  und  v",  u und  v’,  zusammcnfallcn,  so 
verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in  folgende : 

n"n.  vu'  = u’u.  vu“, 

d.  h.  die  vier  Puncle  u”,  (v"),  u',  (v'),  n und  v sind  vier  harmonische  Thcilnngs- 
p miete,  oder  bilden,  nach  dem  Ausdrucke  von  DtSARGL'ES,  eine  Involution  von 
vier  Pnnctcn.  Damit  aber  die  Puncle  u"  und  v",  u'  und  v'  zusammcnfallcn,  müssen 
wir  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  dem  Durchschnitte  O'  der  beiden  Diagonalen 
u'v"  und  nV  annebmen.  Wenn  wir  als  lärm  überdies  noch  die  dritte  Diagonale  der  vier- 
seitigen Figur,  uv,  als  die  beliebige  Transversale  nehmen,  so  erhalten  wir  folgenden  be- 
kannten Satz: 

Zwei  Diagonalen  einer  vollständigen  vierseitigen  Figur  l heilen  die  dritte  Diagonale 
harmonisch.  *) 


Kiig.  4.  6. 


Fig.  5. 


*)  Wean  wir  die  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  durch  die  Gleichungen: 

Z = 0,  Z’  =»  o,  Z"  = o, 

darstellen,  so  erhalten  wir  für  drei  gerade  Linien  Y”,  V und  Y,  welche  durch  die 
drei  Winlelpunclc  des  Dreiecks  und  irgend  einen  festen  Panel  gelten,  drei  Gleichungen  von 
folgender  Form: 

p7.  — p2i  = 0,  • 

yt-p'ir  = 0,  (,) 

/u  Z — fiZ  = o. 

' ( y-fax — b 

Wenn  wir  nun  erstens  unter  Z,  Z' und  Z " Ausdrücke  von  der  Form  — verstehen, 

(Ausdrücke , die  wir  in  dem  Vorstehenden  durch  die  verschieden  accentuirten  A bezeichnet 
haben),  so  bedeutet  bekanntlich  die  erste  der  Gleichungen  (1)  eine  gerade  Linie,  die  durch 
den  Dorch&chnitt  der  beiden  ersten  Dreiecks -Seiten  geht  und  die  den  Winkel,  den  diese 
beiden  Seiten  eiuschlicssen,  so  (heilt,  dass  die  Sinus  der  rcsultfrcnden  Winkel  sich  ver- 
halten wie  ft:  ft . Wir  erhalten  hiernach , mit  Beziehung  auf  die  4.  Figur : 
fi  sind'  fi'  sina  ft  sind 

fi  »in ß”*  d sinß'  fi'  »in?' 

und  da: 


t*  /*  P _ - 

• *“7f  • ”7  — a» 

f*  p f*  , 

sinu.”  sind  sinu  = sin"  ßsinß' sinß. 

Der  Salz,  den  diese  Gleichung  enthält,  ist  bekannt  und  folgender: 

Wenn  man  von  irgend  einem  l*uncte  drei  gerade  Linien  nach  den  drei  Winkelpunc - 
len  eines  gegebenen  Dreiecks  zieht,  so  wird  jeder  Winkel  oder  sein  Nebenwinkel  so  n 
z*vei  The  dt  gethedt , dass  das  l*roduel  der  Sinus  derjenigen  drei  Winkel,  die  auf  der  »ei- 
ben Seite  der  drei  Thedungslinien  liegen , dem  J*roducte  der  Sinus  der  drei  übrigen 
Winkel  gleich  ist. 

Wenn  wir,  statt  durch  einen  festen  Punct  drei  gerade  Linien  nach  den  Winkelpunc- 
ten  eines  gegebenen  Dreiecks  zu  ziehen,  mm  diese  drei  Winkclpunctc  mit  drei  Pnnctcn,  die 
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44?.  Die  Entwicklungen  der  letzten  Nummern  sind  der  Verallgemeinerung  fähig. 
Wir  wollen  ein  Polygon  von  einer  beliebigen  Anzahl  Seiten  betrach- 

ten. Die  n Winkel  puncto  dieses  Polygons  wollen  wir  durch  die  Gleichungen: 

U — o,  IT  = o,  U2  = o,  Ü1  = o,  . . . Ua_5  = o,  O“»  = o,  U“-*  = o, 


in  gerader  Linie  und  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten  liegen,  durch  drei  gerade  Linien 
Y",  Y',  Y verbinden,  so  ergeben  sich,  wie  bekannt,  für  diese  Linien  Gleichungen  von  fol- 
gender Form : 

ftT.  ■ — ft'7l  s=s  o, 

fit! — ft' Z"  = o,  (a) 

fi'Ti"  — /iZ  = o ; 

und  hier  erhalten  wir,  indem  wir  uns  auf  die  5.  Figur  beziehen,  hei  einer  analogen  Be- 
zeichnung, gerade  so  wie  eben, 

sinu  'si/iasina  *=  sinß  sin ß sin ß. 

Wir  gelangen  hiernach,  neben  dem  eben  bewiesenen  Satze,  zu  folgendem  Satze: 
Wenn  man  von  irgend  drei  Punclen , die  in  gerader  Linie  und  auf  den  drei  Seiten 
eines  gegebenen  Dreiecks  liegen , drei  gerade  Linien  nach  den  diesen  Seiten  gegenüber ste- 
henden  Winke/punctcn  zieht , so  werden  die  drei  Winkel  des  Dreiecks  oder  ihre  Lleben- 
winket  so  get heilt,  dass  das  Product  der  Sinus  von  drei  der  resultir enden  J Unkel  dem 
1 roducte  der  Sinus  der  drei  übrigen  gleich  ist. 

Wenn  wir  zweitens  Ausdrücke  von  der  Form:  (y — a* — b),  in  denen  der  Coefßcient 
von  y gleich  Eins  (oder  auch  nur  eine  ein  für  alle  Mal  gegebene  Constantc  ist)  durch  Z, 
Z'  und  Z”  bezeichnen,  so  erhalten  die  unbestimmten  Cocliicienten  eine  andere  Bedeutung. 
YVcnn  wir  newlich  die  Gleichungen  irgend  zweier  gegebenen  geraden  Linien: 

- y — ax — b as  o, 

y — a'x — b*  = o, 

zu  nachstehender  Gleichung  vermittelst  eines  unbestimmten  Coefficicntcn  v verbinden: 

a-t-i-a'  b+s-b' 
y x — = o, 

9 1-fv  l+r 

und,  der  Kürze  halber,  das  conslante  Glied  in  dieser  Gleichung 
gibt  sich: 

b"-b 


nennen , so  er- 


Es  ist  also  v das  Verbältniss  der  zwischen  der  dritten  und  ersten  und  zwischen  der  dritten 
und  zweiten  geraden  Linie  liegenden  Stücke  der  zweiten  Axc  zu  einander.  Hiernach  erhal- 
ten wir,  gleichviel,  ob  wir  auf  die  drei  Gleichungen  (1)  und  die  6.  Figur  oder  auf  die 
drei  Gleichungen  (2)  und  die  5.  Figur  uns  beziehen,  wenn  wir  die  beliebige  gerade  Linie 
AB  als  zweite  Axc  betrachten: 


und  weil  wiederum: 


so  folgt: 


y * 

>v 


£1 

#7 


ü« 

f* 


y* 

j*" 


?“1’ 


f± 


) * 

y» ' 


ft.  j*.  y'*" 


Da  die  drei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  und  drei  gerade  Linien,  welche  die  drei  * ’ß* 
Winkelpuncte  desselben  mit  irgend  einem  festen  Puncte  verbinden,  ein  Viereck  mit  seinen 
beiden  Diagonalen  bilden,  so  naben  wir  also  erstlich  folgenden  bekannten  Satz  bewiesen. 

Die  Durchschnitte  einer  beliebigen  Transversalen  mit  den  vier  Seiten  und  den  beiden 
Diagonalen  eines  Vierecks  bilden  eine  Involution  von  sechs  Punclen.  (Po>CELET,  Prop. 
proj.  172.  Bhianchon  a.  a.  O.  §.  VIII.) 

Und  ferner  haben  wir  folgenden  zweiten  Satz: 

Die  Durchschnitte  einer  beliebigen  Transversalen  mit  den  drei  Setten  eines  gegebenen  Fig.  5. 
Dreiecks  und  den  drei  geraden  IJnien , welche  die  drei  Winkelpuncte  des  Dreiecke  mit 
dreien  auf  den  gegenüber  stehenden  Seiten  und  in  gerader  Linie  liegenden  Puncten  verbin- 
den, bilden  eine  Involution  von  sechs  Puncten. 
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und  die  n Punclc  V,  V1,  Y2,  . . . V*-1  , V“,  die  auf  einer  beliebigen  Transversalen  und 
den  Polygon -Seiten  UH',  U'IP,  UJU\  . . U,,-:U11-1,  Un-,U  liegen,  durch  folgende  Glei- 
chungen : 

V = o,  V1  = o,  V2  = o,  . • . V»-»  = o,  V»-'  «=  o 
dars teilen.  Alsdann  ergeben  sieb  folgende  n identische  Gleichungen: 

>U  + /r'U*  =»  vY, 
f«,U*+/i2U2  ■=  v'V', 

/u2U2+pJUJ  — v2V2, 


>{Ju— l _ ,.n— syn^ 
ftn-*Un-H-«"''lUu-1  = V»— «V  u— *, 

^n-lUn-t  4-  {U  = (O-'V”-1, 

indem  wir  durch  fi,  /i'  . . v,  »*  . . und  e unbestimmte  Cocfficienten  bezeich- 

nen. Ziehen  wir  von  der  ersten  dieser  n Gleichungen  die  zweite  ab , addiren  zu  dem 
Reste  die  dritte,  ziehen  von  dem  Resultate  die  vierte  ab,  addiren  zu  dem  nenen  Reste 
die  fünfte,  und  gehen  auf  diese  Weise  bis  zur  Ictzteu  Gleichung,  indem  wir  abwech- 
selnd addiren  und  subtrahiren , so  kommt : 

(/r+f)U  = »V-v'V'-f.^Y2  ...  UTvwW"- 5-f>a'T,V"~«+)ai— ty«— i, 
wobei  wir  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  mlissen,  je  nachdem  n eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  ist.  Die  beiden  Thcilc  dieser  Gleichung  können  auf  keine  andere 
Weise  identisch  werden,  als  wenn  die  Glieder  jedes  derselben  sieb  gegenseitig  aufbeben. 
Denn,  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde  der  zweite  Thcil,  gleich  Null  gesetzt,  irgend 
einen  Punct  darstellen,  der  mit  den  Puucten  V,  Y’.  . . in  gerader  Linie  lüge,  und  also 
nicht  mit  demjenigen  Puncte , der  durch  den  ersten  Thcil  jener  Gleichung,  wenn  wir 
denselben  gleich  Null  setzen,  dargestellt  wird,  das  heisst,  mit  dem  ersten  Wmkelpnnctc 
des  Polygons,  identisch  sein  könnte.  Somit  ist: 


und  folglich: 


ftTi  = o, 

/i  fi'  fi 2 fi”-*  fi 0—1 

fi'  fi'  fi'  ’ ' * j 


(•) 


Hiernach  ergibt  sich,  gerade  wie  in  der  437.  Nummer,  nachstehender  Salz: 

Wenn  irgend  ein  Polygon  UU'U1  . . und  irgend  eine  Transversale , die  den  Seiten 
desselben  UU',  U'U1,  . . oder  ihren  Verlängerungen  in  den  Ptmclcn  V,  V1,  . , begeg- 
net, gegeben  sind,  und  man  zieht  von  einem  beliebigen  Puncte  n'  gerade  Linien  nach  den 
n Winkclpunctcn  des  Polygons  und  n andere  gerade  Linien  nach  den  n Punclen  V,  V', . . 
so  hat  man,  wenn  man  die  Durchschnitte  dieser  2 n Linien  mit  einer  beliebigen  neuen 
Transversalen  u,  u2  . . b»-i,  v,  v\  v1,  . . e»-'  nennt i 

VU»  0*0*.  P2ÜJ  . sss  ftf1.  VyU2.  V7U*  . . * Vn~*U. 


Wenn  wir  annehmen,  dass  in  dem  ersten  dieser  beiden  Sätze  die  beliebige  Transver- 
sale durch  den  Durchschnitt  der  beiden  Diagonalen  und  iweier  gegenüberliegender  Seiten, 
oder  durch  die.  beiden  Durchschnitte  der  beiden  Paare  gegenüberliegender  Seiten  des  Vier- 
ecks gehe,  so  erhallen  wir  wiederum  den  Satz  der  440.  IS  um  m er  des  Textes.  Es  wird  die 
Transversale  harmonisch  getbeilt. 
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Und  ferner  ergibt  sich  folgender  zweiter  Salz,  der  mit  dem  vorstehenden  in  genauer 
Beziehung  steht: 

Jf'cnn  irgend  ein  Polygon  UU'IP  . . und  irgend  eine  Transversale , die , tvie  vor- 
hin, den  Seilen  desselben  oder  ihren  Verlängerungen  in  den  Puncten  V,  V,  . , V"~l  be- 
gegnet, gegeben  sind,  so  hat  man: 

VU.  VUK  . V“-'U'-'  = VUK  VIP.  VU\  . V'~'U.  *) 

Die  geometrische  Bedeutung  des  verschiedenen  Zeichens  in  der  Gleichung  (l),  wel- 
ches sich  auf  den  zwiefachen  Fall,  dass  n eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist,  bezieht, 
ergibt  sich  sogleich.  Dieses  doppelte  Zeichen  wird  dadurch  bedingt,  dass  eine  Transver- 
sale nothwendig  einer  geraden  Anzahl  von  Seiten  (nicht  deren  Verlängerungen)  eines  be- 
liebigen Polygons  begegnet. 

Der  letzte  Satz,  der  Carnot  gehört,  und  der,  wie  derselbe  gezeigt  hat,  in  der  andern 
Beziehung,  dass  eine  beliebige  algebraische  Curvc  an  die  Stelle  der  geradlinigtcn  Trans- 
versalen treten  kann,  der  Verallgemeinerung  fähig  ist,  bildet  die  Grundlage  der  sogenann- 
ten „Theorie  der  Transversalen.“  Wir  sehen,  wie  dieser  Salz  und  andere  Sätze 
derselben  Art,  aus  der  Betrachtung  der  unbestimmten  Cocfficienten , die  ich  bisher  un- 
berücksichtigt gelassen  habe,  unmittelbar  sich  ergeben.  Um  dies  bcmerldich  zu  machen, 
habe  ich  bei  den  letzten  Entwicklungen  mit  einiger  Ausführlichkeit  verweilt;  sie  weiter 
anszudehnen  und  ihre  Anwendung  nachzuweisen,  kann  liier  nicht  in  pnscrcr  Absicht 
liegen.  **) 

ItUi.  Wir  wollen  diesen  Abschnitt  mit  einigen  Entwicklungen  beschlossen,  die  in 
genauerer  Verbindung  mit  den  frühem  stehen,  als  cs  auf  den  ersten  Bück  scheinen 


*)  PoNCFLET,  Prop.  proj.  Nro.  14*. 

**)  Wenn  wir  die  Seilen  irgend  eines  Polygons  durch  die  Gleichungen  i 

7,  = o,  Z1  = o,  Z2  =*  o,  , . . Zn— 1 = o, 

und  solche  gerade  Linien,  die  von  irgend  einem  festen  Puncte  nach  den  Winkelpnncten 
des  Polygons,  also  nach  den  Durchschnitten  von  Z und  Z1,  Z1  und  Z2,  ■ • Hn"*t  und  Z ge- 
sogen werden,  durch  die  Gleichungen: 

Y = o,  Y1  = 0, Y“_I  = o, 

darstellen,  so  erhalten  wir  gerade  dieselben  Gleichungen  als  iin  Texte,  wenn  wir  (7  mit  Z 
und  V mit  Y vertauschen.  Zu  der  Bedeutung  der  End  - Gleichung : 

f,  y,»  ,«»-1  . 

=5  ± 1, 

b b b 

kommen  wir  sogleich  nach  der  Anmerkung  zur  441.  Nummer,  und  somit  zu  folgenden  bei? 
den  Sätzen  i 

Wenn  man  von  irgend  einem  festen  Puncte  nach  den  ff^inkel puncten  eine»  gegebe- 
nen beliebigen  Tblygons* von  n Seiten  n gerade  Unten  zieht , und  man  die  DurchscJiniUe 
einer  beliebigen  Transversalen  mit  den  n Jitlygon  • Seiten  z,  , . s,,— die  Durchschnitte 
derselben  'Transversalen  mit  jenen  n geraden  Linien , die  nach  den  Durchschnitten  der  er- 
sten und  zweiten , der  zweiten  und  dritten , . . der  letzten  und  ersten  Polygon  - Seiten  ge- 
hen y , y\  • . jrn“ 1 nennt , so  ist: 

yz.  y*z7,  . . yn— i*u-i  = yXx.  y'z7.  y7*K  . . 

Wenn  AUes  wie  itn  vorigen  Satze  bleibt,  und  man  nennt  diejenigen  H’inbel , welche 
die  erste  der  durch  den  festen  Punct  gehenden  geraden  Unien  mit  der  ersten  und  zweiten 
lidygon  - Seite  bildet , a und  ß , diejenigen  Winkel , welch«  die  zweite  jener  geraden  Linien 
mit  der  zweiten  und  dritten  Iblygon  - Seite  bildet , ax  und  ßl,  u»  s.  w.f  eo  ist : 
sinu  sinn 1 sind1.  . . sinan~~x  = sinß  sinßxsinß2.  , , sinßa~K 
Diesen  letzten  Satz  leitet  II.  Poncelet  (Memoire  sur  la  tbeorie  generale  des  polaires  rccl* 
proques,  n 125)  in  Cbelle’s  Journal  IV.,  Pag.  56  aus  dem  letzten  Satze  des  Testes  her, 

ji.  ‘ r 


i 
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so  beziehen  sieb  diejenigen 


möchte.  Manche  der  in  den  bisher  entwickelten  Gleichungen  enthaltenen  Sätze  bekom- 
men bloss  eine  andere  Aussage,  wenn  wir,  wie  wir  cs  jetzt  tbun  wollen,  uns  anf  eine 
Zusammenstellung  gegebener  Kreise  beziehen. 

Wir  haben  iu  der  UUt-  Nummer  für  den  kürzesten  Abstand,  R , einer  geraden  Li- 
nie (w'f  v',  u')  von  einem  durch  die  Gleichung : 

au-t-bv+w  = o, 

dargestcllten  Punetc,  bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinalen,  folgenden  Aus- 
druck erhalten: 

v „ , au+bv+w' 

± l/(u'M-v’)  • 

Betrachten  wir  w',  v‘  und  n'  als  veränderliche  Grössen, 

Wrerthe  derselben,  welche  die  vorstehende  Gleichung  befriedigen,  auf  solche  gerade  Li- 
nien, deren  kürzeste  Abstände  von  dem  gegebenen  Punetc  (l)  constant  und  gleich  R 
sind.  Es  umhüllen  also  diese  gerade  Linien  einen  Kreis,  dessen  Mitlelpunct  in  dem  ge- 
gebenen Punetc  liegt,  nnd  dessen  Radius  gleich  R ist.  Für  die  Gleichung  dieses  Kreises 
erhalten  wir  also,  wenn  wir  die  Accente  fortlasscn: 

j,  , au-fbv  t-w 
~ W-"(u3-i-v3)' 

Nach  der  31.  Nummer  des  casten  Bandes  müssen  wir  das  positive  Zeichen  dann  neh- 
men, wenn  der  gegebene  Punct  in  Beziehung  auf  die  gerade  Linie  nach  der  positiven 
Seite  der  y liegt;  das  negative  Zeichen  also  im  entgegengesetzten  Falle.  Wir  sehen  hier- 
aus, dass  die  letzte  Gleichung,  wenn  wir  das  positive  Zeichen  nehmen,  denjenigen  Halb- 
kreis darsteilt,  der,  wenn  wir  den  Kreis  durch  einen  der  ersten  Axe  parallelen  Durch- 
messer halbircn,  nach  der  negativen  Seite  der  y liegt,  und  dass  dieselbe  Gleichung 
wenn  wir  das  andere  Zeichen  nehmen,  den  nach  der  positiven  Seite  der  y hin  liegenden 
Halbkreis  darstellt.  Schaffen  wir  das  Wurzel -Zeichen  fort,  so  kommt: 

R3(uM-v5)  = (an+bv-4-w)1, 

für  die  allgemeine,  auf  rechtwinklige  Coordinalen  bezogene,  Gleichung  des  Kreises. 
i|ii3.  Wenn  zwei  Kreise  durch  folgende  beiden  Gleichungen  gegeben  sind: 
an+bv+w  a'u+b'v+w 


R 


R' 


V-(u‘+vJ) 

so  beziehen  sich  diejenigen  Werthe  von  w,  v nnd  u, 
befriedigen,  auf  solche  gerade  Linien,  welche  sowol 
gegebenen  Kreis  berühren.  Dieselben  NVerthe  von  w, 
folgenden  beiden  Gleichungen  befriedigen: 

R _ au-f-bv-t-w  R 

ff 


W'(uM-v’)'  ^ 

welche  diese  Gleichungen  beide 
den  einen  als  auch  den  andern 
v und  u müssen  auch 


eine  von 


au4-bv+w 

au-fbv+iv’ 


au-t-b'v+w’  ff 

die  wir  erhallen,  wenn  wir  die  beiden  Kreis -Gleichungen  in  einander  dividiren,  und  ein- 
mal in  diesen  beiden  Gleichungen  gleiche,  das  andere  Mal  ungleiche  Zeichen  nehmen. 
Die  letzten  Gleichungen  stellen  hiernach  zwei  Punetc  dar,  durch  welche  die  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  der  beiden  gegebenen  Kreise  geben.  Durch  den  ersten  dieser  beiden 
Punetc,  dem  ein  gleiches  Zeichen  in  den  beiden  Kreis -Gleichungen  entspricht,  gehen 
diejenigen  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten,  die  auf  derselben  Seite  der  Mittel- 
punetc  der  beiden  Kreise  liegen;  die  äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten;  durch  den 
zweiten  Punct  diejenigen,  welche  zwischen  den  beiden  Miltclpunctcn  hindurch  gehen:  di* 
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beiden  Innern.  Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  in  Rede  stehenden  Punctc  und  die 
Mittelpunctc  der  beiden  Kreise,  deren  Gleichungen  folgende  sind: 
an+bv+w  o,  a'u+b'v+w  «=.  o, 

rier  harmonische  Thcilungspnnctc  bilden.  (410) 

444-  Wenn  wir  mit  den  beiden  gegebenen  Kreisen  noch  einen  dritten  znsaoimensul- 
len  nnd  für  die  Gleichung  desselben  folgende  nehmen; 

R"  — a"u+b”v+w 

1 K(n*+v»)  * 

an+bv+w 


so  erhalten  wir: 


R 

R 

R- 

K' 

ft" 

ft 


= ± 


= ± 


a'u+b'v+w’ 

a'u+b'v+w 


a"u+b  "v+w* 
a'n+b'v+w 
~ ~ au+bv+w  ’ 

fltr  die  Gleichungen  der  drei  Paare  von  Durchschnittspuncten  der  äussern  und  der  innern 
gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  der  drei  gegebenen  Kreise.  Jede  von  diesen  drei 
Gleichungen  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  beiden  übrigen,  wenn  wir  in  allen  drei  Glei- 
chungen das  positive  Zeichen,  oder  in  einer  beliebigen  derselben  das  positive,  in  den 
beiden  übrigen  das  negative  Zeichen  nehmen.  Hiermit  ist  also  auf  sehr  einfache  AV  eise 
folgender  bekannter  Satz  bewiesen: 

Die  Durchschnitte  der  beiden  äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  von 
drei  gegebenen  Kreise  Hegen  alle  drei  in  gerader  Linie.  Der  Durchschnitt  der  äus- 
sern gemeinschaftlichen  Tangenten  irgend  zweier  der  drei  gegebenen  Kreise  Hegt  mit 
den  Durchschnitten  der  innern  gemeinschaftlichen  Tangenten  jedes  dieser  beiden  Kreise 
und  des  dritten  Kreises  in  gerader  Linie. 

445.  Der  Kürze  halber,  wollen  wir  folgende  Ausdrücke: 

au+bv+w  a'u+b’v+w  a"n+b''v+w 

R^(u’+v»)'  kv(u’+v'j’  R'Vfu'+v1)’  n *’  w’ 

durch  die  Symbole  W,  W',.W"  u.  s.  w.  bezeichnen.  Hiernach  stellen  z.  B.  die  beiden 
Gleichungen : 

W«  = «,  W3  = 1, 

zwei  Kreise  dar,  dir  Gleichungen: 

W = o,  AY  = o, 

ihre  Mittelpunctc  nnd  die  Gleichungen  : 

W+W'  = o,  w— W = o, 

die  Durchschnittspuncte  der  innern  und  äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden 
Kreise.  Ä 

Bei  dieser  Bezeichnung  reducirt  sich  die  Gleichung: 

W+W'+'W"  = o (i) 

auf  den  ersten  Grad,  und  stellt  mithin  einen  Pnnct  dar.  Diese  Gleichung  wird  befrie, 
digt,  wenn  wir  zugleich: 

W = o,  und  W+W”  = Oi 

W = o,  , W+W'  -=  o;  / 

W = o,  , W + W = o, 

5 * 


Digitized  by  Google 


36 


Zur  Theorie 


setzen.  Diejenigen  drei  geraden  Linien,  welche  die  dreimal  zwei  Pnnctc,  welche  durch 
diese  Gleichungen  dargeslelll  werden,  verbinden,  gehen  alle  drei  durch  den  Pnnct  (l). 
Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

Wenn  man  den  Milt clpuncl  jedes  dreier  gegebener  Kreise  mit  dem  Durchschnitts- 
puncte  der  gemeinschaftlichen  innern  Tangenten  der  jedesmalig  übrigen  beiden  Kreise 
verbindet,  so  erhält  man  drei  gerade  Linien,  die  durch  ein  und  denselben  Puncl 
gehen. 

Statt  der  Gleichungen  (1)  erhalten  vrir  drei  noac  Glcichnngen,  wenn  wir  nach  einan- 
der jedes  der  drei  Glieder,  aus  denen  dieselbe  besteht,  mit  negativem  Zeichen  nehmen. 
Die  Construction  der  durch  diese  neuen  Gleichungen  dargcstclltcn  Puncte  führt  an  ei- 
nem Satze,  der  aus  dem  Vorstehenden  sogleich  hervorgeht,  wenn  wir  zwei  Durchschnitte 
innerer  gemeinschaftlicher  Tangenten  mit  den  Durchschnitten  der  entsprechenden  äusse- 
ren Tangenten  vertauschen. 

446.  Wenn  wir  weiter  gehen,  nnd  vier  Kreise  zusammcnstcllen,  so  erhalten  wir 
acht  verschiedene  Gleichungen,  die  wir  in  folgende  zosammenfassen  können: 

±W±W±W±W'  = o.  (,) 

Nehmen  wir  zuerst  alle  Glieder  mit  dem  positiven  Zeichen,  mithin  folgende  Gleichung: 

W+W’+W’+W“  = o,  (3) 

so  können  wir  dieselbe  auf  folgende  dreifache  Weise  in  zwei  Gleichungen  zerlegen : 
W+W'  = o,  nnd  W+W  = 0; 

W+W  = o,  . VV+W”  = Oj 

W+W'"  = O,  . W+W  = o. 

Die  dnreh  diese  sechs  Gleichungen  dargcstclltcn  Puncte  sind  die  Dorchschnittspunctc  der 
innern  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  der  vier  gegebenen  Kreise.  Diese  sechs 
Durchschnitlspunctc  sind  also  die  Winkelpunctc  eines  Sechsecks,  dessen  drei  Diagonalen 
in  dem,  durch  die  Gleichung  (3)  dargcstclltcn,  Puncte  sich  schneiden. 

Wenn  wir  ferner  in  der  Gleichung  (2)  irgend  drei  Glieder  mit  dem  positiven  und 
das  jedesmalige  vierte  Glied  mit  dem  negativen  Zeichen  nehmen,  so  erhalten  wir  folgende 
vier  Gleichungen: 

W+W+W-W  = o, 

W+W— W+W~  =0, 

W-W+W+W'  = o,  (,) 

-W+W+W+W"  = 0. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  können  wir  befriedigen,  indem  wir  zugleich 
W +W’  = o,  und  W" — W"’  •=  0 ; 

W+W  = o,  , W — W = o; 

W+W"  - o,  . W — W“  = Oj 

setzen.  Die  sechs  Panclc , die  wir  auf  diese  Weise  erhalten,  sind  die  Dnrcbschnitts- 
poncle  der  innern  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  der  drei  ersten  Kreise,  und 
die  Durchschnitte  der  äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten  jedes  derselben  nnd  des 
vierten  Kreises.  Diese  sechs  Puncte  bestimmen  also  ein  Sechseck,  dessen  drei  Diagona- 
len durch  den,  durch  die  erste  der  Glcichnngen  (4)  dargcstcllten.  Punct  gehen.  Den 
drei  Übrigen  Gleichungen  (4)  entsprechen  drei  andere  solcher  Sechsecke. 

Wenn  wir  endlich  in  der  Gleichung  (2)  zwei  Glieder  mit  positiven  nnd  zwei  mit  ne- 
gativen Zeichen  nehmen,  so  ergehen  sich  folgende  drei  einzelne  Gleichungen: 
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W+W— W"-\V”  = o, 

W-W-W+W  = o,  (*) 

W-W’+W'-W'"  = o. 

Um  die  erste  dieser  drei  Gleichungen  in  befriedigen,  setzen  wir  zugleich 
W-J-W  = o,  und  W+W  = o; 

W-W  =»  o,  , W— SV  = O; 

W-W“  = o,  , W— W = o. 

Hiernach  erhalten  wir  ein  neues  Sechseck,  dessen  drei  Diagonalen  in  demselben  Puncle 
sich  kreuzen.  Die  gegcntiherstchenden  Winkelpuncte  desselben  sind  zwei  Durchschnitte 
innerer  und  zwei  Paar  Durchschnitte  äusserer  gemeinschaftlicher  Tangenten.  Solcher 
Sechsecke  erhalten  wir  drei , die  den  drei  Gleichungen  (5)  entsprechen. 

Wenn  wir  das  Vorstehende  zusammenfassen,  so  ergibt  sich  folgender  Satz: 

I Venn  irgend  vier  Kreise  gegeben  sind,  und  man  die  gemeinschaß  liehen  Tangenten 
je  zweier  derselben  zieht , so  erhält  man  sechs  Durchschnitt  spunde  innerer  und  sechs 
Durchschnittspuncte  äusserer  gemeinschaftlicher  Tangenten.  Diese  zwölf  Puncte,  von 
denen  sechzehnmal  drei  in  gerader  Linie  liegen,  bilden,  zu  sechs  genommen,  die 
Winkelpuncte  von  acht  verschiedenen  Sechsecken,  deren  drei  Diagonalen  in  demselben 
Puncte  sich  schneiden. 

Die  sechs  Pnnctc,  welche  die  Winkelpuncte  eines  solchen  Sechsecks  bilden,  sind 
dadurch  bestimmt,  dass  die  sechs  übrigen  Puncte  (wovon  wir  uns  leicht  Überzeugen)  je- 
desmal zu  drei  und  drei  auf  vier  gerade  Linien  liegen. 

ti47.  Wir  können  die  in  der  vorigen  Nummer  behandelten  Gleichungen  auch  in  zwei 
solche  Gleichungen  zerlegen,  von  denen  die  eine  drciglicderig,  die  andere  eingliederig 
ist.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  z.  B.,  wenn  wir  die  Gleichung: 

W+W+W"+W'"  = o, 

nehmen,  folgende  Zerlegungen: 

W+W+W"  =.  0,  und  W"  = o; 

W+W+W"  = o,  , W"  = o; 

W+W+W”  = o,  , W = o. 

Wir  wollen  hier  uns  auf  den  besondem  Fall  beschränken,  wo  der  erste  Kreis  von  jedem 
der  drei  übrigen  ausserhalb  berührt  wird.  Alsdann  stellen  die  drei  Gleichungen  der  er- 
sten Ycrtical- Columnc  diejenigen  drei  Puncle  dar,  die  man  erhält,  wenn  man  die  drei 
letzten  Kreise  zu  je  zwei  zusammcnstellt,  den  Mittclpunct  des  einen  mit  dem  Bcrüh- 
rnngspuncte  auf  dem  andern  durch  zwei  gerade  Linien  verbindet , nnd  den  Durchschnitt 
dieser  Linien  bestimmt.  Die  drei  übrigen  Gleichungen  stellen  die  Mittelpuncte  der  drei 
letzten  Kreise  dar. 

Itifi.  Wir  wollen  ats  letztes  Beispiel  die  Constrnction  folgender  Gleichung 
2W+W+W+W  = o 

unmittelbar  hier  anschliesscn.  Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  wir  zugleich : 
W+W+W  = o,  und  W+W’"  «.  o; 

W+W+W"  « o,  , W+W"  = o, 

W+W+W”  - o,  , W+W'  « o5 

setzen.  Die  drei  voranstehenden  Gleichungen  sind  dieselben,  als  in  der  vorigen  Num- 
mer; die  drei  letzten  Gleichungen  stellen  diejenigen  Puncte  dar,  in  welchen  der  erste 
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Kreis  von  den  drei  übrigen  berührt  wird.  Wir  künnen  von  diesen  letzten  Kreisen  ganz 
abstrabiren,  wenn  wir  von  irgend  drei  Radien  des  ersten  Kreises  ausgrhen,  nnd  drei  be- 
liebig auf  den  Verlängerungen  derselben  angenommenen  Punctc  als  die  Mittelpunctc  je- 
ner drei  Kreise,  und  die  Fndpnncle  dieser  Radien  als  die  drei  Berllbrungspnnctc  be- 
trachten. Hiernach  sind  die  Resultate  dieser  und  der  vorigen  Nummer  in  folgendem  Satze 
enthalten : 

JVenn  man  auf  den  Verlängerungen  dreier  Radien  eines  gegebenen  Kreises  drei 
Puncle  beliebig  annimmt , diese  Radien  zu  je  zwei  zusammens/elll  und  die  Durch - 
schnittspuncte  derjenigen  Linien -Paare  bestimmt,  welche  den  Endpunct  jedes  dieser 
Radien  mit  dem  auf  dem  andern  WiUkiihrlich  angenommenen  Puncle  verbindet:  so  er- 
hält man  drei  Punctc , die  sowol  mit  den  drei  <r illkiihrlich  angenommenen  Puncten,  als 
auch  mit  den  Endpunct en  der  drei  Radien,  die  Winkelpunete  eines  solchen  Sechsecks 
bilden,  dessen  drei  Diagonalen  durch  denselben  Punct  gehen. 

«9.  Wenn  in  einer  Ebene  n beliebige  Pnncte  gegeben  sind,  nnd  wir  für  die  Glei- 
chungen derselben  folgende  nehmen: 

au+bv+-w  = o,  a'u+b'v+w  = o,  a“a+b"v+w  = o,  n.  s.  w. 
so  ergibt  sieb  für  die  Summe  der  kürzesten  Abstände  dieser  n Punctc  von  irgend  einer 

geraden  Linie  (w1,  v*,  u):  , , , 

n an-t-bv-f-w  t a 11  -H> v +w'  t a u-f-b  v-f-w  _ 

±l  “ Kn’+v'»)  ■*’  Vfu’+V5)!  \r(d’+rif+  - ’ 
wenn  wir  diese  Summe  P nennen  und  voraossetzen,  dass  alle  gegebenen  Punctc  auf  der- 
selben Seite  der  geraden  Linie  liegen.  Der  letzten  Gleichung  künnen  wir  folgende  Form 
geben : 

P Ap+Bv+w  , . 

^ = K(uHv’)’  (,) 

indem  wir : 


a+a'+a”. 


A, 


b+b’+b'. 


= B, 


setzen  und  die  Accente  von  w,  v nnd  u forllasscn.  Betrachten  wir  diese  Grössen  als 

ji 

veränderlich,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  einen  Kreis  dar,  dessen  Radius  gleich  — , und 
dessen  Mittclpunct  der  Schwcrpnnct  gleicher  Gewichte  ist,  die  man  sich  in  den  gegebe- 
nen Puncten  angebracht  denken  kann.  Also: 

Wenn  beliebig  viele  Punctc  in  derselben  Ebene  gegeben  sind;  so  wird  ein  und  der- 
selbe Kreis  von  allen  denjenigen  geraden  Linien  umhüllt,  für  welche  die  Summe  der 
kürzesten  Abstünde  von  den  gegebenen  Puncten  eine  constante  Grösse  ist.  *) 

Wir  künnen  die  constante  Grösse  so  gross  annehmen,  dass  alle  gegebenen  Punctc 
innerhalb  des  Kreises,  also  alle  auf  einer  und  derselben  Seite  jeder  Tangente  dieses  Krei- 
ses liegen;  und  diesen  Fall  haben  wir  als  Normal -Fall  betrachtet.  Wenn  wir  die  con- 
stantc  Grösse  kleiner  annehmen,  und  einige  der  gegebenen  Pnncte  ausserhalb  des  neuen 
Kreises  liegen,  so  geben  einige  Tangenten  durch  das  System  der  gegebenen  Puncle  hin- 
durch. Alsdann  müssen  wir,  wenn  der  obige  Satz  auch  für  diesen  Fall  gelten  soll,  die 
Abstände  von  Puncten,  die  auf  entgegengesetzten  Seiten  einer  solchen  Tangente  liegen, 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  nehmen.  Denn,  vermindern  wir  den  Radius  — des  «r- 


*)  Gergunse  , A anale»  XIX  p.  224.  (Questioni  propostfe»/. 
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! ciocn  neuen 


sprünglichcn  Kreises  um  ein  Stück  j-,  beschreiben  mit  dem  Radius  ^ < 

Kreis,  und  legen  an  die  beiden  Kreise  zwei  parallele  Tangenten,  so  ist  die  Somme  der 
Abstande  aller  Puncle  von  der  Tangente  an  den  ersten  Kreis  (die  alle  dasselbe  Zeichen, 
crvra  das  positive,  haben)  gleich  P,  und  also  auch  die  Summe  der  Abstände  von  der 
Tangente  an  den  zweiten  Kreis  gleich  P— n.  ^ = (P — p),  wenn  wir  die  Abstände  zweier 


Puncte,  die  auf  verschiedenen  Seilen  dieser  Tangente  liegen,  subtractiv  nehmen. 

Wenn  der  Kreis  auf  einen  Puuet,  den  Sebwerpnnet,  sich  rcducirt,  so  ist  die,  auf 
die  eben  angezcigte  Weise  genommene  Summe  der  Abstände  von  jeder  durch  diesen 
Punct  gehenden  geraden  Linien  gleich  Null. 


Verhandlung  der  Coordinaten  gerader  'Linien. 


44 9-  So  wie  die  Coordinaten  eines  Punctes  sich  ändern,  wenn  wir  ein  anderes 
Coordinaten- System  zu  Grunde  legen,  so  ändern  sich  auch  die  Coordinaten  einer  gera- 
den Linie,  wenn  wir  den  Anfangspunct  verlegen  und  die  Richtung  der  beiden  Coordina- 
ten-Axen  ändern.  Wir  wollen,  auf  ähnliche  Weise,  wie  wir  früher  die  Verwandlungs- 
Formeln  fiir  Punct- Coordinaten  entwickelt  haben,  jetzt  die  entsprechenden  Formeln  lür 
die  Coordinaten  gerader  Linien  entwickeln.  Durch  Hülfe  dieser  Formeln  können  wir  als- 
dann die  Gleichung  jedes  Ortes  einer  beliebigen  Classc  umformen  in  eine  Gleichung  des- 
selben Ortes,  bezogen  auf  irgend  ein  anderes  Coordinaten  - System. 

Verlegung  des  A n/angspuncte s mit  Beibehaltung  der  Ax en- Richtung. 

450.  Wir  wollen  erstens,  indem  wir  u = t Setzen,  v und  w als  die  nrsprüngli-  Fig.  X. 
eben  Coordinaten  betrachten.  Es  bedeutet  also,  bei  einem  beliebigen  Coordinaten- Win- 
kel, v das  Verhältniss  der  Sinus  derjenigen  beiden  Winkel,  welche  die  bezügliche  gerade 
Linie  mit  der  ersten  und  zweiten  Axe  bildet;  w bedeutet  das  auf  der  zweiten  Axe  von 
jener  geraden  Linie  bestimmte  Segment,  genommen  mit  entgegengesetztem  Zeichen.  Die 
neuen  Coordinaten  wollen  wir  u,  v und  tv  nennen.  Indem  wir  wiederum  u = 1 setzen, 
erhalten  die  beiden  andern  Coordinaten  e und  w eine  analoge  Bedeutung  als  v und  w. 

Wo  wir  auch  den  Anfangspunct  annchmen  mögen,  so  lange  wir  die  Richtung  der- 
Azen  nicht  ändern,  behalten  wir  immer: 

v = v. 

Verrücken  wir  blos  die  erste  Axe,  so  dass  der  neue  Anfangspunct  O',  in  irgend  ei- 
nen Punct  (y,  o)  der  zweiten  Axe  fallt,  so  erhält  man  sogleich,  indem  man  eine  belie- 
bige gerade  Linie  MN  betrachtet; 

v - y'.  (■) 

Ycreückco  wir  blos  die  zweite  Axe,  so  dass  irgend  ein  Punct  (0,  x’)  der  ersten  Axe, 
etwa  der  Punct  O",  zum  Anfangspanctc  wird,  so  ist  w = — OQ,  (9  — — 0’'Q'  und  da 
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OQ-O'Q1  = RQ 


. sma 

X -t— ; = 17  = X I’, 
sinß 


io  ergibt  sich:  , . 

° w = <p — xu.  (l) 

Wenn  wir  endlich  den  Anfangspunct  in  den  durchaus  beliebigen  Punct  O"  oder 
(y’,  x’)  verlegen,  so  ergibt  sich  aus  (t)  und  (2): 

w = <v— xv — y\ 

Wir  können  die  Form  dieser  Gleichong  leicht  a priori  rechtfertigen : denn  w ver- 
schwindet nur  in  dem  Falle , dass  die  bezügliche  gerade  Linie  durch  den  ursprünglichen 
Anfangspunct  geht.  Die  Gleichung  dieses  Anfangspunctcs , bezogen  auf  das  neue  System, 

ist  aber:  , , 

ff— x v — y «3  o. 

Es  verschwindet  ferner  ff  nur  in  dem  Falle,  dass  die  bezügliche  gerade  Linie  durch  den 
neuen  Anfangspunct  geht,  dessen  Gleichung  in  dem  ursprünglichen  Systeme  folgende  ist: 

w+x'v+y’  = o. 

l&l.  Wir  wollen  zweitens,  indem  wir  w = ff  = 1 setzen,  u und  v als  die  ur- 
sprünglichen, u und  v als  die  neuen  Coordinatcn  betrachten.  Alsdann  bedeuten  n und  u 
die,  negativ  genommenen,  rcciproken  Werthc  den  auf  der  zweiten,  v und  v die  negativ 
genommenen  rcciproken  Werthc  der  auf  den  ersten  Axen  von  der  bezüglichen  geraden 
Linie  bestimmten  Segmente.  Wenn  wiederum  O der  ursprüngliche,  O"'  der  neue  An- 
fangspunct ist,  so  ist  für  die  beliebige  gerade  Linie  MN: 

u - -rtn-  " - v “ ~ÖP  P “ ~(tV 


Es  ist  ferner,  wenn  man  RQ’  pzrallcl  mit  der  ersten  Axe  zieht: 

OQ  « OO  +OR+RQ, 


,9 


mithin; 


J U U' 
y'u+x'v — t 

ü * 

—u 

yu+xv — i’ 
ai 


(i) 


(«) 


und  hieraus  folgt  unmittelbar , weil 

Y i» 

' — P 

V — yu+xv— 1‘ 

Die  Form  der  letzten  beiden  Ausdrücke  rechtfertigt  sich  wiederum  leicht  a priori; 
denn,  wenn  die  bezügliche  gerade  Linie  durch  den  ursprünglichen  Anfangspunct  geht, 
dessen  Gleichung  in  dem  neuen  Systeme  folgende  ist; 

y'u+xv—  1 =s  o, 

so  werden  u und  v beide  zugleich  unendlich.  Ferner  werden  n nnd  u,  v und  v für  sol- 
che gerade  Linien,  die  den  zweiten  und  ersten  Axen  parallel  sind,  Null. 


Aenderung  der  Richtung  der  Coordinaten- Axen  mit  Beibehaltung 

des  Anjangspunctes. 

. 8.  . 4|52.  Es  seien  OX  und  OY  die  beiden  ursprünglichen  Axen;  wir  wollen,  indem 

der  Anfangspunct  unverrückt  bleibt,  die  erste  Axe  um  einen  Winkel  9,  die  zweite  uni 
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«■inen  Winkel  yi  sieb  [drehen  lassen,  und  die  anf  solche  Weise  entstehenden  neuen 
Äsen  OX'  and  OY’  nennen.  Durch  die  beiden  Winkel  9 und  yi  ist  das  neue  Coordina- 
ten- System  Tollständig  bestimmt,  der  bequemem  Entwicklung  wegen,  fuhren  wir  aber, 
wie  wir  cs  auch  schon  bei  der  Verwandlung  der  Pnnct-Coordinalcn  gelb  an  haben,  fol- 
gende Bezeichnung  ein: 

X'OX  ~ 9,  Y’OX  = 9',  X'OY  = y,,  YOY  = 9’; 

YOX  = 9—9  ■=  9'— 9'  “ 9, 

Y’OX'  = 9'—  9 — 9' — 9 = 5. 

Wir  nennen  also  den  ursprünglichen  Coordinaten  - Winkel  9,  den  neuen  Coordinatcn- 
Winkel 


Zuerst  wollen  wir  wiederum  - und  oder,  der  Kürze  halber,  indem  wir  u = t 

u u 

setzen,  v und  w als  Coordinaten  betrachten,  und  die  entsprechenden  Coordinaten  in 
dem  neuen  Systeme  durch  v und  iv  bezeichnen.  Da  die  Gleichung  des  Pnncles  immer 
rom  ersten  Grade  bleibt,  auf  welches  System  wir  denselben  beziehen  mögen,  so  erhal- 
ten wir  für  denselben  beliebigen  Punct  Gleichungen  von  folgender  Form: 

a+bv  + cw  = 0 
a+bV+c’«>  = o 

und,  um  von  der  ersten  Gleichung  zur  zweiten  Uberzngchen,  ist  die  allgemeinste  Form 
der  Ausdrücke  für  v und  w folgende: 

_ m-Hie-f-pm 
q-t-re-t-sw  * 


m -f-n  e+p  iv 

w = — . 

q-f-re-t-sm 


(0*) 


•)  Wir  dürfen  durchaus  nicht  io  diesen  Ausdrücken  die  Nenner  vernachlässigen.  Wenn  wir . 
dieses  thäten,  so  brauchten  wir,  um  die  unbestimmten  CocfGcienten , die  alsdann  auf  sechs 
sich  reducirten,  xu  bestimmen,  nur  die  beiden  ersten  Axen  und  eine  solche  gerade  Linie 
cu  betrachten,  die  einer  derselben  parallel  ist,  und  nicht , wie  im  Texte  notbweudic  ist, 
auch  die  beiden  xweiten  Axen.  Ohuc  dass  wir,  bei  dieser  Bestimmung  selbst,  anf  Wider- 
sprüche gcriethen,  kämen  wir  doch  zu  einem  falschen  Resultate.  Es  liefert  diese  Bemeikung 
einen  Beleg  Tür  die  Behauptung,  dass  wir  nur  mit  Vorsicht  uns  des  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefäcienten  bedienen  dürfen. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Nenner  der  in  Rede  stehenden  Ausdrücke  nur 
dann  von  v und  u>  unabhängig  werden  und  also  vernachlässigt  werden  dürfen,  wenn  v und 
w xugleich  mit  v und  w verschwinden^  dass  sie  aber  nie  fehlen  dürfen,  wenn  v und  w dir 
gewisse  endliche  Wcrthe  von  v und  w unendlich  werden.  Der  letztere  Fall  ist  der  vorlie- 
gende. Bei  der  Verwandlung  der  gewöhnlichen  Pupct  - Coordinaten  hingegen,  gleichviel, 
ob  wir  zwei  oder  drei  Dimensionen  des  Raumes  betrachten,  können  wir  sogleich  aunehincn, 
dass  die  ursprünglichen  Coordinaten  durch  lineare  und  ganze  Functionen  der  neuen  Coor- 
dinaten gegeben  seien;  nur  müssen  wir,  um  diese  Annahme  zu  rechtfertigen,  zeigen,  dass, 
für  diesen  besonder!)  Fall,  kein  Nenner,  der  v oder  w enthält,  da  sein  kann.  Di« 

Schlussweise , welche  Herr  Biot  in  seinem 

J'axai  de  Geometrie  analytiqu*.  Sixitme  Edition ; Nro.  97 
bei  Gelegenheit  der  Verwandlung  der  punct  - Coordinaten  im  Raume  anwendet,  bedarf 
hiernach  der  Berichtigung. 

Es  ist  ein  nothwendfges  Erfordernis?,  dass  die  Nenner  in  den  Ausdrücken  hei  (5)  beide 
dieselben  sind*  Es  werden  v und  w zugleich  unendlich.  Und  dies  muss  immer  ge 
achehen,  wenn  w|v  von  irgend  einer  beliebigen  Coordinaten* Bestimmung  zu  einer  andern 
Coordinaten  -Bestimmung  vermittelst  linearer  Verwandlung«- Formeln  übergehen  wollen.  Nur 
iu  diesen)  Fal|o  wird  bei  der  Veränderung  de»  Coordinaten  - Sjstem«  (ich  nehme  dies  Wort 
in  seiner  allgemeinen  Bedeutung)  derselbe  geometrische  Qrt  immer  durch  eine  Gleichung 

II.  6 
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In  diesen  Aasdrücken  fiir  v and  w bezeichnen  m,  n , p,  m,  p',  <j,  r and  s unbe- 
stimmte Cocffic.icnten,  die  von  der  Lage  des  nenen  Systems  in  Beziehung  auf  das  ur- 
sprüngliche abhängen,  also  Functionen  der  beiden  Winkel  <p  and  y/  sind.  Um  diese  Cocf- 
ficienten , von  denen  wir  einen  beliebigen  beliebig  annebmen  können , za  bestimmen, 
wollen  wir,  da  die  letzten  Gleichungen  auf  alle  Fälle  sich  beziehen  müssen,  specielle 
Lagen  von  geraden  Linien  näher  betrachten. 


0> 


Für  die  erste  neoc  Azc  ist: 

v - 

sirup 

hiernach  geben  die  beiden  Gleichnngcn  (5): 

sirup  _ m 
sirup  ~ q 9 
o — m'. 

Fiir  die  zweite  neue  Axe  ist: 
sirup 

V ss  v « «», 

, . stnV 

hiernach  geben  die  beiden  Gleichungen  (5): 

sirup'  n 

sirup  t* 

o = n. 

Für  die  erste  ursprüngliche  Axe  ist: 

sirup 


o, 


fiir  die  zweite  ursprüngliche  Axe 


sirup 


s=s  iv  = o, 


sirup 

V = t>  = , w =s  fP 

sirup 


o. 


in  diesen  beiden  Fallen  gibt  die  erste  der  Gleichungen  (5): 

o 


Girup 

m+n— 


q+r 


sirup 
sirup 
sirup'  * 


Der  oben  schon  gemachten  Bemerkung  gemäss,  wollen  wir 
* q-  = sirup 


(») 

w 


(•) 

(?) 


(io) 

(") 


ton  demselben  Grade  dargcstellt  und  nur  dann  wird,  im  Allgemeinen , die  Coordt- 
naten  - Annahme  den  Vorth  eil  einer  leichten  Diseussion  der  Eigenschaften  geometrischer 
Ocrtcr  gewähren.  ln  der  eben  gemachten  Bemerkung  liegt  ein  Cnterium  fiir  die  Wahl  ei- 
nes solchen  Coordinalen- Systems.  Wenn  wir  z.  B.  statt  eine  gerade  Linie  durch  die  reci« 
^proken  YVcrlhc  der  Abstände  ihrer  Durcbschniltspunctc  mit  der  zweiten  und  ersten  Axe  vom 
Anfangspunctc  zu  bestimmen,  dieselbe  durch  dic»e  Abstände  selbst  bestimmten,  und  diese 
Abstände,  die  wir  q und  p nennen  wollen,  als  Co  ordinalen  dieser  Linie  betrachteten, 
nnd  dann  die  Coordinatcn  - Axe  um  den  Anfangspunrt  sieb  drehen  Hessen  und  die  analogen 
CoordinatcQ  der  Linie  in  Beziehung  auf  die  neuen  Axen  durrh  q*  und  p'  bexeiebneten : so 
würde , bei  endlichen  Werthen  von  q'  und  p',  wenn  die  bezügliche  gerade  Linie  der  ersten 
ursprünglichen  Axe  parallel  wäre,  p unendlich  werden,  nicht  aber  q;  und  wenn  die  bezüg- 
liche gerade  Linie  der  zweiten  ursprünglichen  Axe  parallel  wäre,  würde  q unendlich  werden 
nicht  aber  p.  Wir  sehen  hieraus,  dass  p und  q nicht  so  geeignet  sind,  als  Coordinaten 
von  geraden  Linien  genommen  zu  werden,  als  ihre  reciproken  Werthc,  wenn  wir  auch  auf 
den  ersten  Blick  geneigt  sein  sollten,  ihnen  den  Vorzug  zu  geben. 


Digitized  by  Google 


des  Punctes. 


43 


setzen,  alsdann  geben  die  beiden  Gleichungen  (6)  und  (11): 
m — sinrp.  r = — sinrp', 

und  hiernach  geben  die  Gleichungen  (tl)  und  (10)  übereinstimmend : 

n = —sinrp'. 

Die  Gleichung  (10)  zeigt  liberdiess,  dass 

p = °, 

und  die  Gleichung  (11),  dass 

s = o. 

Hiernach  bleibt  bloss  noch  der  CoeFRcicnt  p'  zu  bestimmen  übrig.  Wir  können  densel- 
ben auf  eine  einfache  Weise  bestimmen,  wenn  wir  irgend  eine,  der  ersten  neuen  Axc 
parallele,  gerade  Linie  betrachten.  Wir  kommen  dazu  aber  anch  durch  folgende  Be- 
trachtung. W'epn  wir  nur  die  erste  Axc  um' irgend  einen  Winkel  <p  sich  drehen  lassen, 
die  zweite  Axe  aber  nicht,  so  ist  w = *c.  Es  ist  alsdann  aber  auch 
q «=  sinrp  = — x/n  J,  r = — sinrp'  <=  o, 

und  da  überdies: 

m'  = n’  = s = o, 

so  gibt  die'  zweite  der  Gleichungen  (5): 

p'n> 

, W «=  — *-r-^, 

si/lj 

mithin : * 


Fassen  wir  endlich  die  letzten  Resultate  zusammen,  so  erhalten  wir: 

sinrp— esinrp' 

~ sinrp— t'sinrp” 

— tvsitii 


(*») 


stntp—  r sinrp  , , 

Wir  batten  die  Form  dieser  Ausdrücke  wiederum  vorausschcn  können,  denn 

sinrp— vsinrp'  = o 

ist  die  Gleichung  eines  Punctes,  der  auf  der  zweiten  ursprünglichen  Axe,  oder,  was 
dasselbe  heisst,  auf  einer  beliebigen,  ihr  parallelen,  geraden  Linie,  unendlich  weit  liegt. 
Für  solche  Linien,  die  durch  diesen  Ponct  gehen  (jener  Axc  parallel  sind),  und  nur  für 
solche  Linien,  ist  v sowol  als  w unendlich,  v ist  Null  nur  für  solche  gerade  Linien,  die 
durch  den  Ponct: 

sinrp— vsinrp  = o, 

der  zuf  der  ersten  Axc  unendlich  weit  entfernt  liegt,  gehen  und  w verschwindet  nur  und 
immer  für  solche  gerade  Linien,  die  durch  den  Anfangspunct  geben,  zugleich  mit  <r. 

Wenn  wir,  umgekehrt,  v und  n>  durch  v und  w ausdrückcn  wollen,  so  ist  klar, 
dass  v sowol  als  <t>  beide  nur  für  solche  gerade  Linien  unendlich  werden , die  durch  den 
auf  der  zweiten  neuen  Ale  unendlich  weit  liegenden  Punct: 

sinrp — vsinrp  ™ o,  , 

geben,  oder,  mit  andern  Worten,  der  eben  genannten  Axe  parallel  sind:  den  ersten 
Thcii  der  vorstehenden  Gleichung  können  wir  also  für  den  gemeinschaftlichen  Nenner 
der  Ansdrücke  von  v und  tv  nehmen.  Ferner  verschwindet  v nur,  wenn 

sinrp — vsintp  «■  o, 

und  <p  verschwindet  mit  w.  Hiernach  bestimmt  sich  die  Form  der  Zähler  in  den  gesuch- 
ten Ausdrücken  von  v und  tv  und  wir  erhalten ; 
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sintf — vsintp 
sintp — v sintp" 


(>«) 


sintf  — vsintp 

c and  c sind  zwei  leicht  za  bestimmende  constantc  Grössen;  man  erhält  nemlich: 

c = l,  c‘  «=  sind. 

Dieselben  beiden  Ausdrucke  für  v and  a>  hätten  wir  doreb  Bachstaben  - Vertauschung 
aas  den  Gleichungen  (12)  herleiten  können. 

Wenn  das  neue  Coordinaten- System,  za  dem  wir  Ubergehen,  ein  rechtwinkliges 
ist,  so  haben  wir: 

? = <f'—f  *=  V— V = ’/jW, 

mithin : 

sin%  — 1,  sintf  = costf,  sintp  — costp. 

Wenn  das  ursprüngliche  Coordinatcn -System  ein  rechtwinkliges  ist,  so  ist: 

d = tp—tp  = tp—tp  = y>, 

milhm: 

sind  <=  1,  sintp'  = — costf,  simp  =>  — costf. 

Wenn  wir  endlich  von  einem  rechtwinkligen  Coordinatcn- Systeme  zu  einem  rechtwinkli- 
gen Ubergehen,  so  ist:  . 

sintf  = costf,  sinip  — — costf,  sintp  = sintf, 
sind  — sin ; — 1. 

Mach  diesen  Bemerkungen  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (12)  and  (13)  folgende 

« • y y Ijj 

Zusammenstellung  von  Yerwandlangs-Formeln,  wenn  wir  wieder  -,  -,  — und  - an  die 
Stelle  von  v,  v,  w und  iv  schreiben: 

1)  Uebcrgang  von  einem  schiefwinkligen  Systeme  za  einem  schiefwinkligen  and  rückwärts: 
usintf — f sintp  t>  u sintf — y simp 

usintp — vsimp"  u ~ usintp  — vsintp 

-tvsin'i  ns  vtsind 

n — 


(A) 


v usirup 

(a  usimp 

)w  _ — a 


(A1) 


V UMfVp- 


f !;(»■) 


usintp — vsintp’  u usintp  — vsintp’ 

2)  Uebergang  von  einem  schiefwinkligen  Systeme  zu  einem  rechtwinkligen  nnd  rückwärts- 
v _ usintf— vcostp  v usintf— vsintp 

U — VCOStp'  u u costf — \ costp 

-iv  tv  vtsind 

u usintp—  vcostp’  u . ucostf — vcostp ’ 

a)  Uebcrgang  von  einem  rechtwinkligen  Systeme  zti  einem  schiefwinkligen  nnd  rückwärts : 
usintf— vsimp'  v n sintf+xeos 

UCOStp— vcostp’  u 

ivsinj  iv 

a ucostp — vcostp 5 u usintp +vcostp~ 

4)  Uebergang  von  einem  rechtwinkligen  Systeme  zu  einem  rechtwinkligen  nnd  rückwärts : 


(C) 


V 

r. 


usintp+ycosyf9 


(C-) 


(D) 


r. 


usintp  - vcostp 
ucos(f-\~i' sintp' 

w 

ucostp+vsintp* 


v _ usm<f-+-\costp 

u ~~  ucostp— \ sintp' 

(V  vr 

— es  ; • 

u ucostp— vsintp 


(D) 
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Wenn  wir  zweitens  und  -,  — und  - als  die  eigentlichen  veränderlichen  Grossen 
betrachten,  so  erhalten  wir  für  diese  Coordinaten  aus  den  eben  zusammengcstclltcn  Glei- 
chungen die  nachstehenden  Vcrwandlungs- Formeln: 

1)  Ucbcrgang  von  einem  schiefwinkligen  Systeme  zu  einem  schiefwinkligen  und  rückwärts: 
n usin\p—vsimp'  u _ nsiny' — \simp' 

.w  ~nsTn'i  ’ «-  xtsin»  '*  ) R 

* ‘ i»  rieinxi iton/n  tt  n f» nre ir  et nii,  1 ' ' 


*>£" 


i vsin$ 

usinrp — vsinrp 
wsirii  * 


(V 

V 

— 1 
w 


nstntf — xsinif* 
vs  sin  'J 


5)  Ucbcrgang  von  einem  schiefwinkligen  Systeme  za  einem  rechtwinkligen  and  rückwärts : 


(F) 


usimp—veosif/ 
w * 

usinrp—  vcostp 
w * 


u 11  cos<j>-*-vcostp 

iv  w sin9  9 

v usinrp — vsinyt 
w 


(F) 


(G) 


(H) 


a uc 

VS. 


U UL 

VS 


p 


(G*) 


CH") 


V{UI$ 

a)  Ucbcrgang  von  einem  rechtwinkligen  Systeme  zu  einem  schiefwinkligen  nnd  rückwärts’: 
n ucosip—vcosip'  u u simp+vcosip 

ivsini  ’ iv  ~ w 

usimp—  esinrp  v nsimp+veos/p 

ivsini  ’ iv  ~ w 

4)  Uebergang  von  einem  rechtwinkligen  Systeme  zu  einem  rechtwinkligen  und  rückwärts: 
n ucofp+vsinip  u u cos<p—vsin<p 

m ’ iv  ~ w ’ 

usimp— vcostp  v usintf+xeostp 

iv  ’ »» 

Gleichzeitige  Verlegung  des  Anfangspunctes  und  Aenderung  der  Aren- 

Richtung. 

453.  Da  sich  und  oder  v und  v,  wenn  wir  n und  u gleich  Eins  setzen,  nicht 
ändern,  wenn  wir  bloss  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  verlegen,  so  bestehen  die  er- 
sten der  Glcichnngea  (A),  (B),  (C),  (D),  (A-),  (B'),  (C)  und  (D’)  auch  für  den  allge- 
meinen Fall,  wo  wir  zugleich  Anfangspunct  und  Axcn -Richtung  anders  bestimmen. 

Um  Tür  denselben  allgemeinen  Fall  ancb  w durch  die  neuen  Coordinaten  auszndrü- 
cken,  wollen  wir  zuerst  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  verlegen.  Alsdann  erhalten 
wir  nach  der  45 0.  Nummer: 

w = W-Vx-y, 

wenn  die  Coordinaten  W und  V sich  auf  das,  auf  diese  Weise  hervorgehende,  System 
beziehen,  und  (y,  x')  der  neue  Anfangspunct  ist.  Dann  wollen  wir  ferner  die  beiden 
Axcn  um  den  neuen  Anfangspunct  sich  drehen  lassen.  Wir  erhalten  alsdann,  bei  der- 
selben Wiukelbezcichnung  als  vorher: 

_ usimp — vsimp' 

' — usimp — vsimp’  ‘ 

— ivsini  ' ' 


w 


und  hiernach : 


usimp— vsimp' 


_ u(y'simp+-x'siwp) — v(y  simp'-hx  simfy+-ivsin- 

usimp — vsimp’ 
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Um,  umgekehrt,  - durch  die  ursprünglichen  Coordinatcn  zu  erhalten,  brauchen  wir 
nur  in  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  (V)  u gleich  Eins  za  setzen  und  für  w zu 
schreiben:  w+vx’+y',  alsdann  ergibt  sich  sogleich: 

. n>  _ (y'-+-vx-bv)sin » 

u ~~  sinp' — vsiny/ 

Die  Form  der  Zähler  in  den  Ausdrücken  von  w und  — wird  dadurch  bedingt,  dass 
diese  Ausdrücke  verschwinden,  wenn  die  bezüglichen  geraden  Linien  einmal  durch  den 
ursprünglichen,  das  andere  Mal  durch  den  neuen  Anfaugsponct  gehen.  Die  Coordinatcn, 
v und  r,  des  ursprünglichen  Anfangspnnctes , bezogen  auf  das  neue  System,  sind  (90  (»): 
y's//iip+xlsi'ny  jsinif/+itin<p  ' 

* **  srn$  ’ "*  *"  * ün\  ’ 

mithin  ist  die  Gleichung  desselben: 

u(y'iin<p+isin'i) — v{ftin<p‘+\ tinp‘)+truri£  ■=  o. 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  muss  also  im  Zähler  des  Ausdruckes  ihr  w Vorkommen. 
Auf  ähnliche  Weise  erscheint  der  erste  Theil  der  Gleichung: 

y’-t-vx+w  «=»  o. 


die  den  neuen  Anfangspunct  darstellt,  als  Factor  im  Zähler  des  Ansdrockes  von  - . 

Ich  halte  es  für  überflüssig,  die  Ycrwandlungs- Formeln  für  den  allgemeinsten  Fall, 
dass  Azcn- Richtung  und  Anfangspunct  sogleich  sich  ändern,  hier  zusammcnzustcllcn. 
Wir  werden  in  dem  Folgenden  die  beiden  partiellen  Umformungen  jede  für  sich  be- 
trachten. — 

Wir  hätten  auch  alle  die  vorstehenden  Entwicklungen  an  die  Verwandlung  der 
l’unct- Coordinatcn  anschlicsscn  können.  Ich  zog  aber  für  jetzt  vor,  dieselben  selbst, 
ständig  für  sich  hiuzustellcn. 


Digitized  by  Google 


Zur  Theorie  der  Oerlcr  zweiter  Gasse. 


47 


Zweiter  Abschnitt. 


Zur  Theorie  der  O er  t er  zweiter  C l a $ 1 1. 


USk-  Jeder  geometrische  Ort,  der  durch  eine  homogene  Gleichung  des  zweiten 
Grades  zwischen  den  drei  veränderlichen  Grössen  u,  v nnd  w,  die  Linien -Coordinaten 
bedeuten,  dargestcllt  wird,  nennen  wir  einen  geometrischen  Ort  zweiter  Classe. 
Für  die  allgemeine  Gleichung  der  Ocrter  dieser  Classe  wollen  wir  folgende  nehmen: 
Aw’+aBvw+Cv’+aDuw+aEuv+Fu2  = o. 

In  dieser  Gleichung  können  wir  jede  der  drei  Coordinaten  als  constantc  Grösse  betrachten 
und  etwa  gleich  Eins  setzen.  Alsdann  erhalten  wir  aus  der  vorstehenden  Gleichung  die 
vollständige  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  den  beiden  Ubrigblcibcndcn  Coordi- 
naten, die  alsdann,  so  wie  die  Quotienten  je  zweier  der  drei  Coordinaten  in  dem  frü- 
hem Falle,  für  eine  bestimmte  gerade  Linie  bestimmte  Wertke  erhalten.  Die  Gleichun- 
gen, welche  wir  auf  diese  Weise  erhalten,  sind  eben  so  allgemein  als  die  vorstehende, 
und  eine  solche  Gleichung  irgend  eines  Ortes  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  kön- 
nen "wir,  wenn  wir  für  spätere  Entwicklungen  Symmetrie  bezwecken,  durch  Einführung 
der  dritten  veränderlichen  Grösse  sogleich  homogen  machen. 

Wir  halten  den  Factor  2,  da  wo  er  in  der  vorigen  Gleichung  vorkommt,  lediglich 
nur,  um  in  den  folgenden  Entwicklungen  Brüche  zu  vermeiden,  hinzugefügt.  Einen  der 
sechs  Coefficicnlcn  dieser  Gleichung  können  wir  beliebig  annchmcn  und  etwa  gleich  Eids 
setzen;  um  aber  für  diesen  Cocflicicnten , je  nach  den  verschiedenen  Absichten,  jeden 
beliebigen  nehmen  zu  können,  behalten  wir  einstweilen  alle  sechs  CoefTicicntcn  bei.  * 
Diese  sechs  Coefficicntcn  und  ihre  gegenseitige  Beziehung  zu  einander  sind  zum  Tbcil 
von  der  Natur  des  dargcstclhen  geometrischen  Ortes,  zum  Theil  von  der  Annahme  des 
Coordinaten- Systems  abhängig.  Durch  schickliche  Umformung  der  Coordinaten  können 
wir  der  allgemeinen  Gleichung  die  möglichst  einfache  Form  geben  und  aus  dieser  mög- 
lichst einfachen  Form  die  Natur  der  Curvc  am  besten  erkennen.  Zugleich  werden  wir 
auf  diese  Weise  alle  besondern  Arten  von  geometrischen  Ocrtcm,  die  durch  die  allge- 
meine Gleichung  b£i  verschiedener  Annahme  der  Constantcn  dargestellt  werden,  am  leich- 
testen unterscheiden  können. 

* 
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Die  ebar  ac  teri  s t is  che  Eigen  sc  ha  ft  der  Curven  zweiter  Classe,  welche  die 
anmittelbarste  Folge  daraus  ist,  dass  solche  Gurren,  der  Definition  gemäss,  darch  Glei- 
chungen des  zweiten  Grades  dargestcllt  werden,  besteht  darin,  dass  man,  von  jedem  be- 
liebigen Pnncte  aus,  zwei  ond  nur  zwei  Tangenten  an  dieselben  legen  kann.  Denn, 
wenn  wir  zwischen  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  und  der  allgemeinen  Gleichung  des 
Pnnctcs: 

an+bv+cw  = o, 

etwa  die  Wcrthc  von  i und  — climiniren,  so  erhalten  wir  eine  zwiefache  Bestimmung 
derselben,  und  also  zwei  gerade  Linien,  die,  weil  jene  Wcrthe  beide  Gleichungen  be- 
friedigen, einerseits  die  Curvc  berühren  und  andrerseits  durch  den  Punct  gehen.  Es  ver- 
steht sich  von  selbst,  dass  diese  beiden  geraden  Linien  zusammenfallcn  und  imaginär 
werden  können. 


5 i. 

Verlegung  des  Anfangs  - Punct  es  der  Coordinaten.  Discussion  aller  ein- 
zelnen Fälle , ir eiche  die  allgemeine  Gleichung  umfasst. 
Brennpuncte. 


455.  Indem  wir  u gleich  Eins  setzen,  erhalten  wir  für  die  allgemeine  Gleichung  der 
Oertcr  zweiter  Classe  folgende: 

AwM-sBvw+Cv’-HJDw-l-aEv-t-F  <=  o.  (i) 

Wenn  wir  den  Anfangspnncl  der  Coordinaten  in  irgend  einen  Pnnct  (jr'f  x'),  Uber  den  wir 
im  Yorans  durchaus  keine  nähere  Bestimmung  machen,  verlegen,  so  bleibt  in  der  vor- 
stehenden Gleichung  v unverändert,  statt  w müssen  wir  aber  (450): 

w— vx'— )■', 

in  dieselbe  snbstitniren.  Diese  Gleichung  verwandelt  sich  hiernach  in  folgende: 

Aw’+2(B — Ax')vw+(C— 2Bx'+Ax',)v,+2(D — Ax‘)w 
+2(E— Dx'— By'-t-Ax'y')v+(F— aDyM-Ay'’)  «=  o.  (») 

Bei  einer  schicklichen  Bcstimmong  des  neuen  Anfangspnnctcs  der  Coordinaten  köp- 
nen  wir  immer,  wenn  nur  nicht  A gleich  Nnll  ist,  aus  der  letzten  Gleichung  die  mit  w 
und  vw  behafteten  Glieder  ausfallen  lassen.  Wir  brauchen  zu  diesem  Ende  nur: 


0) 


za  setzen.  Alsdann  geht  die  Gleichung  (2) , wenn  wir  znjleich  mit  A mnltiplicircn , in 
folgende  über: 

AJwM-(AC— B>J+2(AE— BD)v+(AF— D’)  =>  o.  (4) 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  jedem  beliebigen  Werthe  von  v zwei  gleiche 
and  entgegengesetzte  Wcrthc  von  w entsprechen.  Wenn  wir  also  nach  einander  n belie- 
bige Wcrthc  für  v annehraen  und  die  bezüglichen  geraden  Linien  constrniren,  so  erhal- 
ten wir  ein,  der  durch  die  Gleichung  (2)  dargcslcllten  Curvc  nmscbricbencs,  (2n)Eck, 
das  den  neuen  Anfangspunct  znm  Miltelpuncte  hat  und  dessen  Diagonalen  sieb  also  auch 
in  diesem  Puncte  gegenseitig  halbiren.  Wenn  wir  n immer  mehr  wachten  lassen,  so 
nähert  sich  das  Polygon  der  Cnrvc  immer  mehr:  der  neue  Anfangspunct  (y’,  x')  ist  auch 
der  Mittclpanct  der  Curve.  Jede  von  der  Curve  begränzte  gerade  Linie,  die  dnreh 
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diesen  Punct  Igeht,  jeder  Durchmesser  der  Curvc,  wird  in  diesem  Punctc  lialbirt. 
Durch  die  Gleichung  (3)  sind  die  Coordinaten - Wertlic  des  Mittelpunctcs  des,  durch  die, 
Gleichung  (t)  d arges  teilten,  geometrischen  Ortes  bestimmt,  and  ftlr  die  Gleichung  dieses 
Pnnctes  erhalten  wir  hiernach  (406): 

Aw-hBv-t-Du  = o. 

456,  Wir  wollen  nns  nun  rar  Discussion  der  Gleichung  (4)  znr'uckwenden.  Wir 
erhalten  unmittelbar  ans  dieser  Gleichung; 

, AC — B*(  , . „AF.-BD  . AF— D*| 

w “ A1  ('  +2AC-BlT‘f"AC-Bjr  (5) 

Nun  sind  folgende  drei  Haupt -Fälle  möglich,  die  wir  näher  untersuchen  müssen;  cs 
kann  der  Werth  von  w,  den  die  letzte  Gleichung  gibt,  1°  für  jeden  Werth  von  v reell 
2°  für  gewisse  Werthe  von  v reell,  für  andere  imaginär,  3°  für  alle  Wcrthe  von 
v imaginär  sein. 

Der  in  der  Klammer  befindliche  Ausdruck  bleibt,  was  aus  der  Theorie  der  Glei- 
chungen bekannt  ist,  immer  positiv,  welche  Werthe  wir  auch  für  v annchmcn  mögen, 
wenn  die  Gleichung:  • 

, , „AE— BD  , AF— D3 

,t+2ÄC=B>v+ÄÜ=F‘  = °’  « 

imaginäre  Wurzeln  hat.  Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  aber; 

AE— BD±V/-!(AE— BD)’-(AC-B,)(AF»-D3)| 

■ — ; — ; '•  w 

und  diese  Wurzeln  sind  imaginär,  wenn: 

■ (AE — BD)3— (AC— B3)(AF— D3)  < o.  (t) 

In  diesem  Falle  bängt  also  die  Realität  von  w einzig  vom  Zeichen  des  Weither  von 

(AC— B3)  ab.  Wenn 

AC— B*  > o, 

so  ist  w-  immer  negativ,  und  also  w immer  imaginär.  Die  durch  die  gegebene  Gleichung 
(1)  dargestelltc  Curvc  hat  also  in  diesem  Falle  keine  einzige  reelle  Tangente:  die 
Curve  selbst  ist  imaginär. 

Wenn  wir  statt  des  letzten  Aosdrnckcs  folgenden  haben : 

AC— B!  < o, 

so  bleibt  w-  immer  positiv  und  also  w immer  reell.  Die  Corvc  ist  also,  da  ihre  Tangen- 
ten alle  möglichen  Richtungen  annchmcn  können,  und  keine  derselben  durch  den  neuen 
Anfangspunct  geht,  eine  in  sich  geschlossene  Curve,  und  heisst  Ellipse. 

(,57.  Wenn  die  Wrurzcln  der  Gleichung  (6)  de c 1 1 sind,  so  ist: 

(AE-BD)’— (AC-B’XAF-D’)  > o.  (,) 

Findet  diese  Bedingung  Statt,  so  gibt  cs  zwei  Werthe  von  v,  für  welche  w gleich  Null 
wird.  Die  bezüglichen  geraden  Linien  gehen  durch  den  Anfangspunct,  den  Miltelpunct 
der  Curvc.  Bezeichnen  wir  diese  Werthe  von  v durch  v'  und  v",  so  kommt: 

w’  *=  ~ \(Y— v')(v- Oj- 

Wenn 

AC— B3  > 0, 

so  sind  die  Werthe  von  w dann  reell,  wenn  die  Werthe  von  v zwischen  v'  and  v"  an- 
genommen werden;  sonst  imaginär.  Wenn  hingegen 

AC-B*  < 0, 

II.  • ■ 7 
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so  wird  w dann  imaginär,  wenn  v zwischen  v‘  und  r"  angenommen  wird,  und  ist  reell, 
.wenn  v entweder  grösser  als  v'  und  v",  oder  kleiner  als  v'  und  v''  bestimmt  wird.  Die 
durch  die  Gleichung  (t)  in  den  zuletzt  betrachteten  Fällen  dargcstcllle  Gurre  heisst  Hy- 
perbel, jene  beiden  durch  v'  und  v"  bestimmten  geraden  Linien  ihre  Asymptoten. 
Man  kann  leicht,  ohne  vorzugreifen,  bloss  aus  der  geometrischen  auf  das  Bisherige  his- 
senden Betrachtung  den  Lauf  der  Curvc  nachweiscn  und  insbesondere  zeigen,  dass  die 
Bcriibrungspunctc  auf  den  Asymptoten  unendlich  weit  liegen.  Ohne  hierauf  cinzugchen, 
bemerken  wir  bloss,  dass  die  aus  zwei  gesonderten  Zweigen  bestehende  Curre  in  dem 
einen  oder  dem  andern  Paare  der  von  den  beiden  Asymptoten  gebildeten  Scheitelwinkel 
liegt,  je  nachdem  der  Ausdruck  (AC — B3)  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  endlich  die  Wurzeln  der  Glcichnng  (6)  einander  gleich  sind,  so  , 

kommt: 

(AE— BD)2— (AC— B2)(AF— D2)  = o,  (,„)  * 
nnd  die  Wurzeln  selbst  werden  gleich : 

AE-BD 
AC— B2  ‘ 

Setzen  wir  diesen  Ausdrnck,  der  Kürze  halber,  gleich  v"',  so  kommt: 

, AC — B2  , . 

w = (Y~v  )•  (■•) 


Diese  Glcichnng  gibt  für  w immer  reelle  Wurzeln,  wie  wir  auch  v annchnicn  mögen, 
wenn: 

AC — B3  <0; 

wenn  hingegen: 

AC-B3  > o, 

so  sind  die  Wurzeln  immer  imaginär,  ausgenommen  wenn 

AE-BD 
v Ä v “ “ Äc-b3* 


Wir  können  der  Glcichnng  (l)  folgende  Form  geben: 

|w— V'Ö2— AG.  ^-}{w+l/iS3-AC.  = o, 


und  dieselbe  also  in  folgende  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  anflösen : 

w = t/B^ÄC. 

A 

w = — VB2— AC.  - ~ — . 

• . v . A 

Die  gegebene  Gleichung  (t)  stellt  also  in  diesem  Falle  zwei  Pnnclc  dar,  die  je  nach- 
dem der  Atisdruck  (AC— B2)  nrgativ  oder  positiv  ist,  reell  oder  imaginär  sind. 

Wenn  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen  addiren , so  ergibt  sich  : 

w = o, 

d.  h.  (410)  der  Anfangspnnct  liegt  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  durch  die  gegebene 
Gleichung  (l)  dargcstclltcn  Puncto;  wir  können  diesen  Punct  also  immer  noch  als  Mil- 
tclpnnct  betrachten. 

Diejenige  gerade  Linie,  welche  die  beiden  durch  .die  gegebene  Gleichung  dargcstcll- 
tcn Pnnctc  verbindet,  hat  za  einer  ihrer  Coordinalcn: 

AE-BD 

T = “AC-B2  ■ ' <•’> 
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Substituiren  wir  diesen  Werth  für  v in  die  Gleichung  des  neuen  Anfangspunktes,  durch 
den  die  in  Rede  stehende  gerade  Linie  geht,  also  in  folgende  Gleichung: 

Aw+Bv-i-I)  = o, 

so  ergibt  sich  für  die  andere  Cuordinalc,  die  wir  durch  w"'  bezeichnen  wollen: 

,,  BE-CD  , . 

w “ AC— B-  ’ (,ä) 

In  dem  Falle,  dass  die  beiden,  durch  die  gegebene  Gleichung  dargestellten,  Puncte  ima- 
ginär sind,  können  wir  immer  noch  sagen,  dass  diese  beiden  Puncte  auf  der  reellen  ge- 
■ raden  Linie  (w"'f  ▼“*)  liegen.  Wir  können  aber  auch  in  diesem  Falle  von  jenen  beiden 
imaginären  Punctcn  ganz  abstrahiren,  und  sagen,  dass  die  gegebene  Gleichung 
eine  einzige  gerade  Linie  darstclle;  weil  cs  keine  andern  reellen  Werthe  für  w 
nnd  v gibt,  durch  welche  diese  Gleichung  befriedigt  wird,  als  w"’  und  v". 

Die  durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestelltcn  beiden  Puncte  sind,  wenn  wir  die 
Mitte  zwischen  diesen  beiden  Pnncten  zum  Anfangspunctc  der  Coordinaten  nehmen,  und 
demnach  B *=  D = o setzen,  jeder  für  sich  allein  durch  folgende  beiden,  in  eine  ein- 
zige zusainmrngczogcncn,  Gleichungen  gegeben: 

Aw+  V — AC.  vTV — AC.  v"u  — o. 

Da  in  diesem  Falle  die  Bedingung!  - Gleichung  (10)  auf  folgende  sich  reducirl: 

E’-CF  = o, 

und  man  Uberdiess : 

E 

v - C 

erhält,  so  gehen  die  Gleichongen  der  beiden  Pnnclc  in  folgende  tlberr- 

wtj/(-ä)-  n = °- 
Die  Coordinaten  dieser  beiden  Puncte  sind  also: 

y = . i ssMi)' 

und  hiernach  ist  das  Quadrat  ihrer  Entfernung  gleich 

(-¥} 

439.  Wir  haben  bisher  dnrebgehends  denjenigen  Fall  noch  unberücksichtigt  gelas- 
sen , wo 

AC-B»  = o.  (.*) 

Znerst  wollen  wir  annchmen,  cs  bestehe  diese  Gleichung  neben  der  Bedingungs- Glei- 
chung: 

(AE-BD)’-(AC-B’XAF— 1>!)  = o,  (.„) 
welche  anzeigt,  dass  der  erste  Theil  der  gegebenen  Gleichung  (1)  sich  in  zwei  Factoron 
der  ersten  Grades  zerlegen  lässt,  und  rcducirc  also  diese  Gleichung  ouf 

, , , (AE— BD)1  = 0, 

aas  der  folgt,  dass  ' 

AE-  BD  = 0. 

Unter  diesen  Bedingungen  verwandelt  sich  die  Gleichung  (j)  in  folgende  : 

A*w3-f(AF-D3)  = 0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden,  durch  die  gegebene  Gleichung 
(1)  dargestelltcn  Puncte  auf  der  neuen  zweiten  Aze,  also  auf  einer,  der  ijraprBng- 
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liehen  zweiten  Axc  parallelen  geraden  Linie,  liegen,  and  Leide  reell  oder 
imaginär  sind,  je  nachdem 

AF — D*  < o, 

oder 

AF— DJ  > o. 

Für  die  gerade  Linie,  auf  welcher  diese  Leiden  Pancle  liegen,  crgiLt  sich 

ß 


v A' 

AF — D1  = o, 

WJ  = 0 : 


Wenn  endlich: 
so  verwandelt  sich  (u)  in 

die  grgebene  Gleichung  (l)  stellt  alsdann  zwei,  in  den  nenen  Anfang&punct 
^ insatnmenfallendc,  Pnncte  dar. 


460.  Diese  Resultate  sind  in  Uebereinstimmung  mit  den  Entwicklungen  der  458.  Num- 
mer. Die  Leiden  Gleichungen : 

AC— BJ  - o,  AE-BD  = o, 
bringen  ncmlich  folgende  dritte  mit  sich: 

BE-CD  = 0; 

und  somit  erscheinen  die  Ausdrücke  für  v"  und  w'",  d.  h.  für  die  Coordinaten  derjenigen 
geraden  Linie,  welche  die  beiden  in  Rede  stehenden  Pnncte  verbindet,  beide  unter  der 
Form-,  und  es  kommt  darauf  an,  die  wahren  Wcrthe  dieser  Ausdrücke  zn  erhalten. 
Man  sieht  sogleich  aus  der  Form  der  Gleichung  (10),  dass,  wenn  wir  (AC— BJ)  als  eine 
kleine  fast  verschwindende  Grösse  betrachten,  diese  Grösse,  so  lange  nicht  auch  (AF*-DS) 
cincu  verschwindenden  Werth  erhält,  nothweadig  ein  Kleines  der  zweiten  Ordnung  in 
Beziehung  auf  (AE— BD)  ist;  und  dann  ist  wiederum  leicht  ersichtlich,  dass  (BE— CD) 
mit  dem  letzten  Ausdrucke,  ein  Kleines  derselben  Ordnung  ist  Die  wahren  Gränzwerthe 
der  beiden  Ausdrücke: 

.....  _ AE-BD  BK-CD 

“ "AC— B1  ’ w = XC-ßi  ’ 

sind  also  unendlich.  Die  bezügliche  gerade  Linie  ist  der  zweiten  Axc  parallel.  Für  den 
Durchschnitt  dieser  Linie  mit  der  ersten  Axc  erhalten  wir: 

w"  BE— CD 

’ v“  = AE-BD’ 


einen  Ansdruck,  der  wiederum  unter  der  Form  ^ erscheint  Den  wahren  Werth  des- 
selben erhallen  wir,  wenn  wir  die  Division  des  Nenners  in  den  Zähler  ausführen.  Man 
hat  ncmlich : 

BE-CD  B A(AE— BD) 

ÄE-BD  A AC-Bs  ’ 

and  der  letzte  Tbcil  dieser  Gleichung  rcducirt  sich,  da  sein  zweites  Glied  verschwin- 
det, auf  — , in  Uebereinstimmung  mit  der  vorigen  Nummer. 


Wenn  aber  (AF—D1)  zugleich  mit  (AC—B1) ‘ verschwindet , so  erscheinen  die  Aus- 
drücke für  v™,  w”  und  unter  der  Form  ?,  die  nicht  mehr  reducirbar  ist:  die  gerade 
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Linie.  welche  durch  die  Leiden  in  Rede  stehenden  (zusammenfallcndcu)  Puncte  geht, 
kann  jede  beliebige  Richtung  haben. 

461,  Es  verwandelt  sich  ferner,  wenn  wir 

AC-B2  = o 

setzen,  die  Bedingung  (9)  in  folgende: 

(AE— BD)2  > o, 


in  eine  Bedingung,  die  jedesmal  erfüllt  wird.  In  diesem  Falle  erhalten  wir  ans  der  Glei- 
chung (6): 

(AC-B!)vM-2(AE-BD)v+(AF-D2)  - 0, 

deren  'Wurzeln  die  Richtung  der  beiden  Asymptoten  der  Curve  , die  in  diesem  Falle 
immer  eine  Hyperbel  ist,  bestimmen, 

71  „ AF-D2 

v = ~,  v = --/^E3BD. 


Eine  jener  Asymptoten  ist  also  der  zweiten  Axc  parallel,  und  die  Richtong  der  an- 
dern durch  den  zweiten  Werth  von  v gegeben. 

Wenn  zugleich: 

AF-D2  = o, 

so  ist  der  zweite  Werth  von  v gleich  Null.  In  diesem  Falle  sind  also  die  beiden 
Asymptoten  den  beiden  AxenpärallcI. 

Hierher  gehört  insbesondere  auch  die  Gleichung: 

Aw2+2Euv  = o, 

die,  weil  in  derselben  (ibcrdicss  keine  mit  vw  und  uw  behafteten  Glieder  Vorkommen,  eine 
Hyperbel  darstellt,  deren  Asymptoten  die  beiden  Coordinaten  - Axcn  selbst  sind. 


462.  Endlich  verwandelt  sich  die  Bedingung  (8),  wenn  wir 

AC-B2  = o 

setzen,  in  folgende: 

(AE-BD)2  < o: 

eine  Bedingung,  die  niemals  befriedigt  werden  kann,  so  lange  die  CocfBcicnlcn  der  gege- 
benen Gleichung  reelle  Grössen  bleiben. 

Um  die  vorstehenden  beiden  Bedingungen  zn  befriedigen,  müssen  D und  E imaginär 
werden.  Substituircn  wir  dem  zufolge  für  diese  CocfScicntcn  T)\s — 1 und  EW'— 1 , so 
zerfallt  die  gegebene  Gleichung,  die  alsdann  folgende  wird: 

Aw’+aBvw-t-Cv’+F-f  jDw+EviV' — t = o, 

von  selbst  in  folgende : 

Aw2+2Bvw4-C.v2+F  «=  o, 

Dw+Ev  = o, 

die  beide  zugleich  befriedigt  werden  müssen.  Wir  erhalten  also  eine  bestimmte  Anzahl 
von  geraden  Linien,  nemlich  zwei,  deren  Coordinaten  folgende  sind: 

y _ ,..;AE2— sBPR+CD2,  _ ,AE2— 2BDE+CD2( 

T “ ±K1  —FD2  J*  ±V1  -FE2' 


ij» 

4*> 


*)  Auf  ganz  analoge  Welse  »teilt  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  Puact- 
Coordinaten : 


y2+2axj4*tl?*?+2y)+2di'f*  = o, 

wenn  wir  für  y und  J imaginäre  Werthe  nehmen,  zwei  einzelne  Pnnctc  dar. 
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469.  Wenn  wir,  statt  in  der  allgemeinen  Gleichung  u gleich  Eins  in  nehmen,  v 
gleich  Eins  gesetzt  hätten,  so  hätten  wir  statt  (4)  folgende  Gleichung  erhalten: 

• A3w3+(AF — D3)a3+2(AE— BD)n+(AG— B3)  - 0, 

lind  die  Discussion  dieser  Gleichung  ist  der  vorstehenden  gleich , nur  dass  der  Aiisdruolc 
(AF— D3)  an  die  Stelle  von  (AC— B3J,  und  die  eine  Coordinatcn  - Axe  an  die  Stelle  der 
andern  tritt. 

464.  Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  derjenige  Fall  zu  discutiren  Übrig,  den  wir  bisher 
unberücksichtigt  gelassen  haben,  wo 

A = o. 


Wenn  wir  A allmählig  verschwinden  lassen,  so  ist  ersichtlich,  dass  alsdann  der  Millel- 
punct  der  durch  die  allgemeine  Gleichung  dargcstelltcn  Curvc,  neuilich  der  Punct 
^ ^ sich  immer  weiter  vom  Anfangs  - Puncte  der  Coordinatcn  entfernt : wir  können 
sagen,  cs  liege  der  Mittelpunct  unendlich  weit,  wenn  A = o.  Die  Gleichung  dieses 
Punctes : 

Aw+Bv+Dn  = o, 

redneirt  sich  alsdann  auf: 

Bv+Du  =>  o, 

d.  h.  alle,  durch  diesen  Punct  gebende,'  gerade  Linien,  oder,  mit  andern  Worten,  alle 
Durchmesser  der  Cqrvc,  sind  parallel  und  ihre  Richtung  ist  gegeben  durch 

v D 

= ß’ 

Aus  der  gegebenen  allgemeinen  Glcichong,  die  dem  in  Rede  stehenden  Falle  ent- 
spricht: 

2Bvw+Cv3+2Duw+2Eov+Fa3  =■  o,  (1) 

erhalten  wir 

, , Cv3-4-2Euv-t-Fn3  • 

W = ßv+Du  ‘ W 

W ir  erhalten  also  für  jeden  W erth  von  — im  Allgemeinen  einen  einzigen  und  bestimmten 
Werth  für  Es  ist  sogleich  ersichtlcb,  dass  die  bezügliche  Cnrvc  eine  nach  einer  Seite 
hin  ofTcnc  und,  ins  Unendliche  hin,  sich  erstreckende  ist.  Diese  Curvc  heisst  Parabel. 

Der  Werth  des  letzten  Ausdruckes  für  w wird  unendlich,  wenn  v unendlich  wird} 
ausserdem  aber  auch  noch,  wenn  der  Nenner  desselben  verschwindet,  iin  Allgemeinen, 
wenn 

Bv+Du  =•  o: 

die  den  Durchmessern  der  Curvc  parallelen  Tangenten  derselben  liegen  also  unendlich  weit. 
466.  Auch  folgende  einfache  Gleichung: 

Cv3+2Duw  « o 

stellt,  da  in  derselben  w3  nicht  vorkommt,  eine  Parabel  dar.  Wenn  wir  in  dieser  Glei- 
chung w «=  0 setzen,  so  kommt  v3  = o j die  durch  dieselbe  dargcsteiltc  Parabel  wird 
also  von  der  ersten  Axe  berührt  und  zwar  im  Anfangspuncte  der  Coordinatcn.  Die  Rich- 
tung der  Durchmesser  ist,  da  in  der  vorstehenden  Gleichung  das  mit  vw  behaftete  Glied 
fehlt,  durch  die  Gleichung 

n «*  o 

gegeben:  es  sind  diese  Durchmesser  also  der  zweiten  Axe  parallel. 

Auf  ganz  analoge  Weife  ergibt  sich,  dass  die  Gleichung: 

Fu342Bvw  = o; 
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eine  Parabel  darstcllt,  welche  von  der  zweiten  Axc  im  Anfangspnnctc  berührt  wird,  und 
deren  Durchmesser  der  ersten  Axc  parallel  sind. 

£,66.'  Es  gibt  aber  auch  besondere  Fälle,  bei  der  Voranssetzong,  dass  w’  in  der  ge- 
gebenen Gleichung  nicht  vorkommt,  wo  diese  Gleichung  keine  Corvc  darstellt.  Diesen 
Fällen  entspricht  die  Bedingung,  dass  in -dem  Ausdrucke  für  w (2)  der  Zähler  durch  den 
Nenner  ohne  Rest  tkeilbar  ist.  Soll  diese  Bedingung  erfüllt  werden,  so  muss,  wenn 
wir  denjenigen  Werth  von  v,  den  wir  dnreh  Anullirnng  des  Nenners  erhalten,  ncmlich 

^ ’n  ^cn  Zähler  substituiren , dieser  Zähler  verschwinden.  Hiernach  ergibt  sich 

sogleich  für  den  in  Rede  stehenden  Fall,  folgende  Bedingungs- Gleichung: 

CD2-2BDE+FB2  ~ o.  (3) 

Wenn  wir  die  Division  des  Nenners  in  den  Zähler  des  Ausdruckes  von  w wirklich 

ansführen,  so  kommt:  

.,/C  . aEB— CD  ,,CDJ-2BDE-t-FB>  , 

W - — jgä  aj-f-/«  B2(ßv-f-l)p) 

Indem  wir  den  Rest  gleich  Null  setzen , erhallen  wir  dieselbe  Bedingungs  - Gleichung 
als  eben,  nnd  fiir  w ergibt  sich,  mit  Berücksichtigung  dieser  Bedingungs -Gleichung: 

w = _</ä(£v+?n). 

Die  gegebene  Gleichnug  verwandelt  sich  hiernach  in  folgende: 
(Bv+Du)(2BDw-fCDv+FBu)  = o, 

und  stellt  also,  wie  ihre  Form  zeigt,  das  System  folgender  beiden  Pnncte  dar: 

Bv+Dn  = o,  (♦) 

2BDw+CDv+FBu  **  o,  (s) 

von  welchen  der  ersterc  unendlich  weit  liegt,  nnd  der  zweite  jeder  beliebige  sein 
kann.  Die  Coordinatcn  dieses  zweiten  Punctcs  sind: 

,.F  ,.C 

y - V:p.  * = ’/>b- 

Für  den  in  Rede  stehenden  Fall  erscheint  der  Werth  von  w,  der  v = — gii  ent- 

• O 

spricht»  unter  der  Form—;  denn  man  hat:’ 

. . (Bv+Da)(CDv+FBn) 

w * BU(Bv+Duj  * 

_ Jener  Werth  muss  diese  unbestimmte  Form  annehmen,  weil  die  durch  den  einen,  un- 
endlich weit  liegenden,  Punct  gehenden  geraden  Linien  den  Leiden  Axen  in  solchen 
Pnncten  begegnen,  die  unbestimmt  bleiben.  Lassen  wir  aber  im  Nenner  und  Zähler 
des  vorstehenden  Ansdrucks  fiir  w den  Factor  (Bv+Dn),  der  sich  auf  diesen  Pimct  be- 
zieht, fort,  wodurch  wir  die  lineare  Gleichnng  (5)  erhalten,  so  finden  wir: 
w FB5— CD1  w Fß2-CDJ 

- = y.—  b,B  , 7 Bl)2  ’ 

für  die  Segmente,  die  auf  den  beiden  Coordinaten- Axen  von  derjenigen  geraden  Linie 
abgeschnitlcn  werden,  welche  durch  den  zweiten  der  beiden,  durch  die  gegebene  Glei- 
chung (1)  dargestclltcn,  Pnnctc  geht  nnd  die  eben  hczcichnctc  Richtung  hat. 

Wenn  ß und  D zugleich  Null  sind,  so  werden  die  beiden  letzten  Ausdrücke  fiir 
- und  — unendlich.  Aach  der  zweite  Punct  liegt  anendlich  weit.  Die  gege- 
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bene  Gleichung  rcducirt  sich  in  diesem  Falle  auf: 

Cv’-t-ßEnv-t-Fu5  «*  o, 

und  die  beiden  darch  diese  Gleichung  dargcstelltcn  unendlich  weit  liegenden  Fnnctc  sind 
rccLl,  fallen  zusammen  oder  werden  imaginär,  je  nachdem: 

CF— E5  < o,  CF-E»  - o,  CF-E5  > o. 

467.  Wenn  eine  Curve  durch  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

Aw3+2Bvw+Cv’+2Duw+2Euv+Fu’  b o, 

dargcstcllt  wird  und  wir  den  Anfangspnnct  in  irgend  einen  Ponct  (y',  *')  verlegen,  so 
wird  dieselbe  Curve  durch  folgende  Gleichung  da/ gestellt:  , 

AwM-2(B — Ax')vw-f-(C — 2Bx’-)-Ax’;)v!-+-2(D — A/)uw 
•4-2(E — Dx' — By'-t-AyY)uv-t-{F — 2Dj'-f-Ay,5)ii*  =.  o.  (1)  " 

Wir  haben  in  dem  Frühem  y'  und  x so  bestimmt,  dass  in  dieser  Gleichung  die  mit  w in 
der  ersten  Potenz  behafteten  Glieder  ausGclcn,  und  daran  die  allgemeine  Discnssion  der 
gegebenen  Gleichung  (den  einen  Fall,  dass  A = o,  ausgenommen)  angekniipft.  Eine 
ganz  analoge  Discussion  wurden  wir  erhalten,  wenn  ans  der  umgeformten  GIcichnng 
diejenigen  Glieder , die  v oder  u nur  in  der  ersten  Potenz  enthalten , ausGclcn.  Dies  ge- 
schieht aber,  im  Allgemeinen,  durch  keine  Annahme  von  y‘  and  x‘.  Denn  setzen  wir 
zum  Beispiel : 

B—A*  =0,  . 

E — Dx’ — By'-f-Ax'y’  = o,  '*■' 

so  rcducirt  sich  die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen,  vermittelst  der  ersten,  auf 

E— Dx’  «=  O; 

und,  da  die  Coordinaten- Umformung,  wenn  y'  unendlich  wird,  nicht  Statt  finden  kann, 
können  beide  Gleichungen  nur  dann  zugleich  bestehen,  wenn 

AE— BD  ns  o. 

W ir  erhalten  dieselbe  Bedingung! -Gleichung,  wenn  wir  annehmen,  dass  statt  der  ersten 
der  beiden  Gleichungen  (2)  die  Gleichung 

D — Ay'  s=  o, 

zugleich  mit  der  zweiten  der  Gleichungen  (2)  bestehen  soll. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Bcdingungs  - Gleichung  (3)  ergibt  sich  aus  der  Be- 
trachtung der  Gleichung  (4)  der  455.  Nummer.  Es  findet  dieselbe  ncmlich  dann  Statt, 
wenn  zwei  durch  den  Anfangspnnct  der  Coordinatcn  den  beiden  Asymptoten  der  Curve 
parallel  gezogene  gerade  Linien  mit  den  beiden  Coordinaten-Axcn  vier  llarmonicahm  bil- 
den , oder,  wie  wir  später  sehen  werden,  wenn  die  beiden  Axen  zweien  zugeordneten 
Durchmessern  der  Curve  parallel  sind. 

Wir  gehen  in  die  durch  das  Vorstehende  angedentcle  Discnssion  nicht  ein,  weil  sie 
sich  nur  auf  einen  besondem  Fall  bezieht. 

468.  Wir  können  aus  der  umgeformten  Gleichung  durch  gehörige  Bestimmung  des 
neuen  Anfangspunctcs,  im  Allgemeinen,  auch  die  mit  va  und  u5  behafteten  Glieder  aus- 
fallen  lassen.  Wir  müssen  zu  diesem  Ende  x'  und  y’  durch  folgende  beid co  Gleichungen 

bestimmen : _ , 

Ax’1— 2Bx‘+C  = 0,  1 
Ay'5 — 2Dy’+F  ==  o. 

Wir  erhalten  für  die  Möglichkeit  dieser  Umformung  folgende  Bedingungen: 

AC-B5  < 0,  AF-D5  < 0. 
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für  den  Fall  der  Ellipse  werden  diese  beiden  Bedingungen  immer  erfüllt  (450).  Für 
den  Fall  der  Hyperbel  wird  die  erste  Bedingung  nur  dann  erfüllt,  wenn  die  Cnrvc  Tan- 
genten hat,  die  der  ersten  Are  parallel  sind  (457).  Hie  zweite  Bedingung  bezieht  sich 
auf  eine  ganz  analoge  Weise  anf  die  Richtung  der  zweiten  Axc.  Die  Griinzcn  für  die 
Möglichkeit  der  in  Rede  stehenden  Umformung  sind  dadurch  bestimmt,  dass  die  Coor- 
dinaten-Axen  den  Asymptoten  parallel  sind  (46t).  Alsdann  sind  die  gleichen  Wurzeln 
der  Gleichungen  (4)  die  Werthc  für  die  Coordiualen  des  Mittclpunclcs  der  gegebenen  Curvc. 

Dasselbe  ergibt  sich  aus  der  ßetrachtnng  der  umgeformten  Gleichung,  welche, 
wenn  v’  und  x durch  die  Gleichungen  (4)  bestimmt  werden,  folgende  Form  annimml: 

Aw’-+-2Bvw-t-2Duw-t-Euv  =e>  o. 

Denn , setzen  wir  in  dieser  Gleichung  nach  einander  u = o und  v = o , so  erhalten  wir 
beidcsmal  für  w Werthe,  von  denen  einer  ebenfalls  gleich  Null  ist.  Es  wird  also  die 
Cnrvc  von  den  beiden  neuen  Coordinalen-Axen  berührt  nnd  die  Wurzeln  der  beiden 
Gleichungen  (4)  bestimmen  die  Coordinatcn  der  vier  YY  inkclpuncte  eines  um  die  Curve 
beschriebenen  Parallelogramms,  dessen  Seiten  den  beiden  Coordinatcn  - Axcn  paral- 
lel sind. 

Für  den  Fall  der  Parabel,  wo  A = o,  reducircu  sich  die  beiden  Gleichungen  (4) 
anf  den  ersten  Grad  nnd  wir  erhalten! 

, C ■ F 
x “ äB’  y = äD; 

und  hiernach  verwandelt  sich  die  umgeformte  Gleichung  (1)  in  folgende: 
2B’Dvw+2BD3uw — (CD’ — 2BDE+FB>V  = o. 

Indem  wir  alle  Glieder  der  vorstehenden  Gleichung  durch  uvw  dividiren,  erhält  dieselbe 
folgende  Form; 


indem  wir,  der  Kürze  und  Symmetrie  halber,  die  Cocfficicntcn  der  letzten  Gleichung 
durch  n',  v’  und  w'  bezeichnen. 


469.  Wenn  in  der  umgeformten  Gleichung  (1)  bloss  das  mit  uv  behaftete  Glied  aus- 
fallcn  soll,  so  können  wir  den  Punct  (y*  x)  beliebig  auf  der  durch  die  Gleichung: 

Ayx— By  — Dx+E  = o,  (s) 

dargestclltcn  Cnrvc  annehmen.  Es  stellt  diese  Gleichung,  der  wir  auch  folgende  Form 
geben  können; 

/ Bw  D\  BD-AE 

(*-*)  (y-Ä)  “ ~~Ä*  ’ (e)  ’ 

eine  Hyperbel  dar,  deren  Mittolpunct,  für  welchen  man  (229); 

D B 

y - 1’  x - ä’ 


erhält,  mit  dem  Mittclpnnctc  der  gegebenen  Curve  zusammenfällt  und  deren  Asymptoten 
den  Coordinaten  - Axen  parallel  sind. 

Wenn  wir  den  Anfangspnnct  in  irgend  einen  Panct  dieser  Cnrve  verlegen,  so  hat 
also  die  nmgeformte  Gleichung  folgende  Form; 

A'wJ+2B'vw+Cv,+2D'nw+F'uJ  = 0, 

nnd  wir  erhalten,  wenn  wir  w ■=  0 setzen,  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  W erthe  für 
- . Es  bildeh  mithin  die  beiden  durch  den  neuen  Anfangspnnct  gehenden  Tangenten  der 

II.  8 
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gegebenen  Curve  und  die  beiden  Denen  A.xen  ein  System  von  vier  Hja rm o n i cal c n. 

In  dem  Falle  also,  dass  die  Axen  sich  unter  rechten  Winkeln  schncjdcn,  sind  diejeni- 
gen beiden  geraden  Linien,  welche  die  Scheitel  -Winkel , die  zwei  von  einem  beliebigen 
Punclc  der -Hyperbel  (5)  an  die  gegebene  Curve  gelegte  Tangenten  mit  einander  bilden, 
halbircn,  den  beiden  ursprünglichen  Coordiualen  - Axen  parallel.  Es  folgt  aus  diesen  geo- 
metrischen Betrachtungen,  dass,  wenn  man  um  die  gegebene  Curve  ein  Parallelogramm 
beschreibt,  dessen  gegenüberliegende  Seiten  den  beiden  Coordinaten-Axen  parallel  sind, 
die  in  IVcdc  stehende  Hyperbel  durch  die  vier  Bertihrungs-Puncte  auf  den  vier  Seiten  des 
Parallelogramms  gehen  muss.  Wenn  keine  Tangenten  der  gegebenen  Curve  den  beiden 
Coordinaten-Axen  parallel  sind,  so  wird  sic  von  der  Hyperbel  (5)  nicht  geschnitten. 

UTO.  Die  nachstehende  Aufgabe  : 

Auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  einen  Punct  so  zu  bestimmen , dass  die  beiden 
von  diesem  Punclc  an  eine  gegebene  Curve  zweiter  Classc  gelegten  Tangenten  mit  einer 
zweiten  gegebenen  geraden  Linie  ein  gleichschenkliges  Dreieck  bilden;, 
gestattet  also , wenn  nicht  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  parallel  sind  oder  auf 
einander  senkrecht  stehen,  im  Allgemeinen  eine  doppelte  Auflösung. 

, W'enn  E = o , so  geht  die  durch  (i)  dargcstclltc  Hyperbel  durch  den  Anfangspunct 
der  Coordinaten,  was  mit  der  4 6~.  Nummer  in  Ucbercinstiinmong  ist. 

471.  Die  Gleichung  (5)  rcducirt  sich  auf  den  ersten  Grad,  wenn  A = o und  also 
die  gegebene  Curve  eine  Parabel  ist.  Man  erhält  in  diesem  Fallei 

By-t-Dx — E = o.  (7) 

Die  durch  diese  Gleichung  dargcstclltc  gerade  Linie  geht  nolhwcndig  durch  diejenigen 
beiden  Puncte,  in  welcher  die  gegebene  Parabel  von  zwei  den  Coordinaten-Axen  paral- 
lelen geraden  Linien  berührt  wird,  und  ist  also  durch  diese  beiden  Puncte  vollkommen 
bestimmt.  Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

Wenn  irgend  eine  gerade  Unie  eine  gegebene  Parabel  in  zwei  Punct en  schneidet 
und  man  in  diesen  beiden  Punctcn  die  beiden  Tangenten  conslruirt  und  ausserdem  von 
irgend  einem  beliebigen  Puncte  der  geraden  Linie  noch  zwei  Tangenten  an  die  Parabel 
legt,  so  erhall  man  vier  Tangenten , welche  die  Richtung  von  vier  liarmonicalen 
haben. 

W^enn  die  Coordinaten-Axen  rechlirinklig  sind,  so  gebt  die  durch  (7)  dargcstclltc 
gerade  Linie  nach  einem  bekannten  Satze  durch  den  Brennpnnet  der  Parabel  (343).  Um 
Umschreibungen  zu  vermeiden,  knüpfen  wir  an  diese  Bemerkung  die  Aussage  folgender 
Sätze,  die  unmittelbar  ans  dem  vorstehenden  Satze  sieb  ergeben  : 

Wenn  zwei  Tangenten  einer  Parabel  in  irgend  einem  Puncte  einer  durch  den 
Brennpuncl  derselben  gehenden  geraden  Linie  sich  schneiden,  so  sind  diejenigen  beiden 
geraden  Linien , welche  die  von  denselben  gebildeten  Scheitel- Winkel  halbircn,  den 
beiden  Tangenten  in  den  Durchschni/tspunclen  der  Parabel  und  der  durch  den  Brenn- 
punct  derselben  gehenden  geraden  Linie  parallel. 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Punctcn,  die  mit  dem  Brennpuncle  einer  Parabel  in  . 
gerader  Unie  liegen,  zwei  Tangenten- Paare  an  die  Curve  legt,  so  schneiden  sich  die- 
selben unter  gleichen  Winkeln. 

47?-  Aus  der  umgeformten  Gleichung  (l)  fällt,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  das 
mit  uv  behaftete  Glied  aos,  wenn  wir  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  irgend  einen 
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beliebigen  Puncl  der  durch  die  Gleichung  (5)  dargcstcllten  Hyperbel  verlegen.  Jene  um- 
gcformlc  Gleichung,  die  wir,  der  Kürte  halber,  auf  folgende  Weise  schreiben  wollen: 
Aw’-f-JB'vw+C'v’+JD'uw+aE'uv+F'n’  = o, 
können  wir  alsdann  auch  auf  folgende  Form  bringen: 

C(v+®’w)»+F(0+p,wr)»  = A)w’-  (•) 

Der  neue  Anfangspunct  der  Coordinalen,  der  beliebig  auf  der  durch  (5)  dargcslclllen 
Hyperbel  angenommen  worden  ist,  kann  zugleich  auch  noch  auf  einer  zweiten  gegebenen 
Curve  liegen.  Wir  erhalten  eine  solche  Curvo,  wenn  wir  folgende  Bedingung  erfüllen 
wollen : 

C = F. 

Denn  setzen  wir  für  C und  F’  ihre  Werthe,  so  ergibt  sich: 

C — Jllx+A*1  «=F—  aDy+Ay1,  (») 

wenn  wir  die  Accente  von  y und  x forllasscn.  Wenn  wir  dieser  Gleichung  folgende 
Form  geben: 

so  ist  sogleich  ersichtlich,  dass,  wenn  wir  y und  x als  veränderlich  betrachten,  die  be- 
zügliche Curve  eine  Hyperbel  ist,  deren  Mittclpunct  mit  dem  Mitlclpuncle  des  gegebenen 
Ortes  zweiter  Classe  zusammcnfällt,  und  deren  irgend  zwei  zugcordnctc  Durchmesser 
den  Coordinaten  - Axen  parallel  sind. 

Wir  können  also  durch  blosse  Verlegung  des  Anfangspuncte's  der  allgemeinen  Glei- 
chung der  Ocrtcr  zweiter  Classe,  indem  wir  w gleich  der  Einheit  nehmen,  und  in  (8): 

B . D 


F “ -u> 


t/B",D‘  B=+D’*-AC  X1 

" H 


* 

srlzcn,  folgende  Form  geben: 

• (v — v’j’-f-fu— u)3  = M: 

also  die  Form  der  auf  rechtwinklige  Coordinaten-Axen  bezogenen  allgemeinen  Kreis -Glei- 
chung. Der  neue  Anfangspunct,  der  dadurch  gegeben  ist,  dass  er  in  einem  der  Durchschnitte 
zweier  Hyperbeln  (6)  ond  (10)  liegt,  deren  beider  Mittclpunct  mit  dem  Miltclpnnetc  des 
gegebenen  Ortes  zusammenlallt,  und  von  denen  die  eine  zwei  den  Coordinaten-Axen 
parallele  gerade  Linien  zu  Asymptoten,  die  andere  zu  zugeordneten  Durchmessern  bat, 
kann  immer  auf  doppelte  Weise  bestimmt  werden. 

4~3.  Um  die  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunctcs  zu  bestimmen,  müssen  wir  ans 
den  Gleichungen  (6)  und  (to)  die  Werthe  von  v und  x ziehen.  Setzrn  wir  zu  diesem 
Ende : 

D B , , 

>“Ä  “/•  *“ Ä"*1  (") 

d.  h.  verlegen  wir  den  Anfangspunct  in  den  Mittclpunct  der  gegebenen  Curve,  so  'gehen 
die  beiden  angezogenen  Gleichungen  in  folgende  beiden  über: 

„ BD-AK 

*y  = — — • 

...  _ (C— F)A— (B;— D:) 
y • AJ 
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Wenn  wir  ans  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  nach  einander  den  Werth  von  y” 
und  x"  nehmen  und  ihn  in  die  zweite  Gleichung  snbstituiren.  so  kommt: 

(C—  F)A— (B’~ D’)  / BD-AE  y _ 

y AJ  7 V AJ  ) ~ ’ 

--Z  ■ (C-F):\-(B’— D’)_„,  /bd-ae  y _ 

■*“  A5  \#)~ 

Da  das  von  y"  und  x"  unabhängige  Glied  dieser  beiden  Gleichungen  eine  negative  Grösse 
ist,  so  erhalten  wir  für  y"1  und  x’,J  nothwendig  zwei  reelle  Werthe,  von  denen  einer 
positiv,  der  andere  negativ  ist,  nnd  also  für  y"  und  fiir  x"  vier  Werthe,  von  denen,  in 
Ucbcrcinstimmung  mit  dem  eben  schon  Bemerkten,  zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind. 
Wenn  wir  jene  Gleichungen  wirklich  auflüsen  und,  der  Kürze  halber: 

(C-F)A-(B’-D5)  = P, 

V'lh(BD-AE)>+P>>  = Q, 

setzen,  so  ergibt  sieb: 

. • y"1  = P±Q, 

7 2A* 

x-  = r£±2. 

2Aj 

In  diesen  Ausdrücken  für  y”J  und  x"1  müssen  wir  offenbar  die  obern  Zeichen,  so  wie  die 
nntern  zusammennehmen;  cs  beziehen  sich  jene  auf  die  reellen,  diese  auf  die  imaginären 
Durchschnitte  der  beiden  in  I\cde  stehenden  Hyperbeln.  Wenn  wir  die  beiden  letzten 
Gleichungen  addiren,  so.  erhalten  wir: 


y'H-x"’ 


CAJ  ’ 


wodurch,  wenn  wir  rechtwinklige  Coordinaten  voraussetzen,  die  Entfernung  jener  Durch- 
schnitte vom  Mittclpuncle  der  gegebenen  Curve  bestimmt  wird. 

47+  Wenn  wir  die  beiden  reellen  Werthe  von  y"  dorch  ß nnd  (f,  die  beiden  ima- 
ginären durch  ß"  und  ,9"’,  und  die  vier  entsprechenden  Werthe  von  x"  durch  a,  u',  u und 
ei"  bezeichnen,  so  ist: 

dV(— P+Q) 

AV'ä  5 

TV^— (P+Q) 

\V% 


oder : 


Ld  Aw'ä  ’ 

n 

3 

rrn  iP'(P-Q) 

[ß  J Aw  ’ 

Kl  - 

r-n  ±^(P+Q) 

Ld  “ wi  ' 

II 

i — i 

uJj 

«*">  * 
& 

1 1? 

a.  ± 

x < 

-H 

II 

1 1 

hb 

K - 

(■») 


+ K-P+Q) 

Av^2  ’ 

±t^— (P+Q) 

A V2 

Zuerst  ist  klar,  dass  in  beiden  Gruppen  von  Coordinaten  - Wcrthcn , die  Werthe  für  ß, 
ßi,  a und  ei  immer  reell  sind,  weil  -f-Q,  oder  die  positive  arithmetische  Wurzel 
aas  dem  Ausdrucke  |4(BD — AE)*+P*|,  nothwendig  grösser  ist  als  P. 

Ob  wir  ferner  die  erste  oder  zweite  Gruppe  von  Coordinaten- Wcrthcn  nehmen  müs- 
sen, hängt  davon  ab,  ob 

6 BD-AE  > o, 

oder 

BD — AE  ^ o. 
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Es  folgt  nemlicfa  aus  der  Gleichung: 

. . BU-AE 

dass  in  dem  ersten  Falle  das  Product  der  zusammengehörigen  Wcrthe  von  y"  und  x" 
positiv  sein  muss,  und  also  die  reellen  Wcrthe  ß und  a,  so  wie  ß und  o',  mit  demsel- 
ben Zeichen  genommen  werden  müssen,  hingegen  die  imaginären  Wcrthe  ß'  und  o",  so 
wie  ß"  und  u~,  mit  entgegengesetztem  Zeichen.  Diesem  entspricht  die  erste  Gruppe. , 
Aus  derselben  Gleichung  folgt,  dass  in  dem  zweiten  Falle  das  Product  der  zusammenge- 
hörigen Wcrthe  von  y"  und  x'  negativ  sein  muss,  so  dass  wir  ß und  a,  ß und  a mit 
entgegengesetztem,  ß'  und  u",  ß"  und  aber  mit  gleichem  Zeichen  nehmen  mUsscn. 
Diesem  entspricht  die  zweite  Gruppe. 

Wenn 

BD — AE  = o, 

so  ist  P = Q und  mithin  o = a =z  o und  ß~  = ß"—  o.  Alsdann  liegen  die  beiden  reel- 
len Punctc  (ß,  o)  und  (ß,  u)  auf  der  neuen  zweiten  Aze  nnd  die  beiden  imaginären 
Puncte  (ß‘‘,  o")  und  ß",  «*)  auf  der  neuen  ersten  Aze. 

475.  Diejenige  gerade  Linie,  welche  die  beiden  reellen  Durchschnittspuncte  (ß,  u) 
und  (ß,  u)  verbindet,  und  diejenige,  welche  die  beiden  .imaginären  Durchschnittspuncte 
(ß‘,  et")  und  (ß~,  o"’)  enthält,  gehen  beide  durch  den  Miltclpunct  der  gegebenen  Curve 
zweiter  Classe  und  bilden  mit  der  ersten  Co  ordinalen  - Azc  Winkel,  deren  trigonometri- 
sche Tangenten  gleich  sind: 


und  da  das  Product  dieser  beiden  trigonometrischen  Tangenten  gleich  ist:  (— t),  so  se- 
hen wir,  dass  jene  beiden  geraden  Linien  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Wir  kommen  zu  demselben  Resultate,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  in  dem  Falle 
rechtwinkliger  Coordinatcn  die  beiden  Hyperbeln  (6)  und  (10)  gleichseitige  sind  und  dass 
die  geraden  Linien,  welche  die  Durchschnittspuncte  zweier  gleichseitigen  Hyperbeln,  paar- 
weise genommen,  verbinden,  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden  (?95).  Diese  letzte 
Bemerkung  gilt  auch  dann,  wenn,  wie  in  dem  vorliegenden  Falle,  zwei  jener  Durch- 
schnitte imaginär  sind. 

476.  Wir  haben  in  dem  Vorstehenden  nachgewiesen,  dass,  wenn  man  irgend  zwei 
rechtwinklige  Coordinaten  - Azen  beliebig  annimmt,  sich  immer  solche  vier  Puncte,  von 
denen  zwei  reell  sind,  bestimmen  lassen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass,  wenn 
man  in  einen  beliebigen  dieser  (reellen)  Pnnctc  den  Anfangspnnct  der  Coordinatcn  ver- 
legt, die  allgemeine  Gleichung  der  Corven  zweiter  Classe  die  Form  der  Kreis  - Gleichung 
erhält.  Es  bietet  sich  uns  hier  die  natürliche  Frage  dar,  ob,  wenn  wir  die  Richtung  der 
beiden  rechtwinkligen  Coordinatcn- Azen  beliebig  ändern,  die  in  Rede  stehenden  vier 
Puncte  immer  dieselben  bleiben  oder  auf  irgend  einem  geometrischen  Orte  fortrückcn. 
Dass  der  erste  dieser  beiden  Fälle  der  wirkliche  ist,  wird  in  dem  folgenden  Paragraphen 
unmittelbar  sich  ergeben.  Um  dies  indess  schon  hier  zu  zeigen,  bemerken  wir,  dass, 
wenn  dicss  Stau  finden  soll,  das  mit  uv  behaftete  Glied  aus  der  umgelormten  Gleichung 
immer  ausfallen  muss,  wie  wir  auch  das  neue  Coordinatcn  - System  um  einen  der  in  dem 


Tl'l-p+§l‘ 
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Obigen  bestimmten  Punclc  drehen  mögen.  Dies  geschieht  aber  immer  und  nur  dann, 
wenn  die  beiden  von  diesem  Punctc  an  die  Curvc  gelegten  (imaginären)  Tangenten  mit 
je  zwei  beliebigen  in  demselben  Punctc  sich  rechtwinklig  schneidenden  geraden  Linien 
vier  Harmonicalen  bilden  (469)-  Wir  mlisscn  also  untersuchen,  in  welchen  Fällen  diese 
Bedingung  erfüllt  wird. 

Zwei  vom  Anfangspuuctc  der  Coordinaten  aus  an  eine  Curvc  zweiter  Classc  gelegte 
Tangenten  können  wir  immer  durch  folgende  beiden  Gleichungen  ausdriieken: 
y = langu.  x,  y — langu'.  x, 

indem  wir  die  Winkel,  welche  dieselben  mit  der  ersten  Axc  bilden,  « und  a nennen. 
(Wenn  diese  Tangenten,  wie  in  demjenigen  Falle,  welchen  wir  vor  Augen  haben,  ima- 
ginär sind,  so  sind  cs  auch  a und  Diese  Winkel,  so  wie  ihre  trigonometrischen 
Tangenten,  sind  indess  immer  nuclr  durch  bestimmte  algebraische  Ausdrücke  gegeben). 
Wrcnn  die  beiden  Axcn  und  die  beiden  Tangenten  vier  Harmonicalen  bilden  sollen,  so 
erhalten  wir,  wie  bekannt,  folgende  Bedingnngs  - Gleichung: 

langu+tangu  — o. 

Lassen  wir  die  beiden  Coordinaten- Axen  um  irgend  einen  Winkel,  den  wir  co  nennen 
wollen,  sich  drehen,  und  sollen  jene  beiden  Tangenten  auch  noch  mit  den  neuen  Coor- 
dinaten-Axen  vier  Harmonicaleu  bilden,  so  ergibt  sich,  ähnlich  wie  eben,  folgende 
Bedingungs  - Glcichong: 

tang(a—m)+tang(a  — a>), 

oder,  wenn  wir  entwickeln: 

(langu.+tangU)(\ — tang'>a>)+2(langulanga — 1 )tangu>  = o r 
eine  Gleichung,  die  nach  der  ursprünglichen  Bedingungs-  Gleichung  sieb  auf  folgende 
von  to  unabhängige  Gleichung  redneirt: 

tangalangu  — 1, 

und  also,  in  Verbindung  mit  jener  Gleichung,  zeigt,  dass  langu  und  langu  die  Wurzeln 
folgender  Gleichung  sind: 

z’-t-l  = 0. 

Wenn  aber  die  allgemeine  Gleichung: 

Aw*-f-2Bvw-t-Cv!-t-2Du»-+-QEüV-+-Fuä  *=  o, 

eine  Curve  zweiter  Classc  darslcllcn  soll,  welche  von  solchen  zwei,  durch  den  Anfangs- 
punct  gehenden  geraden  Linien  berührt  wird,  die  mit  der  ersten  Axc  Winkel  bilden,  de- 
ren trigonometrische  Tangenten  die  Wurzeln  der  Gleichung  z’-t-l  = 0 sind,  so  muss 
diese  Gleichung  mit  derjenigen , w elche  wir  erhalten , wenn  wir  in  den  allgemeinen  Glei- 
chung w = o setzen,  durch  u1  dividiren,  und  ^ als  unbekannte  Grösse  betrach- 
ten, nemlich  mit  folgender  Gleichung : 

c(0’-,E(-0+r  ■ 

übereinstimmen.  Dies  gibt  uns  neben  der  Bedingungs  - Gleichung : E = o,  auch  noch 
folgende:  C ■=  F.  • 

Wenn  wir  also  den  Anfangsponct  der  Coordinaten  in  einen  der  beiden  Puncte  (ß  «), 
und  (/,  a ) (wir  abstrahiren  hier  von  den  beiden  andern  Puncten,  die  imaginär  sind,) 
verlegen,  so  erhält  die  allgemeine  Gleichung  der  Curvcn  zweiter  Classc,  welche  Richtung 
wir  auch  den  Coordinaten -Axen  geben  mögen,  sobald  wir  dieselben  nur  auf  einander 
senkrecht  nehmen,  jedesmal  die  Form  der  Kreis  - Gleichung.  Diese  Puncte,  die  also 
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von  der  Annahme  des  Coordinaten -Systems  unabhängig  sind,  und  sich  einzig  durch  die 
Natur  der  Curvc  bestimmen,  heissen  Brennpuncte. 

Wir  können  von  zwei  reellen  and  zwei  imaginären  Brennpunctcn  sprechen. 

477*  Wir  erhalten  die  Coordinaten  der  beiden  (reellen)  Brennpuncte  der  durch  die 
allgemeine  Gleichung: 

Aw-'+jBvw+Cv’+sDnw+jKuv+Fu1  = o, 

dargestclllcn  Oertcr  zweiter  Classc,  wenn  wir  die  Werthe  von  o und  a,  ß und  ff  (12) 
in  die  Gleichung  (tl)  für  x"  und  y"  suhstituiren.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich,  wenn  wir 
zugleich  auch  für  P und  Q ihre  YVerthe  schreiben  und  zusammcnzichen : 

D^^u((C-F)A-(BJ-P1)4-^i'M(DB-AE)H((C-F)A-(B»-Di)?]) 

AW2  ’ 

Hwl+y-  ((C—  F)A—  (B«-D>))-t-v^t,(nB~AF.)M(G-F)A-(B^-DaB»l) 

At'iT 

Wir  müssen  in  den  vorstehenden  Ausdrücken  die  obem  and  untern  Zeichen,  oder 
jedes  obere  Zeichen  mit  einem  untern  zusammcnnchmen , je  nachdem  der  Ausdruck 
(BD— AE)  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  wir  annchmen,  dass  die  allgemeine  Gleichung  auf  den  Mittelpunct  der  Cnrve 
als  Anfangspunct  der  Coordinaten  bezogen  sei,  und  dem  entsprechend  B und  L>  gleich 
Null  setzen,  so  gehen  die  obigen  Werthe  fiir  y nnd  x in  folgende  Uber: 

= ±Y,(C-F+y/[(C-F)»+4E»j) 

1 V2K  ' l 

v i^(F-C+  y[(C — F)*+qE»i) 

VSA 

Die  Gleichung  des  Kreises  hat  für  den  Fall,  dass  der  Mittelpunct  desselben  zum  An- 
f.ingspuncle  der  Coordinaten  genommen  wird,  folgende  Form  (442): 

v1-)— uJ  = r’j 

und  mithin  müssen  wir  zur  Bestimmung,  der  Brennpuncte  in  den  letzten  Ausdrücken 
E = o und  C = F setzen.  Wir  sehen  alsdann  sogleich,  dass  alle  vier  Brennpuncte  in 
den  Mittelpunct  des  Kreises  Zusammenfällen  und  cs  eigentlich  keine  imaginären  Brenn- 
pnnctc  gibt.  . 

Wenn  endlich  die  Gleichung: 

AwH-CvH-lEuv-t-Fu2  = o, 

ein  System  von  zwei  Fanden  darstellen  soll,  die  alsdann  folgende  sind 

e-k-x)-(-c)]' 

so  erhalten  wir  die  Bedingungs- Gleichung: 

E’-CF  « o, 

und  hiernach  verwandeln  sich  die  Coordinaten- Werthe  der  beiden  reellen  Brennpuncte 
in  folgende : 

= ±^[C-FKC-fF)j 

J V2\  * 

t » ±W[F— Cf(C+F)] 

V2\ 

ln  dem  vorliegenden  Falle,  wo  wir  den  Werth  von  Q durch  Wurzel  - Ansziehung  auf 
rationale  Weise  erhalten,  müssen  wir  vor  diesem  Ausdrucke,  nemlich  vor  (C+F),  das 
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doppelte  Zeichen  cinfiihrcn,  and  zwar  müssen  wir  in  jedem  Falle  das  Zeichen  so  wäh- 
len, dass  +(C+F)  positiv  ist  Wenn  in  dem  vorliegenden  Falle  die  beiden  durch  die 
gegebene  Gleichung  dargestellten  Pnnctc  reell  sind,  so  sind  (wir  nehmen  A positiv)  C 
nnd  F beide  negativ,  und  wir  erhalten: 

±KF— C— (C+E)]  C\ 

K2.\  Ä/' 

Die  JRollc  der  beiden  Brcnnpnnctc  spielen  alsdann  die  beiden  gegebenen  Punctc  selbst. 

Aber  auch  wenn  die  durch  die  gegebene  Gleichung  dargestelltcn  Punctc  imaginär 
sind,  erhalten  wir  zwei  reelle  Brcnnpnncte.  In  diesem  Falle  müssen  wir,  da  C und  F 
alsdann  beide  positiv  sind,  den  Ausdruck  (C+F)  mit  positivem  Zeichen  nehmen  nnd 
erhalten : 

Die  beiden  imaginären  Brcnnpuncle  sind,  wie  man  sogleich  sieht,  die  gegebenen  Punctc 
selbst. 

t.78.  W Ir  wollen  die  Definition  der  Brcnnpuncle  einer  Curve  zweiter  Gasse,  die 
wir  in  dem  Vorstehenden  gegeben  haben,  von  der  geometrischen  Seite  noch  näher  ins 
Auge  fassen.  Diese  Punctc.  sind  solche,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  die,  durch  jeden  derselben  gehenden,  beiden  (imaginären)  Tangen- 
ten der  Curve  und  irgend  zwei  in  demselben  sich  rechtwinklig  schnei- 
dende gerade  Linien  vier  II armoni ca I cn  bilden. 

Als  mit  dieser  Difinition  gleichbedeutend  können  wir  folgende  nehmen: 

Die  Brcnnpuncle  einer  Curve  zu- eil  er  Classe  sind  solche  Puncte,  welche  die  Ei- 
genschaft haben,  dass  jede  durch  dieselben  gehende  imaginäre  gerade  Linie  eine  ( ima- 
ginäre) Tangente  der  Curve  ist. 

Diese  Definition  scheint  mir  die  allgemeinste  nnd  natürlichste  zu  sein.  *) 


*)  Jede  durch  den  Brennpunct  gehende  Tangente  bildet  mit  der  ersten  Axe  einen  Winkel,  des- 
sen trigonometrische  Tangente  V — t ist  nnd  dies  Tür  jede  beliebige  Richtung  dieser 
Axe.  Um  das  Paradoxe  dieser  Behauptung  von  der  analytischen  Seite  fortznräomen  (von 
geometrischer  Bedeutung  kann  gar  keine  Rede  sein)  oder  wenigstens  doch  tu  teigen,  dass 
hierin  kein  Widerspruch  licet,  Tuge  ich  die  folgende  Bemerkung  hintu. 

Man  hat  allgemein,  indem  man  durch  <p  und  yj  irgend  twei  Bogen  bezeichnet: 


tang{<f+ip) 


tangif+lnngip 
1 — tangtftangyi' 


Selzen  wir  nun  langtp 


V — 1,  so  kommt: 
tang{f+yp)  = 


V — l+tangip 


v—l. 


1 — tangy/\f — 1 

lim  welche  reelle  oder  imaginäre  Grösse  y man  also  den  Bogen  <f,  der  tur  Tangente  V — 1 
gehört,  auch  wachsen  lassen  mag,  die  trigonometrische  Tangente  des  neuen  Bogens  bleibt 
immer  gleich  V — 1. 
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Wir  haben  in  der  469.  Nummer  gesehen,  dass  der  geometrische  Ort  für  diejenigen 
Poncte,  in  welchen  solche  zwei  Tangenten  der  Curve  sich  schneiden,  welche  mit  den  in 
denselben  Pnnct  verlegten  Coordinaten - Äsen  vier  Harmonicalcn  bilden,  eine  gleichsei- 
tige Hyperbel  ist,  deren  Asymptoten  den  Coordinaten- Ascn  .parallel  sind,  deren  Mittcl- 
puuet  der  Mittclpnnct  der  gegebenen  Cotvc  ist,  und  welche  diese  Curve  in  denjenigen 
vier  Puncten  schneidet,  in  welchen  dieselbe  von  den,  den  beiden  Coordinaten- Axen  pa- 
rallelen, Tangenten  berührt  wird.  Wir  erhalten  eine  solche  gleichseitige  Hyperbel  für 
jede  beliebige  Annahme  rechtwinkliger  Coordinaten -Axen.  Alle  diese  Cnrvcn  schneiden 
sich  also  in  denselben  vier  Puncten,  von  denen  immer  zwei  reell  nnd  zwei  imaginär  sind, 
nemlich  in  den  Brennpunctcn  der  gegebenen  Curve. 

Ü79-  Gs  liegen  die  Brennpunctc  zugleich  aber  auch  auf  der,  bei  einer  durchaus  be- 
liebigen Annahme  der  Coordinaten  - Axen , durch  die  Gleichung  (10)  dargestellten  Hyper- 
bel, welche  der  geometrische  Ort  derjenigen  Pnnclc  ist,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass,  wenn  man  in  einen  beliebigen  derselben  den  Anfangspunct  verlegt,  ohne  die  Rich- 
tung der  beliebig  angenommenen  Coordinaten -Axen  zn  ändern,  in  der  nmgeformten 
Gleichung : 


Wir  wollen  in  dein  Nächstfolgenden  einen  analytischen  Ansdruck  für  denjenigen  Bogen 
tuchen,  welcher  tur  Tangente  V — I gehört.  Wenn  wir  irgend  einen  Bogen  durch  f und 
die  zugehörige  Tangente  durch  u bezeichnen,  so  ist  bekanntlich: 


V 


-+•  etc. 


1 3 ' 5 1 

und  wir  erhalten  also  für  n = V — li  - 

il  1 1 1 ) 

9 = li'+ä'+TtYH 

Die  Reihe  im  zweiten  Theile  dieser  Gleichung  ist  divergent;  wir  können  daher  ihre  arith- 
metische Summe  nicht  unmittelbar  bestimmen.  Statt  hier  in  detaitlirte  Entwicklungen  pinzu- 
gehen, um  zn  zeigen,  dass  diese  Summe  unendlich  wird,  wollen  wir  die  Sache  lieber  auf 
eine  andere  Weise  angreifen. 

Man  bat  nemlich  allgemein  * 

(p  ss  —log(co*(f-\-V — l9in(f)V— 1. 

Wenn  (p  wiederum  den  Bogen  bedeutet,  dessen  trigonometrische  Tangente  V — l ist,  so 
ergibt  sich: 

“ vi&z&f)  “ 

sirup  «=»  l/l - 

und  mithin  erscheint  rp  unter  der  unbestimmten  Form: 

—/ogi*  - V—i. 

Es  ist  leicht,  den  wahren  Werth  von  (p  zu  erhalten,  Denn,  entwickeln  wir  nach  der  Bino- 
mial  - Formel  den  Werth  von  tirup%  so  kommt: 


sirup  «=*  l/— Icouivil i-}, 

\ CO$*(p> 


und  hiernach : 


und  endlich: 


= V — lcosf/kl — • — -r-—  etc.j; 

' 2 cos7<p  8 cos*(p  \ 


co'f+'ÜUfV-t  - %•  ~ 


H. 


1 

cvtt'ip 

— logicot/f+unifV— 1)V— l = «1/— 1. 


+ etc.J  — o, 
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Aw^jB'N'M’+C'v’+aD'avr-t-sE'Dr+F'u1  = o,  • 

C = F'  wird.  Die  geometrische  Deatang  dieser  Bcdingnngs- Gleichung  ergibt  sich  leicht; 
denn,  setzen  wir  in  der  amgeformten  Glcicbang  nach  einander  n and  v gleich  Noll,  so 
kommt : 


*4  =4 

, D'  w F 

-+-2—  — (-V 

A v A 


o. 


0. 


Wenn  C = F’,  so  ist  das  Product  der  beiden  Werthc  von  welche  die  erste  dieser 
Leiden  Gleichungen  gibt,  dem  Productc  der  beiden  Werthe  von  welche  die  zweite 


Gleichung  gibt,  gleich.  Wenn  man  also  die  beiden,  jeder  der  beiden  Coordinaten-Axen 
parallelen,  Tangenten  zieht;  so  ist  das  Product  der  Segmente,  die  von  diesen  Tangen- 
ten auf  der  ersten  Axc  bestimmt  werden,  dem  Producte  der  analogen  Segmente  auf  der 
zweiten  Axe  gleich,  flierans  ist  zugleich  ersichtlich,  dass  die  Hyperbel  (10)  auch  dnreh 
die  vier  Winkclpnncte  desjenigen  Parallelogramms  geht,  das  der  gegebenen  Curvc  um- 
schrieben ist  und  dessen  Seiten  den  Coordinaten-Axen  parallel  sind.  Denn  für  diese 
Winkclpuncte  verschwinden  die  in  Rede  stehenden  Producte  beide  zugleich. 

Die  Bestimmung  der  Hyperbel  (10)  ist  nur  in  so  fern  von  der  gegebenen  Curvc  ab- 
hängig, als  durch  diese  Curvc  das  umschriebene  Parallelogramm  gegeben  ist:  nehmen 
wir  dieses  Parallelogramm  beliebig  an,  so  ist  jene  Hyperbel  vollkommen  bestimmt  Wir 
erkennen  hierin  unter  andern  folgenden  Satz: 

Die  Brennpuncte  aller  Curven  zweiter  Classe,  welche  demselben  Parallelogramm 
eingeschrieben  sind,  liegen  auf  einer  Hyperbel,  die  eine  gleichseitige  wird,  wenn  Jenes 
Parallelogramm  ein  Rechteck  ist. 

Für  jede  veränderte  Richtung  der  beiden  rechtwinkligen  Coordinaten-Axen  erhallen 
wir  ein  anderes  umschriebenes  Parallelogramm  und  eine  andere  Hyperbel.  Alle  solche 
Hyperbeln  gehen  durch  die  Brennpuncte  der  gegebenen  Curve  zweiter  Classe.  Hiernach 
erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Das  Product  der  Abstände  eines  Brennpunctcs  einer  Curve  zweiter  Classe  von 
zwei  parallelen  Tangenten  ist  constant,  welche  Richtung  wir  diestn  parallelen  Tangen- 
ten auch  geben  mögen. 

An  diesen  Satz  hätten  wir  ebenfalls  die  Definition  der  Brennpuncte  anknüpfen  und 
also  solche  Pnncte  Brennpuncte  nennen  können,  welche  die  eben  ausgesprochene  Eigen- 
schaft haben.  Doch  wenn  diese  geometrische  Definition  vor  der  obigen  auch  den  Vorzug 
haben  mag,  dass  sie  von  imaginären  Grössen  unabhängig  ist,  so  ist  sic,  von  der  andern 
.Seite,  weniger  allgemein , denn  sic  verliert  für  den  Fall  der  Parabel  ihre  Anwendbarkeit. 

Aus  dem  letzten  Satze  und  einer  allbekannten  Eigenschaft  des  Kreises  geht  endlich 
noch  folgender  Satz  hervor: 

Die  Fusspuncte  der  von  einem  der  Brennpuncte  auf  alle  Tangenten  einer  Curvc 
zweiter  Classe  gefällten  Perpendikel,  oder  überhaupt,  der  nach  denselben  unter  irgend 
einem  gegebenen  Winkel  gezogenen  geraden  Linien,  liegen  au / dem  Umfange  ein  und 
desselben  Kreises. 

Dieser  bekannte  Satz  (3 4?)  schliesst  sich  also  unmitleldar  an  die  Definition  der 
Brennpuncte  an. 
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(|90.  Wir  Laben  bi*  jetzt  denjenigen  Fall  unberücksichtigt  gelassen,  wo  die  gege- 
bene Corvo  eine  Parabel  ist.  Nehmen  wir  für  die  allgemeine  Gleichung  derselben: 
2Bvw-t-Cv,+2Duw-i-2Euv+Fu*  = o, 
so  geht  die  omgeformte  Gleichong  (l)  in  folgende  über : 

2Bnw+(C— 2Bv’)v,-t-2Daw+2(E  — Dx' — By')uv+(F — 2Dy')u’  = o. 

W enn  wir  die  Coordinatcn  des  neuen  Anfangspunctes  durch  folgende  beide  lineare 
Gleichungen  bestimmen: 

By'+Dx'-E  = o, 

2(Dy'— Bx'J+C—  F «.  o,  (,3} 

so  erhält  die  umgeformte  Gleichung  folgende  Form: 

2Bvw+2Dnw+C'(v*+u,l  «»  o,  (i*) 

und  hiernach  folgende: 

(v+g.w  )J+(u+£w  )’  = Zg!« 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (13)  erhalten  wir: 

aBE-D(C-F) 
y “ a(BJ+l»Jj  ’ 

2DE+B(C-F) 

* “ ' a(B>+ß',)— '• 

Diese  Wrerthe  von  y'  nnd  x’  werden  nur  dann  unendlich,  wenn 

BH-D*  = o, 

und  diese  Gleichung  wird  nur  dann  befriedigt,  wenn  zugleich. 

B = o,  D = o. 

In  diesem  Falle  geht  die  gegebene  Gleichung  io  folgende  ilbcr: 

Cv’+aEuv+Fu*  ■=  o, 

und  stellt  also  ein  System  zweier  unendlich  weit  entfernt  liegender  Puncte  dar.  Wenn 
wir  von  diesem  speciellcn  Falle  abslrahiren,  so  ist  die  in  Bede  stehende  Coordinaten- 
Umfonnung  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weise,  möglich;  denn  für  den  Coordina- 
tcn des  neuen  Anfangspnnctes  erhalten  wir  in  allen  obigen  Fällen  reelle  und  endliche 
Werthc. 


, Den  neuen  Anfangspunct , der  immer  derselbe  Ponct  bleibt,  wie  wir  auch  die  Rich- 
tung der  beiden  rechtwinkligen  Coordinaten  - Axcn  bestimmen  mögen  (476),  nennen  wir 
den  Brennpunct  der  Parabel.  Die  Parabel  hat  nur  einen  Brcnnpunct, 


Wir  haben : 


C' 


C — 2Bx' 


CD*— 2BDE+FB* 
B*+D* 


und  Hiernach  verwandelt  sich  die  Gleichung  (13)  in  folgende: 

2B(B*+D*)vw+2D(B’+D’)uw+(CD*— 2BDE-t-FB*)(u’+v»)  - o. 

431.  Wenn  wir  y'  nnd  x’  als  veränderliche  Grössen  betrachten  und  demnach  die  Ac- 
cente fortlasscn,  so  stellt  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (13): 

/ By+Dx— E «=  o,  (it) 

wie  wir  schon  in  der  471.  Nummer  bemerkt  haben,  diejenige  gerade  Linie  dar,  welche 
die  Bcrährnngspuncte  anf  den  beiden  den  Coordinaten  - Aren  parallelen  Tangenten  ver- 
bindet. Wenn  wir  die  Richtung  der  Axcn  auf  alle  mögliche  Weise  ändern,  so  erhalten 
, wir  unendlich  viele  solcher  gerader  Linien , die  alle  durch  ein  nnd  denselben  Ponct  gehen. 

9 * 


t 
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Hiernach  können  wir  ilie  allgemeine  Definition  der  Brcnnpanctc  (478)  für  dch  Fall  der 
Parabel  auf  folgende  Weise  umschreiben: 

Diejenige  gerade  Linie , welche  die  Bcriihrungspuncte  auf  irgend  zweien  aufein- 
ander senkrechten  Tangenten  einer  gegebenen  Parabel  verbindet,  geht  durch  einen  fe- 
sten Punct : dieser  Panel  heisst  der  Brennpuncl  der  Parabel. 

482.  Der  Brennpuncl  liegt  ferner  auf  der  durch  folgende  Gleiclmng: 

2(Dy— Bz)+C— F = o,  (16) 

dargestclltcn  geraden  Linie.  Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  wir  zugleich 

F C 

y “ 5D’  x = äB’ 

setzen.  Hieraus  folgt,  wie  man  leicht  sieht  (468),  dass  die  bezügliche  gerade  Linie  durch 
den  Durchschnitt  der  beiden,  der  Coordinatcn - Axcn  parallelen,  Tangenten  geht.  Zn- 
gleich  ist  ersichtlich,  dass  diese  gerade  Linie  anf  der  geraden  Linie  (IS)  senkrecht  steht. 
Also: 

Wenn  man  von  dem  DurchschniUspuncte  zweier  auf  einander  senkrechter  Tangen- 
ten einer  gegebenen  Parabel  ein  Perpendikel  auf  diejenige  gerade  Linie,  welche  die 
beiden  Bcrührungspuncte  verbindet,  fallt,  so  ist  der  [usspunct  dieses  Perpendikels  der 
Brennpuncl  der  Parabel. 

Auch  an  diesen  Satz  könnten  wir  die  Definition  des  Brennpunctcs  der  Parabel  an- 
kniipfen. 

483.  Wenn,  bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  - Azen , in  der  um- 
geformten  Gleichung,  die  %ir  wiederum,  der  Kürze  halber,  auf  folgende  Weise  schrei- 
ben wollen : 

Aw2H-2B'vw-|-C'v2-|-2D'uw.+.2E'nv-f-E'u2  = 0, 
die  Cocfficicnlcn  von  v2  und  u2  gleich,  aber  von  entgegengesetztem  Zeichen  sind,  so  hat 
diese  Gleichung,  wenn  wir  w = 1 setzen  und  v und  u als  die  eigentlichen  veränderlichen 
Grössen  betrachten,  die  Form  der  gewöhnlichen  Gleichung  der  gleichseitigen 
Hyperbel.  Die  Gleichung: 

C =1  F , 

gibt  aber,  wenn  wir  substituiren,  folgende  Bcdingongs  - Gleichung  zwischen  den  Coorili- 
nalen  des  neuen  Anfangspunctes : 

Ay2— 3Dy+F  = — (Az2— 2Bx+C),  (17) 

wenn  y und  z diese  Coordinaten  bedeuten.  Dieser  Gleichung  können  wir  folgende  Form 
geben: 

f D \*  / B\=  B’+D2— A(C+F)  , , 

\y~\ ) +\x— x ) - — 

Wir  können  also,  im  Allgemeinen,  anf  unendlich  viele  Arten  durch  blosse  Verlegung 
des  Anfangspunctes  der  allgemeinen  Gleichung  der  Ocrtcr  zweiter  Classc  die  Form  der 
Gtcichung  der  gleichseitigen  Hyperbel  geben.  Der  geometrische  Ort  für  den  neuen  An- 
fangspunct  der  Coordinaten  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittclpunct  der  Mittclpunct  des  gegebe- 
nen Ortes  zweiter  Classc  ist. 

Um  den  in  Bede  stehenden  Kreis  zu  constroiren,  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung 
(17)  befriedigt  wird,  wenn  wir  y nnd  z durch  folgende  beide  Gleichungen: 

Ay2 — Dy+F  *=  o, 

Az2— Bx+C  =>  df 
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bestimmen.  Es  gebt  dieser  Kreis  also  durch  die  vier  Winkelpnncle  eines  um  die  gege- 
bene Carve  beschriebenen  Rechtecks,  dessen  gegenüberliegende  Seiten  den  Coordinaten- 
Axen  parallel  sind.  Der  Kreis  ist  hierdurch  vollkommen  bestimmt. 

VV  enn  C gleich  ( — F')  ist,  und  wir  in  der  nmgeformten  Gleichung  w gleich  Null 
setzen,  so  ergibt  sich: 

OKDH- 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  durch  den  nenen  Anfangsponct  gehenden  Tangenten  anf 
einander  senkrecht  stehen.  Wenn,  umgekehrt,  diese  Tangenten  auf  einander  senkrecht 
stehen,  so  ist  in  derjenigen  Gleichung,  die  der  letzten  Gleichung  entspricht,  das  letzte 
Glied  immer  gleich  ( — 1)  nnd  also  sind  in  der  allgemeinen  Gleichung  die  Coefficienten 
von  n3  und  v3  gleich,  aber  von  entgegengesetztem  Zeichen.  Wenn  wir  also  die  neuen 
Coordinalcn-Axcn  um  den  Anfangspunct  sich  drehen  lassen,  so  behält  die  allgemeine 
Gleichung  immer  die  besagte  Form.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass,  welch  ein  rechtwinkli- 
ges Coordinalcn-Systcm  wir  ursprünglich  auch  amTehmen  miigen,  der  durch  (18)  darge- 
stellte Kreis  immer  derselbe  bleibt,  und  dass  mithin  die  Winkclpuncto  aller  der 
gegebenen  Curvc  zweiter  Classe  umschriebenen  Rechtecke  anf  dem 
Umfange  ein  und  desselben  Kreises  liegen.  Demselben  Satze  werden  wir  spä- 
ter nochmals  begegnen  (510). 

Der  durch  die  Gleichung  (tO)  dargcstclllc  Kreis  wird  imaginär  nnd  also  die  in  Rede 
stehende  Coordinaten  -Verwandlung  unmöglich,  wenn 

B3+D3  < A(C+F)  j 

derselbe  Kreis  redneirt  sich  auf  einen  Punct  und  die  Coordinaten  - Verwandlung  ist  nur 
auf  eine  einzige  Weise  möglich,  wenn 

B3+D3  «=  A(C+F). 

Dieser  letzte  Fall  bezieht  sich  anf  die  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  sich 
unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Der  Mittelpnnct  derselben  liegt  nothwendig  auf  dem 
Kreise  (18)  und  dieser  Kreis  muss  daher  anf  einen  Punct  sich  rcduciren.  In  der  Glei- 
chung der  gleichseitigen  Hyperbel  sind  die  Coefficienten  von  v3  nnd  u3  nur  dann  gleich 
und  von  entgegengesetztem  Zeichen,  wenn  die  rechtwinkligen  Coordinaten  - Axen  zwei 
Durchmesser  derselben  sind  (-143). 

Für  den  Fall  der  Parabel,  wo  A gleich  Null  ist,  reducirt  sich  die  Gleichung  (17) 
auf  folgende: 

• Dx+Bx  = C+F,  (19) 

und  stellt  mithin  eine  gerade  Linie  dar. 

Die  Winkclpunclc  aller  rechten  Winket,  deren  Schenkel  eine  gegebene  Parabel  be- 
rühren, liegen  auf  derselben  geraden  Linie. 

Wenn  die  Coordinaten- Axen  rechtwinklig  sind  und  in  irgend  einem  Puncte  der  ge- 
raden Linie  (19)  sich  schneiden,  so  sind  in  der  Gleichung  der  Parabel  die  Coefficienten 
von  v3  nnd  u3  gleich  nnd  von  entgegengesetztem  Zeichen. 

484.  Wenn  wir  in  der  nmgeformten  Glcichnng: 

Aw3-4-2B'vw-f-C'v3-+-2D'ow-f-2E'uv-t-F'u3  = o, 
nochmals  w gleich  F.ins  setzen,  so  ist  dieselbe  in  Beziehung  auf  die  beiden  Übrigen  ver- 
änderlichen Grössen  v und  n,  eben  so  beschaffen,  als  die  gewöhnliche  Gleichung  der  Pa-: 
rabel  in  Beziehung  auf  x nnd  y,  wenn  nacbslchcndc  Bedingungs- Gleichung  Statt  findet 
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Es  ist  aber: 


E'J— CF  =.  o. 


(««) 


C m Ax'5— 2Bx'+C, 

F'  e»  A y* — 2Dy’+F, 

E-  = Ax'y'— By' — Dx'+E. 

Substillliren  wir  diese  Wcrthc  für  ü,  F und  E’  in  die  obige  Bedingungs -Gleichung,  so 
kommt  nach  einer  leichten  Rcduction,  wenn  wir  zugleich  die  Accente  von  y und  \ fort- 
lassen : 

(BJ-AC)y’+2(AE-BD)xy4<DJ-AF)xJ+2(CD-BE)y 

+2(BF-DE)x-HE*-CF)  = o.  („) 

Wenn  wir  in  der  hiernach  umgeformten  Gleichung  w = o setzen,  so  erhalten  wir 
fiir  die  beiden  durch  den  Anfangspnnct  der  Coordinatcn  gehenden  Tangenten: 

c(:)Ve,(0+f  - “• 

und  diese  Gleichung  hat  gleiche  Wuczeln,  wenn  die  Bedingungs  - Gleichung  (21)  befrie- 
digt wird.  Jene  beiden  Tangenten  fallen  in  diesem  Falle  zusammen,  was,  wenn  die  all- 
gemeine Gleichung  nicht  ein  System  von  zwei  Puncten  darstellt,  offenbar  nur  dann  ge- 
schehen kann,  wenn  der  neue  Anfangspnnct  auf  dem  Umfange  der  gegebenen  Cnrvo 
zweiter  Classe  angenommen  wird.  Wenn  wir  also  y und  x als  veränderliche  Grössen  be- 
trachten, so  stellt  die  Gleichung  (2t)  dieselbe  Curvc  dtfreh  gewöhnliche  Coordinatcn  dar. 
(|85.  Wir  können  der  allgemeinen  Gleichung  der  Cnrvcn  zweiter  Classe : 
Aw’+Bvw+CvJ+2Dnw+2Euv+Fu5  = o, 
eine  symmetrische  Form  geben,  wenn  neben  der  Bedingungs  - Gleichem» : 

Es — CF  — o, 

auch  noch  die  beiden  Bedingnngs  Gleichungen: 

B*-AC  = o,  D*—AF  = o, 
bestehen.  Wir  erhalten  alsdann: 

r B*  F DJ  BD 

c A,  r - ä’  E “ ±T’ 

nnd  hiernach  verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung,  wenn  wir  «gleich  mit  A moltipli- 
ciren,  in  folgende:  , r 

AV-^ABvw+B’v’-HZADnwi^BDuv+DV  ™ o. 

V%  eon  wir  in  dieser  Gleichung  das  obere  Zeichen  nehmen,  so  können  wir  ihr  folgende 
Form  geben: 

. (Aw+Bv+Du)’  «*  o, 

sie  stellt  also  in  diesem  Falle  zwei  zusammenfallende  Puncte  dar.  Es  ist  dies  in  Ucbcr- 
rtnitimntnng  mit  der  45 9-  Nummer,  weil  man  alsdann 

AE-BD  ~ o 

erhält.  Ahstrabiren  wir  von  diesem  Falle  und  nehmen  das  untere  Zeichen,  so  stellt  die 
allgemeine  Gleichung  eine  Hyperbel  dar,  die  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinatcn 
geht  und  deren  Asymptoten  den  Coordinatcn-  Axon  parallel  sind.  Diese  Gleichung  nimmt 
alsdann  folgende  Form  an; 

* (Aw-f-Bs-^Do)’  « aBDuv. 

Wenn  wir  die  Quadrat -Wurzel  aus  den  beiden  Tbeilcn  dieser  Gleichung  sieben,  so 
kommt : 

Aw4-Bv-t-Du  w.  2B‘'’DVV-, 
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und  wenn  wir  anders  ordnen: 

Bv+aB%DV1a%»%4-Dn  = — Aw. 

Ziehen  wir  nochmals  die  Quadrat-  NVtirzcl  aus,  so  ergibt  sich: 

BV.v%+Dy,uV»  = (— A)%wV». 

Die  ConsUnten  dieser  Gleichung  sind»  wenn  wir  A gleich  Eins  setzen,  die  Mittelpunct- 
Coordinatcn  der  gegebenen  Curvc. 


5 2. 

Veränderung  der  Richtung  der  Coordinaten- Axen.  Bestimmung  der  Grösse 
und  Richtung  zugeordneter  Durchmesser. 

4,86.  Es  sei  wiederum: 

Aw3-(-2Bvw-4-Cv!-4-2Daw-f-2Euv-<-Fu3  = o,  (i) 
die  allgemeine  Gleichung  der  geometrischen  Oerter  zweiter  Classe.  Den  Winkel,  den 
die  Leiden  Coordinaten -Aicn  mit  einander  bilden,  wollen  wir  9 nennen.  Indem  wir  den 
Anfangspunct  bcibehaltcn,  wollen  wir  die  erste  Axe  um  irgend  einen  Winkel  <p  und  die 
zweite  Axe  um  irgend  einen  Winkel  y'  sich  drehen  lassen.  Alsdann  müssen  wir,  um 
dieselbe  Curvc,  welche  bei  einer  beliebigen  Constanten- Bestimmung  durch  die  Gleichong 
(t)  dargestcllt  wird,  auf  die  neuen  Coordinaten  - Axen  zu  beziehen,  in  der  Gleichung  (t), 
nachdem  wir  zuvor  durch  w3  dividirt  haben; 

asm? — vsirtrp  usinif/ — vsimp' 


wsüjJ  ■wsini 

an  die  Stelle  von  ^ und  — schreiben;  wenn  wir  die  Bezeichnung  der  452.  Nuin.  bcibehaltcn 
und  demnach  den  neuen  Coordinaten -Winkel  %,  den  Wrinkel,  welchen  die  neue  zweite 
Axe  mit  der  ersten  ursprünglichen  bildet,  $>',  und  endlich  den  Winkel,  den  die  neue 
erste  Axe  mit  der  zweiten  ursprünglichen  bildet,  \jj  .nennen.  Durch  diese  Substitution 
verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung  in  folgende: 

Aw3 — 2.  uw+2.  ¥W 

smi  sin; 

_ C^inrfsinif-b)c.(sin<fsinip+siisipsin<f>)+Tsiinpsin\ii 

—2.  — > nw 

sin1^ 


, Csin,<p+nEsin<j>simlH-Fsin,ig 

"I*  i ...  n* 

smrt 


Cjin'rp'+lF.sinji'sinip'+Fsin^w' 

•+•  • r-j- — . v1 

sm3£ 


(0 


För  die  beiden  neuen  Axen  erhalten  wir  folgende  Coordinaten  - Wcrthe : 

sirtm  sinqi 

v = v = 

smy>  sinifi  , 

die  wir  der  Kürze  halber  durch  v'  und  v”  bezeichnen  wollen.  Durch  die  Einführung  die- 
ser Grössen  erhält  die  Gleichung  (2)  folgende  Form: 

A*’-*^J(Bv<+D)uw + 2g(Bv-+-D)vw 

_2  fi^'(CvV.+E(T+T.,)+F)uT 
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+^(Cv1+2Ev’+fK 

'+-^-(Cv"!+2Kv'+F;vi  <=  o.  (i) 

tm7%  ' ' 

437.  Wenn  wir  »erst  die  Coefficienten  von  u:  und  v3  betrachten,  nemlich  folgende 
AnsdrUcke: 

SS(C^Ev'+F)- 

^(Cv'H^Ev'+F), 

to  ist  ersichtlich,  dass  eine  einzige  Gleichung  vom  zweiten  Grade  diejenigen  Wcrlhe  von 
v und  v"  zu  Wurzeln  bat,  die  machen,  dass  ans  der  umgeformten  Gleichung  die  mit  u1 
und  v*  behafteten  Glieder  ausfallen.  Diese  Gleichung,  deren  Wurzeln  jene  Werthc  von 
v‘  und  v”  sind,  ist  folgende: 

Cz’+aEz+F  = 0.  (♦) 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  cs  möglich  ist,  ans  der  allgemeinen  Gleichung  das  eine  der 
beiden  in  Hede  stehenden  Glieder  fortzuschaffcn,  cs  immer  aoeh  möglich  ist,  das  andere 
derselben  aus  dieser  Gleichung  ausfallen  zu  lassen.  Und  dieses  ist  danu  immer  möglich, 
wenn 

E3— CF  > o oder  E3— CF  = o. 

Doch  können  in  dem  letztem  Falle  nicht  jene  beiden  Glieder  zugleich  fortgcschafft  wer- 
den, denn,  wenn  dies  geschähe , würden  die  beiden  neuen  Coordinatcn  - Axen  zusammen - 
fallen.  ' 


483.  Wenn  ans  der  umgeformten  Gleichung  die  beiden  mit  u3  und  v3  behafteten 
Glieder  verschwinden,  so  stellt  diese  Gleichung,  wie  wir  schon  früher  beoierkt  haben, 
einen  geometrischen  Ort  dar,  der  von  den  beiden  Coordinatcn- Axen  berührt  wird.  Durch 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  ist  also  die  Richtung  derjenigen  beiden  geraden  Linien 
bestimmt,  die  durch  den  ursprünglichen  Anfangspunct  gehen  und  die  durch  die  allge- 
meine Gleichung  gegebene  Curvc  berühren.  Dieser  Anfangspunct  liegt  ausserhalb  der 
Curvc,  innerhalb  derselben  oder  auf  ihrem  Umfange,  je  nachdem 

E3— CF  > o,  E3— CF  < o,  E*-CF  - o. 

489.  Wenn  der  Mittclpunct  der  Curve  in  den  Anfangspunct  der  Coordinatcn  fällt, 
d-  b.  wenn  in  der  gegebenen  Gleichung  B and  D gleich  Null  sind , so  bestimmen  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (4),  nemlich; 

Ls  / 

die  Richtung  der  beiden  Asypmtotcn.  Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass,  weil  der  Mittelpnnct 
der  Hyperbel  ausserhalb,  der  Mittclpunct  der  Ellipse  aber  innerhalb  der  Curve  liegt,  in 
dem  ersten  Falle  die  Asymptoten  reell,  in  dem  zweiten  Falle  imaginär  sind. 

Wenn  der  Mittclpunct  nicht  in  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  fallt,  so  müssen 
wir,  um  die  Richtung  der  Asymptoten  zu  bestimmen,  zuvörderst  den  Anfangspunct  in 
jenen  Punct  verlegen,  und  also,  was  sogleich  aus  der  Form  der  Gleichung  (4)  der  455. 
Nummer  erhellt,  C,  E und  F mit 

AC-B3  AE-BD  AF-D3 

A3  ’ A3  ’ A3  ’ 
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vertauschen  und  erhalten  mithin  statt  (5): 

-(AE-BD)±W'((AE-BD)*-(AC-B3)(AF-D5)) 

“*  7 ÄC-B»  ! w 

dieselben  Ausdrücke,  die  wir  bereits  schon  in  der  4 56.  Nummer  erhallen  haben. 

Um  die  Segmente  za  bestimmen,  welche  aof  der  zweiten  Axe  von  den  beiden  Asymp- 
toten abgeschnitten  werden,  müssen  wir  in  die  Gleichung  des  Mittclpanctcs  der  Cnrve: 

Aw+Bv-+-D  = o, 

für  v die  vorstehenden  Wcrthe  substitoiren , und  die  entsprechenden  YYerthe  fllr  w ent- 
wickeln. Anf  diese  Weise  kommt: 

A(BE— CD)TBv((AE— BD)’— (AC— B’XAF— D’)) 
w * Ä^ÄC-ti5) 

£|Q0.  Der  Winkel,  den  die  beiden  Asymptoten  mit  einander  bilden,  und  den  wir  i; 
nennen  wollen,  ist,  wenn  wir  die  beiden  Ausdrücke  bei  (6)  durch  a nnd  a'  bezeichnen, 
durch  folgende  Gleichung  gegeben: 

(a— a ’)sin9 

&ng1  — |-y(ay.a'jCOJ$+aa,‘ 

Wir  haben  aber: 

. , a(AE-BD) 

*+a  “ ÄC^E3-’ 

AF-D1 
34  “ AC— B1' 

..  „ V^((AE— BD)*— (AC— B’)(AF—  D*)) 

- *.  A'C-B1  * 

und  mithin:  , . 

, 2V'((AE-BD)»-(AC-B*)(AF-D5))s/nt> 

,an ■ (’> 

Wenn  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  d.  h.  der  Asymptoten  - Winkel  ein  rechter 
ist,  so  kommt: 

(AG— B3)-2(AE-BD)cos8+(AF— D3)  = o,  (s) 
und  für  den  besondern  Fall  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- Systems : 

A(C+F)— B3— D3  = o.  • (,) 

Wenn  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  mit  dem  Mitlclponcte  der  Curvc  zasam- 
menfallt,  so  redneiren  sich  die  Gleichnngen  (7),  (8)  und  (9),  indem  wir  B — I)  mx  o 
setzen,  anf  folgende: 

, 2V/|E3-CFi.nn3  , , 

tansn  “-czäEStf+r*  . (,#) 

C — iEcsjHF  *=  o,  (n) 

C-t-F  = o.  (..) 

491.  Wenn  aus  der  umgeformten  Gleichung  durch  die  angczcigte  Coordinaten -Ver- 
wandlung die  mit  v3  und  u3  behafteten  Glieder  ausfallen,  so  verwandelt  sich  der  CoefR- 
cicnt  von  uv,  nemlicb  der  Ausdruck: 

_a  ^"»'(Cv'vVEfv'+v-H-F),  (.s) 

da 

F . . . 2E 


V+V  «=  — -7T, 


■unachst  in  folgenden: 
II. 


to 
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Aus  den  Gleichungen : 

folgt  ferner: 

and  da  endlich  : 

SO  ergibt  sich : 


sinysiny'  E1 — CF 

c 


(..) 


±1  _ 
stny 

sin(y+9) 
siny  ' 

„ siny'  sin(y+9) 

~ ~sln\)/  ’ siny 

v' — cos9 

. , v" — cos9 

coty  = 

sin9  ’ 

cot*  = -3SS-« 

SJ/I| 

s/ni 


sinysiny 


sinty—y), 

, = co/y/ — coty, 


v— v 
sin9 


2 KE1— CF] 


Limit 

Hiernach  geht  der  Ausdruck  (10)  in  folgende  über: 

2.  f^KK’-CF]  - -Cs,n'--.. 

sin$  1 * ■*  sinysiny 

09 2.  Wir  wollen  uns  hier  auf  den  Fall  beschränken,  dass  der  Anfangspuncl  der 
Coordinaten  mit  dem  Mittelpuncte  der  bezüglichen  Curvc  zusammen  fällt.  Wenn  wir 
alsdann  die  Leiden  Axen  sich  so  drehen  lassen,  dass  sic  mit  den  beiden  Asymptoten  der 
Curvc,  die,  wenn  die  in  Kede  stehende  Coordinaten- Verwandlung  möglich  ist,  eine 
Hyperbel  sein  muss,  zusammcnfallen,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 

Aw’4-2.  S — CF)uv  = o, 

smrj  ' 

indem  wir  rt  an  die  Stelle  von  5 schreiben.  Ans  (10)  erhalten  wir: 

• „ ( E1 — CF  l . _ 

sirttj  — 2'/'t(jj+i|£i+j.-2_ilg^c+p^c.oi^+2CFcos2iti  1 ’ 

und  hiernach  verwandelt  sich  die  vorstehende  Gleichung  der  auf  ihre  Asymptoten  bezo- 
gene Hyperbel  in  folgende: 

Aw’-t-KCM-oEM-F1— 4E(C+F)coj9+aCFcos2$]uv  = o, 
und  wenn  der  ursprüngliche  Coordinaten -Winkel  ein  rechter  ist,  in: 

Aw1+V'[(C — F^+oE’Juv  «=  o.  — 

093.  Wenn  aus  der  umgeformten  Gleichung  (3)  das  mit  uv  behaftete  Glied  ausfallen 
soll,  so  erhallen  wir  folgende  Bedingungs- Gleichung: 

CvV'-t-E(v'-t-v")-t-F  = o. 

Diese  Gleichung  kann  auf  tmcndlich  verschiedene  Weise  befriedigt  werden,  und  zwar  so, 
dass  wir  hierbei  den  Werth  für  v’  und  v"  beliebig  annehmen  können.  Bestimmen  wir  v" 

durch  v’,  so  kommt : _ _ 

„ F+Ev' 


Hiernach  erhalten  wir: 


Cv"1+2Ev'’-t-E  — 


E+Cv  ' 

(CF— E1)(Cv'1+.2Ey4-F) 


(ts) 


(E-t-Cv')1 

Wrenn  wir  also  die  umgeformte  Gleichung,  der  Kürze  halber,  auf  folgende  Weise 

schreiben : _ 

Aw’-(-2Bvw-t-C'v--t-2D'uw-t-Fu5  = 0,  ( . s) 

und  mithin:  , 
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£f(Cv'^Ev+F). 


selten,  so  ergibt  sieb: 


sin-üj’ 

«Pf 


(Cv”}+2Ev"-t-F), 


F'  sin^yj  CF — E* 

C'  " sin'*  ' (E+Ü7p'  (,T) 

Ml i-  Aus  der  Gleichung  (16)  können  wir,  im  Allgemeinen,  keines  der  beiden  mit 
u1  und  v1  behafteten  Glieder  mehr  fortschaffcn;  denn  wenn  t.  B.  F'  gleich  Noll  sein  soll, 
su  müssen  wir  jm  Allgemeinen  : 

Cv‘,J+2Ev"+F  = o,  (is) 

selten,’  und  diese  Gleichung  bringt  nach  (15),  im  Allgemeinen  folgende  mit  sich: 

Cv«+2Ev'+F  — °> 

und  also  würde  C zugleich  mit  F'  verschwinden.  Es  könnte  dicss  aber  nur  auf  eine  dop- 
pelte Weise  geschehen,  einmal  wenn  v’  nnd  v'  gleich,  das  andere  Mal  wenn  v"  nnd  v' 
Wurzeln  derselben  quadratischen  Gleichung  wären.  In  dem  erstem  Falle  würde  die 
Coordinaten -Verwandlung  illusorisch,  weil  die  beiden  neuen  Äsen  Zusammenfällen  wür- 
den. In  djerrt  zweiten  Falle  erhalten  wir  die  Bedingungs - Gleichung : 

CF— E2  = o. 

Wenn  aber  diese  Gleichung  befriedigt  wird,  so  verschwindet  in  diesem  hesondern  Falle 
C nnd  F',  im  Allgemeinen,  nicht  zu  gleicher  Zeit.  Die  Gleichung  (18)  gibt  alsdann  für 
v"  gleiche  Werthc,  nnd  man  hat: 

Cv'  +E  -e=  o. 

Die  Gleichung  (15)  zeigt,  dass  alsdann,  im  Allgemeinen,  F'  verschwindet  nnd  C'  nicht. 
In  diesem  Falle  liegt  aber  der  Anfangspunct  auf  der  Cnrve  nnd  die  zweite  Axe  ist  eine 
Tangente  derselben.  Wenn  wir,  immer  in  der  Voraussetzung,  dass: 

CF— EJ  = o, 

C’  «=  o setzen,  so  ergibt  sich: 

Cv+E  = o; 

und  die  Curvc  wird  von  der  ersten  Coordinaten- Axcn  berührt,  während  die  zweite  A*e 


jcdi 


beliebige  Richtung  haben  kann, 
o 


F 

Alsdann  aber  erscheint  der  Ansdruck  für  unter 
der  Form  und  wir  sehen  sogleich,  dass  der  wahre  Y\  erth  dieses  Ausdruckes  unend- 
lidfc  wird  und  also  F nicht  zugleich  mit  C verschwindet. 

M'i.  Wenn  also  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  irgend  einem  Pnnclc  der 
durch  die  Gleichung  (t)  dargestellten  Curvc  liegt,  so  gehl  die  unigeformte  Gleichung  (3), 
w enn  wir  : 

Cv"-f-E  = o, 

setzen,  in  folgende  Uber: 

, , ji'W.u  ■ , rc>  „sinV'V  IIE— CD 

Aw!— 2-.-?fBv+P)uw— 2 — -J  1 tt- 

KRj  SUli  \ (, 

+g'(Cv'+E)’a’  = o.  („) 

W ir  können  die  Form  dieser  Glcichong  noch  vcrcinfarhen , wenn  wir  die  erste  Aze 
durch  den  Mitlclpnnct  der  Curvc  legen  und  zu  diesem  Ende: 

Bv’+D  = o 

srtzrn.  Alsdann  verwandelt  sich  nemlich  die  letzte  Gleichung  in  folgende : 

10  * 


> 
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Aw’ 


smy 


BE-CD 


/BE— CD \ 1 , 

( E / ' “ 


(««) 


sinhfi 

'Uri*  C 

o and  also  die  bezügliche  Carvc  eine  Parabel  ist,  so  gehen  die  beiden 
Gleichungen  (19)  und(30)  in  folgende  über:  _ . 

2s/nV'(Bv’+D)a«'-t-2sinV' .""Tr— ^-nw — ^r^fCv'+EJV  r*  0, 


Wenn  A 


C 

simpsirii 


BJ 


SÖ.V  q'Bfc'-T;D') 

Die  Cocfficicntcn , die  in  der  letzten  Gleichung  Vorkommen,  za  entwickeln,  liegt  nicht 
in  anscrcr  Absicht;  cs  kommt  ans  nar  darauf  an,  auf  die  Form  dieser  Gleichungen  auf- 
merksam za  machen. 


1,96.  Nachdem  wir  den  besondern  Fall,  wo  der  Anfangsponct  auf  der  Carvc  liegt, 
and  wo,  wenn  wir  das  mit  us  oder  v1  behaftete  Glied  fortschaffen  wollen,  zugleich  auch 
das  mit  uv  behaftete  Glied  ausfällt,  betrachtet  haben,  wenden  wir  uns  zur  Gleichung  (16): 
AwM-sBVw+C  V+sD'uw+F’u1  ■=  o (it) 

zurllck.  Die  beiden  neuen  Axcn,  auf  welche  diese  Gleichung  bezogen  ist,  bilden,  wie 
wir  es  filr  den  gleichen  Fall  in  der  469.  Nummer  schon  bemerkt  haben,  mit  den  beiden 
vom  Anfangspunctc  an  die  Curvc  gelegten  Tangenten  vier  Harmonicalen.  Dicss  hat  in 
der  Construction  dann,  wenn  der  Anfangspunct  innerhalb  liegt,  keine  unmittelbare  Be- 
deutung mehr;  doch,  analytisch  genommen,  können  wir  diese  Beziehung  auch  dann  uns 
fortbcstchcnd  denken.  Denn,  von  vier  Harmonicalen  sowol,  als  von  vier  harmonischen 
Theilungspunctcn,  können  zwei  imaginär  werden. 

4 97.  Wenn  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  den  Miltclpunct  der  Corve  fällt, 
so  ist: 

B = Sf  (Bv',+D)  - * 

D-  = -ß( Bv+D)  = 0.  * 

und  hiernach  geht  die  Gleichung  (16)  in  folgende  Über: 

Aw’-l-Cv’-t-Fu1  — o.  (»1) 

ln  diesem  Falle  sind  die  beiden  neuen  Axcn  zwei  Durchmesser  der  Curvc,  und  aus  dem 
Vorstehenden  ergibt  sich,  dass  wir  einen  derselben  ganz  beliebig  annehmen  und  da*n, 
auf  einzige  Weise,  den  andern  bestimmen  können.  Setzen  wir  in  der  vorstehenden 
Gleichung  nach  einander  — und  — gleich  Null,  so  erhalten  wir  bcidcsmal  für  ^ zwei 
gleiche  nnd  entgegengesetzte  Wcrthe.  Wenn  man  also  von  irgend  einem  Puncle  eines 
beliebigen  jener  beiden  Durchmesser  zwei  Tangenten  an  die  Curvc  und  eine  dem  andern 
Durchmesser  parallele  gerade  Linie,  zieht,  so  bilden  die  drei  gerade  Linien,  welche  man 
auf  diese  Weise  erhält,  mit  jenem  erstgenannten  Durchmesser  vier  II armo'ni cal cn. 
Liegt  jener  auf  einem  Durchmesser  beliebig  -angenommene  Punct  zugleich  auf  der  Curvc, 
so  fallen  die  beiden  Tangenten  zusammen  und  sind  mithin,  da  mit  zwei  zusammcnfallen- 
den  Harmonicalen  nothwendig  noch  eine  dritte  zusammenfallcn  mnss,  dem  andern  Durch- 
messer parallel. 

Wir  erhalten  die  jenen  beiden  Durchmessern  parallele  Tangenten,  wenn  wir  in  der 
letzten  Gleichung  nach  einander  n nnd  v gleich  Noll  setzen.  Anf  diese  Weise 
kommt: 


Digitized  by  Google 


Oerter  zweiter  Classe. 


77 


V 


Durch  diese  Ausdrücke  für  - und  - ist  also  die  Grösse  der  beiden  halben  in  der  erste 
v t> 

und  zweite  Coordinaten- Axe  fallenden  Durchmesser  der  Curve  gegeben. 

Die  beiden  in  Rede  stehenden  Durchmesser  heissen  zage  ordnete.  Jeder  Durch- 
messer hat  seinen  zugeordneten. 

{i98.  Setzen  wir  in  der  Gleichang  (St)  w =>  o » so  erhalten  wir  für  die  Asymptoten 
der  Curve : 


v F 

5 “ ±V~  C 

Es  bilden  dieselben  also  mit  den  beiden  Coordinaten -Aren,  wie  wir  bereits  schon  be- 
merkt haben,  vier  Harmonicalen. 


Die  beiden  Asymptoten  und  irgend  zwei  zugeordnete  Durchmesser  einer  Curve  zwei- 
ter Classe  bilden  ein  System  von  vier  Harmonicalen. 

Nach  dem  vorstehenden  Satze  ergibt  sich  auf  die  leichteste  Weise  die  Construction 
folgender  beiden  Aufgaben: 

' IV tnn  die  Richtung  der  beiden  Asymptoten  und  eines  Durchmessers  einer  Curve 
zweiter  Classe  gegeben  ist,  die  Richtung  des  zugeordneten  Durchmessers  zu  finden. 

Wenn  die  Richtung  irgend  zweier  zugeordneten  Durchmesser  und  einer  Asymptote 
einer  Hyperbel  gegeben  ist,  die  Richtung  der  andern  Asymptote  zu  bestimmen. 

Und  endlich  schlicsst  sich  hier  auch  noch  folgende  Aufgabe  an; 

Wenn  die  Richtung  irgend  zweier  Paare  zugeordneter  Durchmesser  einer  Curve 
zweiter  Classe  gegeben  ist,  die  Richtung  der  beiden  Asymptoten  zu  bestimmen. 

Diese  letzte  Aufgabe  kömmt  darauf  hinaus,  zwei  gerade  Linien  zu  construircn,  die 
mit  jedem  der  beiden  Paare  zugeordneter  Durchmesser  ein  System  von  vier  flarmonica- 
len  bilden , und  hierzu  gelangen  wir  durch  die  Construction  der  Wurzeln  einer  leicht  zu 
entwickelnden  quadratischen  Gleichung.  Für  den  Falle,  dass  diese  Wurzeln  imaginär 
werden,  sind  die  Curvon,  denen  jene  beiden  Paare  zngeordneter  Durchmesser  angchürcn, 
Ellipsen. 

An  die  letzten  Ueinerkungcn  knüpft  sich  auch  noch  folgender  Satz: 

Wenn  man  einer  Asymptote  einer  Hyperbel  irgend  eine  gerade  Linie  parallel  zieht, 
so  werden  von  irgend  zwei  Durchmessern  und  ihren  beiden  zugeordnclcn  auf  dieser  ge- 
raden Linie  gleiche  Stücke  interceptirt.  — 

499.  Wenn  wir  die  Grössen  der  in  die  beiden  Coordinaten  - Axen  fallenden  Durch- 
messer der  Curve  zweiter  Classe  als  (konstante  in  der  Gleichung  derselben  cinführcn  und 
demnach 


setzen,  so  geht  die  Glcichnng  (at)  in  folgende  über: 


I 
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• w’  <=  a’v’-J-b’n5. 

Für  den  Fall  der  Ellipse  sind  a nnd  b beide  reell;  für  den  Fall  der  Hyperbel  ist  -eine 
dieser  beiden  Grössen  reell,  die  andere  imaginäT.  "Vertauschen-  wir  demnach,  wenn  a 
oder  b imaginär  werden,  diese  Grössen  mit  aU' — 1 und  bv—i  , so  erhallen  wir: 

w = -j-j’v’+bV, 

für  die  Gleichung  einer  auf  zwei  ihrer  zugeordneten  Durchmesser  bezogenen  Hyperbel. 
Wir  müssen  in  dieser  Glcichnng  die  obem  oder  nnlcrn  Zeichen  nehmen,  je  nachdem 
die  erste  oder  zweite  Coordinaten -Axe  der  Corvc  begegnet.  \on  zweien  zngeordneten 
Durchmessern  einer  Hyperbel  ist  immer  einer  imaginär.  Gewöhnlich  aber  nimmt  man  för 
diesen  Durchmesser  eine  reelle  Grösse  und  nennt  z.  D.  a und  b diejenigen  halben  Durch* 
messer  der  durch  die  letzte  Gleichung  (jbirgcstclltcn  Hyperbel,  die  in  die  erste  und  zweite 
Coordinaten -Axe  fallen.  — 


500.  Zwei  zngeordnctc  Durchmesser  einer  Carvc  zweiter  Classe,  die  auf  einander 
senkrecht  stehen,  heissen  die  Axen  der  Cnrve.  VVenn  wir  annchmen,  dass  der  An- 
fangspunct  der  Coordinaten  in  den  Mittelponct  4er  Cnrrc  falle,  und  wir  also  folgende 
Glcichnng  zu  Grunde  legen: 

Aw’-t-OvM-zEav+Fo1  = jo,  (s«) 

so  erhalten  wir,  um  die.  Dichtung  der  Leiden  Axen  zn  bestimmen,  folgende  Leide  Glei- 
Ch"nfien:  " CvV+Efr+V-H-F  = o, 


v'v"-f-(v-t-v")fOs3-t-l  = o. 


(«3) 


Da  diese  beiden  Gleichungen  in  Beziehung  auf  v' und  v"  symmetrisch  sind,  so  sind  diese 
Grössen  Wurzeln  derselben  Gleichung  des  zweiten  Grades,  nnd  diese  Gleichung  erhalten 
wir  sogleich,  wenn  wir  zwischen  den  vorstehenden  beiden  Gleichungen  die  Werthe  von 
vV  und  (v'-f-v")  climiniren.  Man  findet: 

F — C E— FcosS 


v 


E— CcosS  Fi—  Ccosl> 

Wenn ; 

F = C, 

so  rcducirt  sich  die  vorstehende  Gleichung  auf  folgende: 


(») 


v5—  I 


Bezeichnen  wir  den  Winkel , welchen  eine  der  beiden  Axen  der  Corvo  mit  der  ersten 
Coordinaten -Aic  bildet,  dnreh  a>,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (24): 
sinm  , sin(w+‘i/ln)  ' eosm 

sirt(ü— tu)  sin(t) — tu — '/j *)  cos(i) — tu)  ’ 

und  da  die  Summe  dieser  Wurzeln  für  den  in  Rede  stehenden  Fall  Null  ist,  so  kommt: 
o = sin(9—to)cosu — sincacos(ä — tu)  ■=  un(9— 2tu), 
also  ist  tu  =»  ‘/29,  nnd  somit  halbiren  die  beiden  Axen  die  beiden  l’aare  der  von  den 
Coordinaten- Axen  gebildeten  Scheitelwinkel. 

Die  beiden  Cocflicicntcn  in  der  Gleichung  (2 4)  erscheinen  unter  der  unbestimmten 
Form  oder,  was  dasselbe  heisst,  die  beiden  Gleichungen  (23)  werden  identisch,  wenn 
F = C,  E — C cos9  <»  E — FcojJ  =>  p. 

Alsdann  gibt  es  nur  rechtwinklige  Systeme  zugeordneter  Durchmesser  und  die  erste  der 
Gleichungen  (23)  drückt  anders  nichts  aus,  als  dass  je  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende 
Durchmesser  zngeordnctc  sind. 
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AVcnn  wir  statt  der  Gleichung  (22)  die  allgemeinste  Gleichung: 
Aw3-+-2Bvw-t-Cv3+2Duw-t-2Euv-t-Fa3  — o, 

zu  Grunde  legen,  so  gehen  die  beiden  letzten  Bedingungs  .Gleichungen  in  folgende 
Uber: 

AC— B3  - AF-D-;  AE-BD  = (AC-B’)cosd. 

Wir  kiinnerf  der  allgemeinen  Gleichung , nachdem  wir  dieselbe  mit  A multiplicirt  haben, 
folgende  Form  geben: 

(Aw’+Bv-f-Du)'-J-(AC — B^)v’-f-Q(AE— BI))uv-t-(AF — D3)u3  = o, 
und  dann  erhalten  wir  mit  Berücksichtigung  der  letzten  Bedingungs  - Gleichung : 

v’+2tivcos»+n3  „ 

(Aw+Bv+bu)!  = “ 

ln  dieser  Gleichung  erkennen  wir  (442)  sogleich  die  Gleichung  eines  Kreises  wieder, 
dessen  Mittclpuncts- Coordinaten  und  ^ sind  und  dessen  Radius  Vl\l—  A C ist. 

Je  zwei  zngeordnete  Durchmesser  eines  Kreises  stehen  auf  einander  senkrecht;  und, 
umgekehrt,  je  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Durchmesser  eines  Kreises  sind  zu- 
geordnclc. 


50t.  Wenn  wir  annehmen,  dass  der  Coordinaten  - Winkel  ein  rechter  sei,  so  ver- 
wandelt sich  die  Gleichung  (24)  in  folgende: 

, F-C  . , 

v3-t — p— v — 1 =a  0,  (aS) 

und  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  die,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genomme- 
nen, tcigonomctrischcn  Tangenten  derjenigen  beiden  WinkH,  welche  die  beiden  Auen 
der  Curvc  mit  der  ersten  Coordinaten -Axe  bilden.  Nennen  wir  diese  Winkel  u>  und  io, 
so  ist  o>  — io+'/jTT , mithin: 

, lang 2co  = tangiu. 


und  da: 
und  ferner  nach  (25): 
so  kommt: 


, _ i 2 lange)  2v 

,angl«=  — ^ = ! - v1 

F-C 

“ ~T~’ 


1— V3 
V 


2E 


tangim  = = tangiu 


502.  Wenn  der  Winkel,  den  zwei  zugeordnete  Dorchmcsscr  mit  einander  bilden, 
irgend  ein  gegebener  ist,  so  können  wir  die  Richtungen  dieser  Durchmesser  selbst  leicht 
bestimmen.  Denn,  bezeichnen  wir  jenen  Winkel  durch  £ und  diejenigen  beiden  Winkel, 
welche  die  Durchmesser  mit  der  ersten  Axe  bilden,  durch  «n  und  w,  so  ist  E — » — w 
mithin: 

tangm  = . 

‘r:  1 —tangmlangi 

Neben  dieser  Gleichung  erhallen  wir,  hei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten- 
Area,  nachstehende  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  durch  jene  Werthe  von  u 
und  ui  bestimmten  Durchmesser  zngeordnete  sind: 

C/angutangu — JL(ta/igm+/angui)+¥  *=  o. 

F.liminiren  wir  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  tangu,  so  ergibt  sich  folgende  Giei- 
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cbung  des  zweiten  Grade«  zur  Bestimmung  von  tangw. 

, - 2E — (C — F )tan& , F — E langt 

tan?* Z+Ütangl-  CfE?5^?  " °' 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 

. 2E-(C-F)tong;+V/[(C-f.F)Vong^+tt(E»-CFXi-Ho/Vl)] 

S'°  2(C-f-E/an.y?) 

Diesen  beiden  Wcrthcn  fiir  tangw  entsprechen  zwei  Wcrthc  fiir  tangw'  oder  tang^m+ty, 
die  wir  unmittelbar  erhallen,  wenn  wir  in  den  vorstehenden  Ausdrücken  fiir  tangm  das 
Zeichen  von  tang%  ändern  (2i|6). 

Es  gibt  also  im  Allgemeinen  zwei  Systeme  zugeordneter  Durchmesser,  die  einen  ge- 
gebenen Winkel  mit  einander  bilden.  Diese  beiden  Systeme  fallen  zusammen,  wenn  der 
Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  in  den  Werthen  von  lang*  verschwindet.  Als- 
dann ist: 


rrpi 

r s 

Diese  Gleichung  gibt  das  Minimum  fiir  den  Sinus  der  Winkel,  die  irgend  zwei  zuge- 
ordnetc  Durchmesser  mit  einander  bilden  können.  Es  kann  diese  Gleichung  nur  für  den 
Fall  der  Ellipse  befriedigt  werden,  nur  hier  gibt  es  ein  Minimum,  während,  wenn  die 
bezügliche  Curve  eine  Hyperbel  ist,  der  Winkel  zugeordneter  Durchmesser  jeder  belie- 
bige sein  kann.  Für  den  Fall  des  Kreises  reducirt  sich  die  letzte  Gleichung  auf: 

a 

es  gibt,  wie  wir  schon  bemerkt  haben,  nur  rechtwinklige  Systeme  zngeordneter 
Durchmesser.  — 


503.  Wenn  wir  von  der  Gleichung: 

AwJ-t-aBvw+2Duw+C(v,+u,)  <=  o,  (l) 

die  bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  - Axen , irgend  einen  Ort  zweiter 
Classe  darstellt,  dessen  Brennpunct  zum  Anfangspuncle  der  Coordinaten  genommen  wor- 
den ist,  ausgehen,  and  die  der  umgeformten  Gleichung  (2)  der  i,86.  Nummer  entspre- 
chende Gleichung,  der  Kurze  halber  auf  folgende  Weise  schreiben: 
Aw’+aB'vw+aD’aw+C’v’+aE'uv-t-F'u5  = o, 

so  kommt,  indem  wir: 

siny/  = — cos<f,  sing!  — — costf', 

C = F,  Ec  o, 

setzen ; 


E- 


C(simpsin<f>+cos<fCQS<f) 

• s>jz*i 


sin*J 


Ceos| 
sin'r-  ’ 


C 


F =a 


C 

si/i't' 


Die  umgeformte  Gleichung  ist  hiernach  folgende: 

(Aw3+2ÜVw+2D  uw)s(>i2J+C(v’— uveosj+u')  c o.  (») 

Diese  Gleichung  ist  also,  wenn  wir  A,  B',  D'  nnd  C als  unbestimmte  Coefficienten 
betrachten,  die  allgemeine  Gleichung  der  Curven  zweiter  Classe,  wenn  wir  den  Anfaugi- 
punct  in  einen  Brennpunct  derselben  legen  and  | der  beliebige  Coordinaten- Winkel  ist. 
Aus  der  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungen  (1)  nnd  (2)  ergeben  sich  direct  dn 
Folgerungen,  bei  denen  wir  schon  in  der  lt~6.  Nummer  verweilt  haben.  Wenn  ? ein 
rechter  Winkel  ist,  so  geht  die  letzte  Gleichung  in  folgende  Uber: 
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Aw,-+-2BVw4-2D'uw-t-C(v,-t-u2)  = o,  (i) 

eine  Gleichung,  welche)  aasscr  dass  die  beiden  CocfEcientcn  von  vw  nnd  nw  andere 
Worthe  erhalten,  mit  der  ursprünglichen  Gleichung  identisch  ist  Wir  haben  in  diesem 
Falle  , indem  wir : 

simp  = eostp,  sin<p  = — cosy,  simp'  = siny,  sin*  = l, 

setzen,  folgende  Ocstimnmng  dieser  Cocflicientcn: 

B'  =■  Bcosiy-f-Dstny,  D'  = — (Ttsiny— Dcosy).  (4) 

Hiernach  erhält  man  ferner  ftlr  jede  Annahme  des  Winkels  y. 

B'2+D'2  = BM-D2! 

ein  Resultat,  das  wir,  wenigstens  ftir  den  Fall  der  Ellipse  nnd  Hyperbel,  hätten  voraus- 
sehen  können,  weil  die  letzten  Ausdrücke,  diridirt  durch  A2,  anders  nichts  sind,  als  das 
Quadrat  der  Entfernung  des  Brennpunctcs  vom  Mittclpuncte  der  Curve.  Es  ist  also  anch, 
wenn  wir  ein  und  dieselbe  Curve  um  den  Anfangspunct,  wenn  derselbe  im  Brennpnncte 
angenommen  wird,  beliebig  drehen,  in  der  Gleichung  derselben  die  Quadrat -Summe  der 
Coefhcicnteo  von  vw  und  uw  constant. 

Wenn  wir  die  Coordinatcn-Axen  so  drehen,  dass  die  eine  derselben,  etwa  die  erste 
Axc,  durch  den  Mittelpunct  der  Curve  geht,  so  wird  D'  gleich  Null  und  folglich: 

B'  «=  ±ve B2+D2, 

nnd  wir  erhalten  statt  (8): 

Aw2^  V/(B2+D2).  vw+C^v’+n2).  (s) 

504-  Für  den  Fall  der  Parabel  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (1)  und  (5)  in  fol- 
gende : 

aBvw+2Dnw+C(v2-t-u2)  = o, 
vw-f-P(v2-(-u2)  = 0, 

indem  wir  in  der  letzten  GIcichang: 

— i— -rv  = 2P 

P(B2+D2) 

...  c c 

setzen.  Es  bedeuten,  wie  man  sogleich  sicht,  die  Ausdrücke  ^ nnd  diejenigen  Seg- 
mente, die  auf  der  ursprünglichen  ersten  und  zweiten  Axe  von  solchen  zwei  Tangenten, 
die  der  zweiten  nnd  ersten  Axe  parallel  sind,  bestimmt  werden.  Die  Quadrat- Summe 
der  rcciprokcn  Werthc  dieser  Segmente 

B’+D2 

C2 

ist  also  constant  und  gleich  p,;  P ist  die  Entfernung  des  Brcnnpunctes  vom  Scheitel  der 
Are  der  Parabel.  Das  Vierfache  dieser  Entfernung  heisst  Parameter. 

Die  erste  der  Gleichungen  (4)  gibt,  wenn  wir  D = o setzen; 

B = Urosy, 

und  mithin  kommt: 

c c „ 

äff“*  - ^ = P. 

Die  geometrische  Deutung  dieser  Gleichung  gibt  folgenden  bekannten  Satz: 

Die  Fusspunete  der  vom  Brennpunete  einer  gegebenen  Parabel  auf  alle  Tangenten 
derselben  gefällten  Perpendikel  liegen  in  gerader  Linie,  der  Tangente  im  Scheitel  der  Axe. 
Die  analogen  Sätze  für  Ellipse  und  Hyperbel  haben  wir  schon  angeführt  (479)- 
II.  IX 
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505.  Nach  dem  Vorstehenden  können  wir  alle  diejenigen  Cnrven,  welche  dieselben 
beiden  Brcnnpuncte  haben,  wenn  wir  die  erste  Coordinatcn-  Axc  durch  diese  beiden 
Poncte  legen  ond  einen  derselben  zum  Anfangspunctc  nehmen,  durch  folgende  Gleichung 

darstellen : _ 

w’+2Bvw+C(  v’+u1)  = o, 

indem  wir  durch  2B  die  Entfernung  der  beiden  Brcnnpuncte  von  einander  und  durch  C 
nach  einander  alle  möglichen  Grössen  bezeichnen. 

506.  An  die  letzten  Entwicklungen  knüpft  sich  auf  eine  bequeme  Weise  die  Bestim- 
mung der  Dimensionen  einer  durch  die  allgemeine  Gleichung: 

2ßvw-4-2Duw-f-Ov2-4-2  Eov-f-F  u*  = o,  (i) 

dargesteUtcn  Parabel.  Wenn  diese  Gleichung  auf  schiefwinklige  Coordinaten-Aicn  bezo- 
gen ist  und  wir  den  Coordinaten -Winkel  9 nennen,  so  können  wir  dieselbe  Curvc  zu- 
vörderst auf  rechtwinklige  Axen  beziehen.  Lassen  wir  zu  diesem  Ende  bloss  die  zweite 
Axe  um  einen  Winkel  (‘/»rr— 9)  sich  drehen,  so  erhalten  wir,  indem  wir; 

<p  = o,  <p  = '/>,  y = —9,  xfi  = '/,n — 9, 

setzen , und 

2B'vw+2D'ow+CV+2E'uv+F'u5  «=  o,  (a) 

für  die  umgeformte  Gleichung  nehmen  und  nicht  redneiren,  nach  der  4ö6.  Nummer  fol- 
gende CoefBcicnicn-  Bestimmung: 

B'  = B+DcosS,  D'  =»  Ds!n9, 

E'  = Esin9+¥sin9cos9,  F = Fsr/i1#, 

' C'  — Gq-aEcos^-t-Fcos1#. 

Wenn  wir  ferner  den  Anfangspnnct  der  Coordinatcn  in  den  Brennpnnct  der  gegebe- 
nen Parabel  verlegen,  so  nimmt  ihre  Gleichung  folgende  Form  an: 
2B"vw+2B"ow+C"(vs+n,)  — o 
nnd  wir  haben  nach  der  4Ö0.  Nummer: 

C CDl-2BDE‘-f.FBJ 

F ” 

C" 

D ~ DfB'M-D'1) 

Wrenn  wir  wiederum  den  vierten  Thcil  des  Parameters  P nennen,  so  kommt  endlich 
nach  der  504.  Nummer: 

r - ±y.v(lp£jr,)i 

nnd  nach  succcssivcn  Substitutionen: 

„ CD’-sBD'F.'+Fß3 
1 = ± 2(frJ+D'i)%  ’ 

, (CD1— aBDE+FBl)i/V«’d 
= ± 2(BI+2BDcosO+UI),/i  ■ 

Wir  können  auch  auf  eine  ganz  analoge  Weise  die  Grösse  der  beiden  Axen  der 
durch  die  allgemeine  Gleichung  dargesteUtcn  mit  einem  Mitlclpunctc  versehenen  Curven 
zweiter  Ciassc  bestimmen.  Doch  zu  demselben  Ziele  kommen  wir  auch  auf  einem  an- 
dern Wege,  der  demjenigen  entspricht,  auf  welchem  wir  im  ersten  Bande  dieselben  Be- 
stimmungen bei  Gleichungen  zwischen  Punct- Coordinatcn  gemacht  haben. 

50“.  Wir  wollen,  indem  wir  für  den  Coordinatcn- Winkel  einen  rechten  nehmen 
nnd  den  Anfangspnnct  in  den  Mittelpunct  der  Curvc  legen,  und,  der  Kürze  wegen,  den 


B (B  H-D'Ö“ 
CD’— 2BDE-f.F’B» 
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Coefticienlen  von  w:  gleich  der  Eiaheit  setzen,  folgende  Gleichung: 

w3+Cv3-+2Env-+Fu3  = o,  (i) 

als  die  allgemeine  Gleichung  der  geometrischen  Oerter  zweiter  Classc  betrachten.  Uin 
denselben  Ort  auf  zwei  andere  Durchmesser  als  Coordinaten- Axen  zu  beziehen,  die  mit 
einander  irgend  einen  Winkel  9 und  mit  der  ursprünglichen  ersten  Axe  die  Winkel  f 
und  tp  bilden,  so  dass  mithin 

<f- 9 = 

müssen  wir  uns  nachstehender  Vcrwandlungs- Formeln  bedienen  (453): 

_v  _ vsin — usfntf  u_  i •cosj'—ucosf  . 

w wsintt  ’ w ivsin9  ' ' 3* 

Hiernach  erhalten  wir  statt  (1)  eine  Gleichung,  die  wir  folgendcrgestalll  schreiben 
können: 

<p’-J-CV,+2E'ui'-+-F  u3  = o 


inden 


= c, 

= F, 


(*) 

(3) 

(♦) 


C sin2<fi — 2Es//uyVos>/i'-f-Fcos37.' 
sin29 

Csin2tf — 2E.sin<fcostf-tr¥cos1<p 
sin 2 9 

Csimpsinp — E(sinfcos>p-l-sinif'cosf)+¥cos<pcos<p 
^ E-  (0 

setzen.  Um  von  der  Gleichung  (2)  zur  Gleichung  (l)  zurückzugcbcn,  haben  wir  folgende 
Vcrwandlungs  - Formeln: 

v vcosif-i-asinip  u \cos<p'-i-nsintp'  ,ri> 

— “ ■ i ~ i (u ) 

tv  YV  tP  w 

und  erhalten,  indem  wir  die  hierdurch  angczcigtcn  Substitutionen  ansführen: 

C = C'cos,<p+2Ficostfcos<p‘+F'cos2<p',  (s) 

F = C'sin',ifi+2E'sinifsinif.'+F‘sin2(p,  (7) 

E = C sinif  cos(p+F.(siri'f  cos<p  +cosrpsinif‘)+¥‘  sinfcosif'.  (1) 

508.  Aus  der  Gleichung  (3),  (4)  und  (5)  erhallen  wir,  wenn  wir  darauf  Rücksicht 
nehmen,  dass  9 gleich  (<p — tf)  ist,  nach  einigen  trigonometrischen  Umformungen: 

E3— CF 


E'3— CF 


sin!9 


mithin : 

(E'J— C'F )sin29  - E3— CF.  (») 

Auf  ähnliche  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  addiren; 

C'-t-2E'coj»+F'  = C-t-F.  (10) 

Aus  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  folgt,  dass  die  Ausdrücke: 

(E'3 — CF)sm39,  C+2E'ros9+F  (11) 

unverändert  dieselben  bleiben,  auf  welche  zwei,  irgend  einen  Winkel  9 eiuschlicsseude, 
Durchmesser  wir  auch  die  Gleichung  der  gegebenen  Curre  beziehen  mögen. 

. Wenn  wir  die  gegebene  Curve  auf  beliebige,  aber  unter  rechten  Winkeln  sich 
schneidende,  Durchmesser  beziehen,  so  sind  folgende  Ausdrücke  constant: 

. E'3— C'F,  C+F’.  (is) 

Wenn  wir  endlich  nur  zngeordnctc  Durchmesser  zu  Coordinaten" Axen  nehmen,  so 
sind  folgende  Ausdrücke  constant: 

CFswiV,  C+F.  . (.3) 

tt  * 
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509.  Die  Deutung  der  vorstehenden  Resultate  führt  uns  zu  bekannten  Sätzen.  Es 
seien  zuvörderst: 

' w2  = a2v2+b2a2, 

w2  =>  a'2v2+b'2n2, 

die  Gleichungen  irgend  einer  Ellipse,  bezogen  auf  zwei  verschiedene  Systeme  zugeordne- 
ter  Durchmesser.  Alsdann  ist  (13): 

a2b2s»V$  = a',b'1aVy, 


wenn  wir  die  von  den  beiden  Paaren  zugeordneten  Durchmesser  eingeschlossenen  Win- 
kel 9 und  9'  nennen.  Es  ist  also  auch: 

U*hsin9  — 4a'b  ’sin9': 

Alle  um  eine  gegebene  Ellipse  beschriebenen  Parallelogramme , deren  gegenüberlie- 
gende Seilen  zweien  zugeordneten  Durchmessern  parallel  sind,  sind  einander  gleich. 

Es  ist  ferner  (13): 

a’+b2  = a'2+b'2 : 

Die  Summe  der  Quadrate  irgend  zweier  zugeordneter  Durchmesser  einer  gegebe- 
nen Ellipse  bleibt  sich  immer  gleich. 


510.  Wenn 

w’+cv’-f.^cuv+fu2  — o 

die  Gleichung  einer  auf  zwei  sich  unter  rechten  W inkeln  schneidende  Durchmesser  bezo- 
genen Ellipse  ist,  so  ist  (13) 

c -+-  f 

constant , wie  wir  auch  jene  rechtwinkligen  Darchmesscr  annehmen  mögen.  Es  ist  aber 
sogleich  ersichtlich,  dass  (—  c)  und  ( — f)  die  Quadrate  derjenigen  Segmente  sind,  die 
auf  der  ersten  nnd  zweiten  Axc  von  solchen  Tangenten  der  Ellipse,  die  bezüglich  der 
zweiten  und  ersten  Axc  parallel  sind,  abgeschnitten  werden.  Die  Summe  dieser  Qua- 
drate ist  also  constant  nnd  zwar  gleich  der  Quadratsumme  der  beiden  halben  Axcn  der 
Curvc.  Man  sicht  hieraus,  dass  die  Diagonalen  aller  um  eine  gegebene  Ellipse  beschrie- 
nen  Rechtecke  dieselbe  Länge  haben  und  doppelt  so  gross  sind,  als  diejenige  Chordc, 
welche  die  Scheitel  der  beiden  Äsen  der  Ellipse  verbindet  Also  (I,  343) : 

Der  Ort  für  die  Durchschnitte  zweier  auf  einander  senkrechten  Tangenten  einer 
gegebenen  Ellipse  ( oder  Hyperbel)  ist  ein  Kreis.  *) 

511.  W enn  die  Coordinaten- Axcn,  auf  welche  wir  ein  nnd  dieselbe  gegebene  Curvc 
zweiter  Classc  beziehen,  irgend  zwei  beliebige  sind,  nnd  wir  demnach  die  allgemeine 
Gleichung: 

Aw5+2Bvw+Cvä-t-3Duw+2Euv-t-Fu2  = o, 


*)  In  der  Behandlung  der  geometrischen  Ocrter  zweiter  Ordnung  haben  wir  gezeigt,  dass 

P+ß 

constant  ist,  wenn  die  allgemeine  Gleichung: 

frj2+2axr+^x2+2yjr+2dj-f-l  =.o, 

dieselbe  Ellipse  auf  beliebige  rechlwinltliche  Coordinaten  - Azen  bezogen,  darstcücn  soll. 
Wenn  y und  d gleich  Null  sind  und  also  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  den  Mittel- 

punct  der  Curvc  fällt,  so  bedeuten  - und  - die  Quadrate  der  halben  io  die  Coordinaten- 

ß P 

Axcn  fallenden  Durchmesser.  Also: 

Die  Summe  der  Quadrate  der  reciproken  ff'erthe  irgend  zweier  auf  einander  senk- 
recht stehender  Durchmesser  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  eine  constante  Grosse. 
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(.4) 

(«0 

9 bezeichnen.  Für 


zu  Grunde  legen,  so  können  wir  für  diesen  allgemeinsten  Fall  unmittelbar  die  Ansdrti- 
ckc  der  letzten  Nummern  umformen,  indem  wir  (455) s 

AC-B2  AE-BD  AF-DJ 

A2  ’ A2  * A2 

fllr  C,  E und  F schreiben.  Statt  der  Ansdriieke  (tt)  erhalten  wir  alsdann  folgende: 
t(AE— BD)2-(AC-B2)(AF-D2)]s/n2d 
A»  * 

(AC— B2)+2(AE— BD)eostf+(AF— D2) 

A*  5 

indem  wir,  wie  dort,  den  jedesmaligen  Coordinaten  - Winkel  durch 
den  Fall  der  Parabel,  wo  A — o,  werden  die  beiden  vorstehenden  Ausdrücke  unendlich. 
Wenn  aber  A nicht  gleich  Null  ist,  und  wir  dasselbe  ein  für  alle  Mal  beliebig  annch- 
men,  so  sind  diese  Ausdrücke  constant,  auf  welches  Coordinaten-System  wir  die  gege- 
bene Curvc  auch  beziehen  mögen.  Indem  wir  insbesondere  zwei  zugcordnetc  Durchmes- 
ser der  Curve,  die  irgend  einen  Winkel  ? mit  einander  bilden,  als  Coordinaten -Axen 
nehmen , erhalten  wir,  wenn  wir  die  Quadrate  dieser  Durchmesser  dorch  i und  z"  be- 
zeichnen, und,  der  Einfachheit  halber,  in  der  allgemeinen  Gleichung  A = I setzen: 
z'+z"  «.  (C-B2)+2(E-BD)cos8+(F-D2), 

— zVnVg  = [(E — BD)2-(C-B2)(F-D2)]n«2$. 
z und  z"  sind  also  die  beiden  Wurzeln  folgender  quadratischer  Gleichung : 

z2-[(C-B2)+2(E— BD)eos$+(F— D2)]z-^[(E-BD)2-(C-B2XF-D2)]  = o.  (,s) 

sin$ 

Wrcnn  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  negativ  ist,  so  lehrt  die  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen,  dass  die  Wurzeln  beide  reell  und  von  entgegengesetztem  Zeichen 
sind.  Für  diesen  Fall,  wo  die  bezügliche  Curve  eine  Hyperbel  ist,  haben  wir  also 
folgende  Bedingung: 

(E-BD)2-(C-B2)(F-D2)  > o, 
in  Ucbcrcinstimmnng  mit  der  457.  Nummer. 

Die  Hyperbel  ist  eine  gleichseitige,  wenn  das  mit  der  ersten  Potenz  von  z be- 
haftete Glied  aus  der  obigen  Gleichung  ausfällt,  also  in  dem  Falle,  dass: 

(C— B2)+2(E-BD)eos3+(F— D2)  = o. 

Wenn  das  von  z unabhängige  Glied  der  Gleichung  (16)  einen  positiven  Werth  er- 
hält, so  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  entweder  imaginär  oder  reell  und  von  dem- 
selben Zeichen.  Diesem  Falle  entspricht  die  Bedingung: 

(E— BD)2— (C— B2)(F— D2)  < er.  („) 

In  dem  Falle  reeller  Wurzeln  können  beide  positiv  oder  beide  negativ  sein , einmal  ist 
die  Curvc  eine  Ellipse,  das  andere  Mal  ist  dieselbe  imaginär.  Jenes  findet  Statt, 
wenn  der  CoefGeient  von  z in  der  Gleichung  (16)  negativ,  dieses,  wenn  derselbe  positiv 
ist.  Dieser  Cocfficicnt:  . 

-[(C-B2)+2(E-BD)«w9+(F-D2)],  (,») 

hat  offenbar  das  entgegengesetzte  Zeichen  uiit  den  Ausdrücken : 

(C-B2)  und  (F-D2),  (■») 

die  nach  der  vorstehenden  Bedingung  nothwendig  im  Zeichen  ilbercinstimmcn  müssen. 
Wenn  nctnlich  dem  Ausdrucke  (18)  dasselbe  Zeichen  als  den  Ausdrücken  (19)  zukommen 
sollte,  so  müsste  2(E—  BD)cos9  mit  den  beiden  letztgenannten  Ausdrücken  von  entgegen- 
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gesetztem  Zeichen  und , abgesehen  vom  Zeichen,  grösser  als  die  Summe  dieser  Ausdrü- 
cke sein,  was  unmöglich  ist,  da,  nach  (17) s 

(E-BD)  < V'[(C— B5)(F— D’)]. 

Fiir  den  Fall  der  Ellipse  sind  also  die  Ausdrücke  (19)  negativ;  sic  sind  positiv  für  den 
Fall,  dass  die  bezügliche  Curvc  imaginär  ist. 

512.  Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (16)  sind: 

1 = y,[(C-B0+2(E-BD)«»»+(F--D»);|, 

^([C- B’+2(E-BD)cos9+F-  D*]Wn*S+4[(E- BD)*— (C— B*)(F— D*)1«7i’»)  , 

± 2Ü5|  ’ (,V 

und  als  Bedingung  für  die  Realität  dieser  Worzeln  erhalten  wir: 

(E— BD)’— (C— B»)(F— D’)  . 

""  5 > ~u'  (C— B!+2(K— BD)cos3+F— D2)‘'1,/I  9‘ 

Für  den  Fall  der  Hyperbel  wird  diese  Bedingung  immer  erfüllt;  für  den  Fall  der  Ellipse 
und  imaginären  Curve,  ist,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  derjenige  Ausdruck,  wel- 
cher, nach  dieser  Bedingung,  kleiner  sein  muss  als  sin,|,  immer  kleiner  als  die  Einheit, 
und  somit  hat  die  Gleichung  (t6)  bei  gehöriger  Bestimmung  des  Winkels  $ immer 
reelle  Wurzeln.  Die  Gleichung  (16)  hat  gleiche  Wurzeln,  wenn: 

_ , (E— BP)»— (C-B’)(F— D’)  a 


««’S  = —4  r 


Diescr  Werth  von  sin^i  ist  derselbe,  der,  nach  der  501.  Nummer,  sich  anf  diejenigen 
beiden  zugeordneten  Durchmesser  bezieht,  welche  sich  unter  den  kleinsten  (und  grüssc- 
sten)  Winkeln  schneiden.  Denn  die  letzte  Gleichung  geht  in  die  Gleichung  (26)  der 
eben  angezogenen  Nummer  Über,  wenn  B = D = o.  Von  allen  zugeordneten 
Durchmessern  schneiden  die  gleichen  einander  unter  dem  kleinsten 
Winkel. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  der  Coordinatcn  - Winkel  ein  rechter  ist,  und  wir  die 
Grösse  der  beiden  Axen  bestimmen  wollen,  so  gehen,  indem  wir  D *=  5 = '/,n  setzen, 
die  Ausdrücke  für  z (20)  in  folgende  über: 

* = ,/J((C-B»)+(F-D>))±'/1W'([(C-Bs)-(F-Dp]’+tl(E--BD)’). 

Wenn  wir  annchmen,  dass  der  Anfangspnnct  der  Coordinaten  mit  dem  MiUelpnncte 
der  Curve  Zusammenfalle,  ond  demnach  B = D = o setzen,  so  erhalten  wir  ans  nG)  zur 
Bestimmung  der  Quadrate  der  beiden  Axen  der  Curve,  folgende  Gleichung: 
z = */j[C+2Erosd-t-Fj±ViW't(C+2Eros»+F),+t,{EJ— CF)], 
und  wenn  wir  überdies]  noch  die  Annahme  rechtwinkliger  Coordinaten- Axen  machen: 
z = ‘/XC+F^V^KC-D’-hE«]. 


Allgemeinere  Coordinaten- Bestimmung.  Zweite  Ditcvssion  aller  einzelnen 
Fälle,  welche  die  allgemeine  Gleichung  umfasst. 

fr- 

513.  Wenn  man  in  dem  gewöhnlichen  Systeme  der  Pnncl- Coordinaten  y ond  z den 
Anfaogspnnct  verlegt,  ohne  die  Richtung  der  Axen  zu  ändern,  so  wachsen  oder  vermin- 
dern sich  diese  Coordinaten  um  eine  constantc  Grösse.  Wenn  wir  erstens,  indem  wir 
» = I setzen,  jede  der  beiden  Linien. Coordinaten  v und  u um  eine  constantc  Grösse 
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andern,  so  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  zwischen  diesen  Linien  - Coordinaten  an- 
dere Gleichungen  desselben  Grades  und  diese  Umformung  entspricht  derjenigen  Umfor- 
mung der  Gleichungen  zwischen  Pnnct-  Coordinaten , die  aus  der  blossen  Verlegung  des 
Anfangspunctcs  hervorgeht.  Eis  tritt  uns  hier  also  die  natürliche  Frage  entgegen,  was  die 
neuen  veränderlichen  Grössen  bedeuten,  die  aus  den  ursprünglich  gegebenen  Coordina- 
ten v und  a sich  ergeben,  wenn  wir  diese  um  constantc  Grössen  v'  und  u wachsen  oder 
sich  vermindern  lassen. 

r,  als  Ordinate  irgend  einer  geraden  Linie  QP,  bedeutet  den  rcciprokon  W erth  Fig.  9. 
des  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommenen,  von  dieser  geraden  Linie  auf  der  ersten 
Aze  bestimmten,  Segmentes  OP.  Wir  wollen  die  Ordinate  v um  eine  gegebene  Grösse 
v’  verkleinern.  Wenn  wir  diese  gegebene  Grösse,  ähnlich  wie  v,  als  Ordinate  construi- 
ren,  so  gehört  dieselbe  irgend  einer  geraden  Linie  Q'P'  an,  die  in  einem  bestimmten 
Puncte,  P',  in  die  erste  Aze  einschncidct  und  es  kommt: 

v = 


Fs  ist  hiernach,  wenn  wir  die  neue  veränderliche  Grösse  durch  v bezeichnen: 

O =»  V — v'. 


und  also: 


/1  1 \ OP— OP-  PP 

* “ - \ÖP  <3F/  = ‘ÖFW  “ OP.ÖP  • 

Bei  einer  analogen  Bezeichnung  erhält  man: 

“ = n_n'  ■ ü§:oq  • 

Wenn  v'  und  n'  ihr  Zeichen  ändern,  so  rücken  die  beiden  Puncte  P'  und  Q'  auf  die 
negative  Seite  der  z und  y. 

W ir  sehen  hieraus,  dass,  wenn  wir  statt  v und  n die  neuen  veränderlichen  Grös- 
sen und  Coordinaten,  v und  u,  durch  folgende  Gleichungen  cinführen: 
v *=  o+v',  u — u+u, 

diese  neuen  Coordinaten  die  rocipreken  Werthe  der  vierten  Proportionalen  zu  den  auf 
den  beiden  Coordinaten- Azcn  zwischen  der  beliebigen  geraden  Linie  (v,  u)  und  der  gera- 
den Linie  (v‘,  u')  nnd  den  auf  diesen  Azcn  zwischen  jeder  der  beiden  eben  bczcichncten 
geraden  Linien  und  dein  Anfangspnnctc  liegenden  Segmente  bedeuten.  W'ir  können  die 
bisherige  Bestimmung  der  Linien- Coordinaten  als  einen  hesondem  Fall  dieser  neuen 
Coordinaten- Bestimmung  betrachten;  denn  wir  kommen  auf  jene  zurück,  wenn  wir  die 
gerade  Linie  (v’,  u’)  sich  unendlich  weit  vom  Anfangspuncle  cDtfernen  lassen.  Die  neue 
Coordinaten  -Bestimmung  wird  illusorisch,  wenn  v'  und  u‘  unendlich  werden  und  also  die 
gerade  Linie  (v1,  u)  durch  den  Anfangspnnct  geht.  Für  jede  durch  den  Durchschnitt  die- 
ser Linie  mit  der  ersten  und  zweiten  Axe  gehende  gerade  Linie  sind  v nnd  u gleich  Null.  , 
für  diese  Linie  selbst  ist  t>  sowol  als  u gleich  Null.  Je  nachdem  eine  gerade  Linie  in 
Beziehung  auf  die  Durchschnitlspuncle  P und  Q’  nach  der  positiven  oder  negativen  Seite 
der  x und  y einschncidct,  sind  v und  u positiv  oder  negativ.  Für  jede  durch  den  An- 
fangspnnct  gehende  gerade  Linie  sind  v und  u beide  unendlich,  aber; 

v _ PP’  QQ'  I t v 
ü ~ OP.OP’ : ÖQ.OQ  *“  OP  1 “ ä’ 

514.  Wrir  können  zweitens  auch,  indem  wir  n = 1 setzen,  die  Linien  - Coordinaten  Fig-  9- 
w und  v um  constantc  Grössen  w'  und  v’  sich  ändern  lassen.  W'cnn  wir  wiederum  diese 
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Grölten  alt  Coordinaten  irgend  einer  geraden  Linie  PQ'  Letracblcn,  so  erhalten  wir: 
w-  = -OQ,  v = 

Beziehen  wir  ferner  w nnd  v auf  irgend  eine  beliebige  gerade  Linie  PQt  so  ist 


und  wenn  wir 
setzen,  so  kommt: 


-OQ, 

= IC, 

V— V CS  P, 

w— w 

iv  = — Q'Q, 

OQ  OQ'  = OQOP-OQ.QP 


QQ 


ÖP  OP'  = OP.OP  = MX’ 
indem  wir  die  Abscissc  des  Darcbschnittsponctcs  der  beiden  geraden  Linien  PQ  nnd  PQ’, 
fiir  welche  sich  sogleich  folgender  Werth  ergibt: 

OP. OP'(OQ-OQ') 

OQ. OP— ÖQ'.OP  ’ 

durch  MN  bezeichnen. 


W?ir  sehen  hieraus,  dass,  wenn  wir  neue  Linien  - Coordinaten  durch  folgende  beide 
Gleichungen: 

w ca  o>+w',  v = t’+v',  . - 

cinführen,  die  erste  dieser  beiden  Coordinaten,  «>,  das  negativ  genommene  Segment  be- 
deutet, das  sich  auf  der  zweiten  Axe  von  ihrem  Durchschnitlspuncte  mit  der  geraden 
Linie  (w',  v ) bis  zu  ihrem  Durchschnitte  mit  der  geraden  Linie  (w,  v)  erstreckt.  Die 
zweite  neue.Coordinatc  v ist  der  Quotient  der  Abscissc  des  Dnrchschnittspunctcs  der  bei- 
den eben  genannten  geraden  Linien  in  das,  zwischen  diesen  beiden  geraden  Linien  lie- 
gende, Segment  der  zweiten  Axe.  <v  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  bezügliche 
gerade  Linie  in  Beziehung  auf  (w't  v)  in  die  zweite  Axe  nach  der  negativen  oder  positi- 
ven Seite  der  y einsclineidct.  v ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  das  Segment  Q'Q 
und  die  Abscisse  MN  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben;  oder,  was  fiir  den 
Fall  rechtwinkliger  Axon  dasselbe  heisst,  je  nachdem 

tangQPX  < lang Q’P'X,  oder  /angQPX  < tangQ' P'X. 

Für  die  gerade  Linie  P’Q'  sind  tv  und  v beide  gleich  Null.  Fiir  irgend  eine  gerade  Linie, 
die  mit  P’Q'  parallel  ist,  ist  v = o.  Für  irgend  eine  der  zweiten  Axe  parallele  gerade 
Linie,  MR,  sind  w und  v beide  unendlich,  aber  ei  ist: 

- = -MN. 

v 

Wenn  die  gerade  Linie  PQ'  oder  (w',  v')  der  ersten  Axe  parallel  ist,  so  haben  v und  v 
dieselbe  geometrische  Bedeutung;  wir  kommen  ganz  auf  die  ursprüngliche  Coordinaten- 
Bestimmung  zurück,  wenn  wir  diese  gerade  Linie  mit  der  ersten  Axe  Zusammenfällen 
lassen.  Wrenn  die  gerade  Linie  P'Q'  der  zweiten  Axe  parallel  ist,  so  wird  die  neue 
Coordinaten  - Bestimmung  illusorisch.  Wenn  diese  gerade  Linie  durch  den  Aniangspnnct 
gebt,  so  haben  «>  und  w dieselbe  Bedeutung  und  den  Werth  von  v können  wir  wie  oben 
construiren.  Für  parallele  gerade  Linien  hat  c dieselben  Wertbe.' 

5t5.  Wir  wollen,  indem  wir  n gleich  Eins  setzen,  von  der  allgemeinen  Gleichung: 
Aw’+iBvw+Cv'+aDw+aEv+F  *=  o,  (i) 

ausgeben.  Diese  Gleichung  verwandelt  sieb,  wenn  wir 
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w = HV,  v =•  s+v', 

setzen,  in  folgende: 

Al»+2Bst+CsJ+2(Aw+BT+D)t+a(Bw,+Cv'+E)s 
+Aw's+2BvV+Cv,s+2Dw-+2Ev'+F  = o.  (>) 

Da  wir  Uber  die  beiden  constanten  Grossen  w'  und  v'  vorläufig  durchaus  keine  nähere 
Bestimmung  gemacht  haben,  so  können  wir  dieselben  nnn  so  annebmen,  dass  die  Form  * 
der  letzten  Gleichung  sich  vereinfacht.  Setzen  wir  demnach: 

Aw'+Bv-f-D  = o, 

Bw'-f-Cv'-f-E  =■  o, 

so  erhalten  wir  für  w'  und  v'  folgcude  VVcrtbe: 

BD— AE  BE— CD 

v “ AG— B1  ’ w “ AC— B»' 

Diese  Coordinatcn-Wcrlhe  werden  nur  dann  unendlich  oder  unbestimmt,  wenn 

AC-B1  - ot 

abstrafairen  wir  also  von  diesem  besondern  Falle,  so  können  wir  der  Gleichung  (2)  je- 
desmal, und  nur  auf  eine  einzige,  Weise  folgende  Form  geben: 

. , At*+aB*t-f-Cs»4-F  = o,  (s)  1 

indem  wir,  der  Kürze  halber, 


(3) 

(«) 


Aw'l+2BvV+Cv',-(-2Dw’+2Ev,+F  = F (0 
setzen.  Wenn  wir  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (3)  mit  w’,  die  zweite  derselben  mit 
v‘  mnltipliciren  und  dann  ihre  Summe  von  der  Gleichung  (6)  abzichcn,  so  kommt: 

Dw-t-Ev'-f-F  = F’, 

mithin,  wenn  wir  für  w'  und  v ihre  Werthc  snbstitnircn: 


(AC — B3)F— CDM-2BDE — AE1 
“ AÜ=BJ  “ * * 

oder  auch,  wie  man  leicht  sicht: 

(AE-BD)’— (AG— B*)(AF— D’)  ^ 

“ A(AC^B«) 

(BE— CD)3— (AC— BJ)(GF— FA)  P. 

C(AC-B’)  * ’ 


St6.  Die  Gleichung: 

t <•>  *s,  (?) 

stellt,  wenn  wir  durch  x irgend  eine  constante  Grösse  bezeichnen,  einen  Punct  dar,  und 
dieser  Punct  liegt , da  in  dieser  Gleichung  t und  s zugleich  verschwinden , anf  der  gera- 
den Linie  (w‘,  v').  x bedeutet,  was  sogleich  ans  der  &14.  Nummer  folgt,  die  mit  entge- 
gengesetztem Zeichen  genommene  Abscissc  dieses  Punctcs.  Eliminiren  wir  aus  dieser 
Gleichung  nnd  der  Gleichung  (5)  die  Wertbe  für  t und  s,  d,  h.  für  die  Goordinaten  der 
durch  den  Punct  (7)  gehenden  Tangenten  der  gegebenen  Curvo  zweiter  Classe,  so 
kommt: 


s 


-F 

Ax!+2Bx+ü 


f —■ Fx*  \ yi  , . 

* ~ ±(äx3+2Bx+C.)  • 


Wir  erhalten  also,  sowol  für  t als  für  s,  gleiche  und  entgegengesetzte  Wert  he. 
Wenn  wir  also  von  irgend  einein  Punctc  der  geraden  Linie  (w',  v')  an  die  gegebene 
Curve  zwei  Tangenten  legen,  so  wird  das  von  diesen  beiden  Tangenten  auf  der  zweiten 
Axe  intcrceptirtc  Stück  von  jener  geraden  Linie  (w',  v)  balbirt:  diese  Linie,  die  beiden 
Tangenten  nnd  eine,  durch  ihren  gemeinschaftlichen  DnrchschnitUpnnct  gehende,  der 

II.  • 12 
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zweiten  Axe  parallele,  gerade  Linie,  bilden  also  ein  System  von  vier  Ilannonicalen.  Se- 
tzen wir  < a n,  so  kommt: 

Die  beiden,  der  geraden  Linie  (w',  v')  parallelen,  Tangenten  der  gegebenen  Corvc  liegen 
• also  zu  beiden  Seiten  dieser  Linie  und  gleich  weit  von  ihr  entfernt.  (Der  letzte  Werth 
für  t ist  gleich  demjenigen  halben  Durchmesser  der  gegebenen  Cnrve,  welcher  der  zwei- 
ten Axe  parallel  ist).  Setzen  wir  x = o,  so  kommt: 

/ F'y/ä 

S“±V”C>)  ’ 1 “ ±°- 

Bestimmen  wir  x so,  dass 

Ax’+üBx-f-C  =»  o,  (»)' 

so  kommt: 

S = ;£»»;  t s=  +tw. 

Für  jeden  der  beiden  so  bestimmten  Werthe  für  x erhalten  wir  also  zwei , der  zweiten 
Axe  parallele,  und  znsammcnfallcndc  Tangenten:  cs  sind  diese  Werthe  Dir  x die  Abscis- 
sen  derjenigen  beiden  I’unctc,  in  welchen  die  gerade  Linie  (w',  v’)  der  Curve  begegnet 
und  die  Tangenten  in  diesen  beiden  Fanden  sind  der  zweiten  Axe  parallel.  Alle  diese 
Bemerknngen  führen  dahin,  dass  die  gerade  Linie  (w-,  v')  derjenige  Durchmesser 
der  gegebenen  Cnrve  ist,  dessen  zugeordneter  der  zweiten  Axe  pa- 
rallel ist. 

Wir  sehen  auf  den  ersten  Blick,  wie  sich  an  das  Vorstehende  eine  vollständige  Be- 
stimmung der  durch  die  gegebene  Gleichung  dargcstelltcn  Cnrve  bequem  anscbliesst.  In 
dem  Folgenden  wollen  wir  indess  uns  bloss  darauf  beschränken,  die  Disenssion  der  ver- 
schiedenen Fälle,  welche  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  w und 
v umfasst,  kurz  anzadcuten,  und  zeigen,  .wie  wir  auch  anf  diesem  andern  Wege  zn  den 
Resultaten  der  45 6.  — 467-  Nummer  gelangen  können. 

517.  Wenn  wir  erstens  annchmcn,  dass 

AC — B’  < o,  (,c) 

so  hat  die  Gleichung  (9)  reelle  Wurzeln , die  wir  x'  und  x"  nennen  wollen  und  die  gerade 
Linie  (w’,  v')  begegnet  also  der  Curve  wirklich  in  zwei  Punctcn,  deren  Abscissen  jene 
beiden  Wurzeln  sind.  Für  gewisse  Werthe  von  x erhält  man  also  reelle,  für  andere 
Werthe  von  x imaginäre  Tangenten.  Wir  können  dem  Ansdrnckc  unter  dem  Wurzel- 
zeichen in  dem  Werthe  für  s folgende  Form  gehen: 

-F 

A(x— x')(x—  x")  ’ 

und  dieser  Ausdruck  muss  positiv  sein,  wenn  die  bezüglichen  Tangenten  reell  sein  sollen. 
Wenn: 

F F 

o oder  ^ > o, 

so  ergibt  sich,  wenn  wir  für  F seinen  WTerlh  suhstituiren  nnd  anf  die  Bedingung  (10) 
Rücksicht  nehmen: 

( AE— BD)1— ( AC—B ’)( AF — D ’)  < o („) 

oder: 

(AE-BD)»— (AE— BJ)(AF— D1)  > o.  („) 

Wenn  also  die  Bedingung  (It)  neben  der  Bedingnng  (10)  besteht,  so  erhalten  wir 
nur  dznn  reelle  Tangenten,  wenn  wir  für  x einen  solchen  Werth  annehmen,  der  nicht 
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zwischen  *'  nnd  x"  fällt.  Es  kann  dieser  Werth  bis  wachsen  und  abnebmen.  Die 
dorch  die  allgemeine  Gloichang  (t)  dargcstellte  Curve  liegt  in  diesem  Falle  ganz  inner- 
halb der  beiden  der  zweiten  Axe  parallelen  Tangenten,  ist  eine  'geschlossene  Curve  und 
heisst  Ellipse. 

Wenn  hingegen  die  Bedingung  (12)  zugleich  mit  der  Bedingung  (10)  besteht,  so 
entsprechen  nur  solchen  Wcrthen  von  x reelle  Tangenten,  die  zwischen  x'  und  x"  fallen. 
Es  gibt  alsdann  einen  grössten  negativen  Werth  für  den  Ausdruck: 

(x— x’)(x— x"),  (<J) 

Bekanntlich  erhalten  wir  diesen , wenn  wir  . t 

x’+x"  | 1 

. = 2 

setzen  und  also  der  durch  (7)  dargcstellte  Punct  die  Mitte  des  von  der  Curve  auf  der 
geraden  Linie  (w-,  v')  intcrceptirtcn  Segmentes  (der  Mittclpunct  der  Curve)  ist.  Es  ergibt 
sich  für  die  Abscisse  dieser  Mitte  aus  (9): 

x'+x“  _ B 

~ 2 = Ä' 

Dem  auf  diese  YV  eise  bestimmten  maximum  entspricht  ein  kleinster  positiver  nnd  nega- 
tiver VY  erth  von  s.  Wenn  wir  also  von  einem  derjenigen  beiden  Puncte  der  geraden 
Linie  (w’,  r’),  anf  welche  * und  x"  sich  beziehen,  die  auf  der  Curve  liegen  nnd  in  de- 
nen die  Tangenten  der  zweiten  Axc  parallel  sind,  zu  Puncten  übergehen,  welche  zwi- 
schen denselben  liegen,  so  nähert  sich  die  Richtung  der  durch  solche  Puncte  gehenden 
Tangenten  immer  mehr  der  Richtung  der  geraden  Linie  (w',  v'),  bis  wir  zu  jenem  Puncte 
kommen,  der  in  der  Milte  der  beiden  eben  bczeichnctcn  liegt.  Die  leiden  Tangenten, 
die  dieser  (’tränzc  entsprechen,  heissen  Asymptoten.  Denken  wir  uns  nun  die  Puncte 
der  Curve  als  die  Durchschnitte  der  stetig  anf  einander  folgenden  Tangenten,  so  ist  of- 
fenbar, dass  diese  Curve  aus  zwei  Zweigen  besteht,  die  ganz  auf  den  beiden  äussern  Sei- 
ten der,  der  zweiten  Axe  parallelen,  Tangenten  liegen.  Die  Puncte  dieser  beiden  Zweige 
liegen  immer  weiter  von  diesen  Tangenten  entfernt,  je  mehr  sich  die  ihnen  entsprechen- 
den Tangenten  den  Asymptoten  nähern.  Die  Bcrtihrungspuncle  auf  den  Asymptoten  lie- 
gen unendlich  weit,  oder  wenn  man  sich  so  ausdriieken  will,  jede  Asymptote  schneidet 
die  beiden  Zweige  in  zwei,  nach  entgegengesetzter  Seite  hin,  unendlich  weit  entfernt  lie- 
genden Punctcn  und  solche  Puncte  sind  als  zusammenfallcnd  zu  betrachten j sic  bildet 
den  Ucbergang  von  den  Tangenten,  die  einen  Zweig  berühren,  zu  den  Tangenten,  die 
den  andern  Zweig  berühren. 

Die  Curve,  welche  in  dem  in  Rede  stehenden  Fall  durch  die  allgemeine  Gleichung 
(t)  dargestellt  wird,  heisst  Hyperbel,  und  liegt  in  denjenigen  beiden  von  den  Asymp- 
toten gebildeten  Scheitelwinkeln,  in  denen  derjenige  Durchmesser  nicht  liegt,  welcher 
der  zweiten  Axe  parallel  ist. 

5l8.  Wenn  A ■>  o,  so  redocircn  sich  die  Gleichungen  (8)  auf  folgende: 


ftehmen  wir  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen: 

C 

" “ “SB 

so  erhalten  wir : 

12  * 
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Die  gerade  Linie  (w’,  v')  begegnet  der  Cnrvc  nor  in  dem  einxigen  Ponctc,  dessen  Ab- 
sclssc  gleich  ist  (— x')  und  nur  in  diesem  Punctc  ist  die  Tangente  der  zweiten  Axe  paral- 
lel. Nehmen  wir  x = n,  so  kommt: 

s = ±o,  t «=  . . 

Die  Cnrvc  erstreckt  sich,  also  xu  beiden  Seiten  der  geraden  Linie  (w‘,  v’)  ins  Unendliche. 
Dem  allgemeinen  Ansdrucke  für  s können  wir  folgende  Form  geben: 


Der  Werth  für  F reducirt  sich  in  vorliegendem  Falle  auf: 

FB*— 2BDE+CD» 

jj5  . 

Nehmen  wir  daher  an,  was  immer  erlaubt  ist,  B sei  positiv,  so  ist  (-J)  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem: 

FB3-2BDF.+CD3  < o,  (,«) 

oder: 

FB3— aBDE-f-CD3  > o.  (iS) 

Wenn  die  Bedingung  (U,)  erfüllt  wird,  so  ist  also  der  Werth  von  s reell,  wenn  wir: 

x > x 

nehmen,  nnd  imaginär  im  entgegengesetzten  Falle;  d.  h.  alle  reelle  Tangenten  schneiden 
in  Beziehung  auf  die  der  zweiten  Axe  parallele  Tangente  nach  der  positiven  Seite  der  x 
in  die  gerade  Linie  (w',  v')  ein.  Die  Cnrvc  liegt  also  ganz  nach  der  negativen  Seite  und 
erstreckt  sich  nach  dieser  Seite  hm  ins  Unendliche.  Wenn  statt  der  Bedingung  (Ift)  die 
Bedingung  (15)  befriedigt  wird,  erhalten  wir  gerade  die  umgekehrten  Beziehungen. 

Die  durch  die  allgemeine  Gleichung  (1),  in  dem  Falle,  dass  A = o ist,  dargestcllte 
Curvc  heisst  Parabel. 

5 19.  Wenn  wir  zweitens  annchmen,  dass 

AC— B3  > o,  (,s) 

so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (9)  imaginär  und  das  Zeichen  des  ersten  Thei- 
Jcs  dieser  Gleichung  stimmt  immer  mit  dem  Zeichen  des  Werthes  von  A überein,  wie 
wir  auch  x annehmen  mögen.  Je  nachdem 

- > o oder  -f<  o 

sind  die  Wcrtho  für  s und  t immer  imaginär  oder  immer  reell,  ln  dem  ersten  dieser 
beiden  Fälle  erhalten  wir,  wenn  wir  auf  die  Bedingung  (16)  Rücksicht  nehmen: 

(AE— BD)3— (AC — B3)(AF — D3)  > o,  (1?) 

in  dem  zweiten  Falle: 

<AE-BD)3-(AC-B3)(AF-D3)  < o.  („) 

Wenn  also  die  Leiden  Bedingungen  (l6)  und  (17)  befriedigt  werden,  so  lassen  sich 
von  keinem  Puncte  der  geraden  Linie  (w',  v')  reelle  Tangenten  an  die  durch  die  allge- 
meine Gleichung  (1)  dargestcllte  Curve  legen.  Diese  Curve  hat  überhaupt  keine  Tangen- 
ten nnd  ist  imaginär. 

Wenn  hingegen  den  beiden  Bedingungen  (16)  nnd  (18)  Genüge  geschieht,  so  lassen 
sich  von  jedem  Puncte  der  geraden  Linie  (w’,  v)  zwei  reelle  Tangenten  an  die  gegebene 
Cnrve  legen.  Die  Wcrthc  von  s und  t können  durch  keine  Annahme  für  x unendlich 
werden , er  gibt  also  keine  der  zweiten  Axe  parallele  Tangenten.  Es  findet  aber  ein 
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maximum  für  den  Werth  von  s Statt,  dem  ein  minimum  des  Ausdruckes 

(”~K) 


entspricht.  Wir  erhalten  dieses  minimtim  bekanntlich,  indem  wir 

B 

* = A’ 

also  gleich  der  halben  Somme  der  (imaginären)  Wurzeln  der  Gleichung  (9)  setzen.  Wenn 
wir  uns  von  dem  durch  diesen  Werth  von  x bestimmten  Pnnctc,  auf  der  geraden  Linie 
(w',  v),  nach  beiden  Seilen  hin  entfernen,  so  erhalten  wir  solche  Paare  von  Tangenten, 
deren  Richtung  sich  der  Richtung  dieser  geraden  Linie  immer  mehr  nähert,  bis  wir 
endlich  diejenigen  beiden  Tangenten  erhalten,  die  mit  ihr  parallel  sind  nnd  für  welche 
sich , indem  wir  x *•  «j  setzen : 

* “ ±°...  , - ±^(— Xi)’ 

ergibt.  Indem  man  auf  diese  Weise  die  Richtung  der  Tangenten,  welche  in  den  ver- 
schiedenen Poncten  der  geraden  Linie  (w',  v')  cinschneidcn , verfolgt,  Überzeugt  man  sich 
leicht,  dbss  die  durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestelltc  Curve  zwei  Asymptoten  hat, 
wodurch  eine  Gränzc  für  die  Richtung  ihrer  Tangenten  bezeichnet  wird.  . Die  Curve  ist 
eine  Hy  p er  bei  und  liegt  in  denjenigen  von  den  beiden  Asymptoten  gebildeten  Scheitelwin- 
keln, in  welchen  auch  der,  der  zweiten  Axe  parallele,  Durchmesser  derselben  fällt. 

520.  W ir  haben  bis  jetzt  denjenigen  Fall  unberücksichtigt  gelassen,  dass  F'  ver- 
schwindet nnd  also: 

(AE— BD)3— (AC— B%AF— D3)  = o. 

Alsdann  bestehen  die  drei  Gleichungen: 

Aw-f-Bv-f-D  =«  o, 

Bw-f-Cv+E  <=  o, 

Dw-hEv+F  = o, 

zugleich  und  mithin  liegt  auch  der  durch  die  dritte  dieser  Gleichungen  dargestelltc  I’unct 
auf  der  geraden  Linie  (w‘,  v'),  welche  die  durch  die  beiden  ersten  Gleichungen  dargcstcll- 
ten  Punctc  enthält,  ln  diesem  Falle  nimmt  die  mngeformte  Gleichung  (5)  folgende 
Form  an : 

At3+2Bst-t-C*3  «=  o,  (19) 

nnd  stellt  mithin  ein  System  von  zwei  Puncten  dar,  die  auf  der  geraden  Linie 
(w',  vO  liegen.  Diese  beiden  Pnncle  sind  reell  oder  imaginär,  je  nachdem 

AC — B1  < 0, 

oder: 

AC— B3  ^ o, 

Wenn  insbesondere  A = o,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (19)  in 

. s(2ßH-Cs)  = o, 

and  diese  Gleichung  stellt,  wie  man  leicht  sieht,  zwei  solche  Pnncte  dar,  von  welchen 
der  eine  unendlich  weit  entfernt  liegt 

Wir  erhalten  die  Gleichung  der  beiden  durch  (19)  dargestcllten  Pnncte  in  w und  v, 
wenn  wir  von  den  neuen  Coordinaten  t nnd  s zu  den  ursprünglichen  vermittelst  der 
Gleichungen: 

t = w— w’,  s =>  v — v', 

zuriiekgehen  nnd  für  w’  und  v'  ihre  Werthc  (4)  substituiren. 
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521.  In  dem  Falle,  dass  die  allgemeine  Gleichung  des  »weilen  Grades  zwischen  w 
und  v ein  System  von  zwei  reellen  Pnnctcn  darstcllt,  können  wir  uns  auch  des  Aosdru. 
ekes  bedienen,  cs  stelle  diese  Gleichung  eine  solche  Ellipse  dar,  die  aus  irgend  einer 
gegebenen  Ellipse  entstanden  ist,  indem  eine  Are  derselben  unverändert  geblieben , die 
andere  aber  bis  zum  Verschwinden  abgenommen  hat,  so  dass  die  beiden  Hälften,  in 
welche  die  Ellipse  durch  die  erstgenannte  Axe  getheih  wird,  in  dieser  Axe  Zusammenfäl- 
len und  als  eine,  nac^i  beiden  Seiten  hin,  bcgränzle  gerade  Linie  erscheinen.  Jede  belie- 
bige durch  einen  der  beiden  Endpuncte  derselben  gebende  gerade  Linie  ist  als  Tangente 
tu  betrachten. 

• Man  kann  aber  auch  mit  gleichen»  Hechte  sagen,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle 
die  allgemeine  Gleichung  eine  Hyperbel  darstcllc,  deren  imaginäre  Axe  bis  zum.  Ver- 
schwinden abgenommen  hat,  so  dass  dieselbe  als  eine,  nach  beiden  Seiten  hin,  unba- 
gränzte,  in  der  Mitte  aber  unterbrochcuc  gerade  Linie  erscheint.  Als  Tangente  ist  jede 
beliebige  gerade  Linie  zu  betrachten,  welche  durch  einen  derjenigen  beiden  Puncte  geht, 
in  welchen  jene  gerade  Linie,  nach  der  Mitte  bin,  begränzt  wird. 

Es  erscheinen  also  hier,  indem  wir  Linien  - Coordinaten  zu  Grunde  legen,,  eine  El- 
lipse und  eine  Hyperbel,  die  eine  Axe  gemeinschaftlich  haben,  und  deren  andere  Axe 
bis  zum  Verschwinden  abgenommen  hat,  oder,  mit  andern  Worten,  eine  begränzte 
gerade  Linie,  und  die  Verlängerungen  derselben,  nach  Leiden  Seiten,  ins  Unendliche 
hin,  in  analytischer  Hinsicht  als  identisch  unter  sieb  und  mit  einem  Systeme  Ton  zwe; 
Puncten.  Ein  solches  System  von  zwei  Ponctcn  bildet  den  Uebergang  von  Ellipsen  zu 
Hyperbeln;  die  zweite  reelle  Axe  der  Ellipse  geht,  indem  sic,  oder  vielmehr  ihr  Quadrat, 
durch  Null  geht,  in  die  imaginäre  zweite  Axe  der  Hyperbel  über. 

Wenn  wir  die  reelle  Axe  einer  gegebenen  Hyperbel  immer  mehr  abnehmen  lassen, 
während  die  imaginäre  Axe  unverändert  bleibt,  so  nähert  sich  die  Hyperbel  immer  mehr 
einer  geraden  Linie,  und  geht  io  diese  Linie  selbst  Uber,  wenn  die  reelle  Axe  gleich  Null 
wird.  Diese  gerade  Linie  ist,  in  analytischer  Hinsicht,  als  identisch  zu  betrachten  mit 
einem  Systeme  zweier  imaginärer  Puncte  (453)  und  bildet  den  Uebergang  von  einer  Hy- 
perbel zu  einer  imaginären  Curve,  wobei  die  reelle  Axe  der  ersten»,  indem  ihr  Quadrat 
.durch  Null  geht,  imaginär  wird. 

W cm»  der  Brennpunet  einer  gegebenen  Parabel  dem  Scheitel  derselben  sich  immer 
mehr  nähert,  so  nähert  sich  die  Curve  immer  mehr  ihrer  Axe.  Diese  A*c,  mitbin  eine, 
nach  einer  Seile  hin,  begränzte,  nach  der  andern  Seite  hin,  aber  unbegränzte  gerade 
Linie,  die  mit  dem  Systeme  zweier  Puncte,  von  welchen  der  eine  nach  der  Richtung 
der  Axe  unendlich  weit  liegt  und  der  andere  der  Scheitel  derselben  ist,  in  analytischer 
Hinsicht  als  identisch  zu  betrachten  ist,  bildet  die  Gränze  und  den  Uebergang  zu  sol- 
chen Parabeln,  die  sich  nach  entgegengesetzter  Seite  bin  öffnen. 

522.  Es  bleiben  uns  jetzt  noch  diejenigen  Fälle  zu  betrachten  übrig,  in  welchen 

AC — B3  o,  (ao) 

und  also,  da  die  gerade  Linie  (w‘,  v)  im  Allgemeinen  der  zweiten  Axe  parallel  wird,  die 
bisherige  Coordinaten  - Umformung  nicht  mehr  Statt  finden  kann.  Setzen  wir  in  diesen 
Fällen : 

Aw‘-f*Bv'-+-D  w o,  (ai) 

Bw'-f-Cv’-J-E  «=  E’»  (aa) 

so  fallen,  wenn  wir  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen,  nachdem  wir  sic  zuvor  mit 
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multiplicirt  haben,  von  der  zweiten  abziehen,  w'  nnd  v‘,  beide  zugleich  aus  der  restd- 

tirenden  Gleichung  aus  und  wir  erhalten: 

„.  AE-BD 

E=-^_. 

Setzen  wir  überdicss: 

’ Aw'J-j-2BvV-f-Cv‘3-f-2Dw'-j-2Ev’4-F  = 0>  (,3) 

so  geht  die  umgeformte  Gleichung  (2)  in  folgende  [Iber: 

At’+iBsH-CsH-sE's  = o,  (.*) 

und  dieser  Gleichung  können  wir,  mit  Berücksichtigung  der  Bedingung*  • Gleichung  (20), 
folgende  Form  geben: 

(At-f-Bs)M-2AE's  = o. 


Diese  Gleichung  zeigt  uns,  dass  wir,  nm  reelle  Tangenten  der  durch  die  gegebene 
Gleichung  (1)  dargcslclitcn  Cnrvc  zu  erhalten,  s negativ  nehmen  müssen,  wenn 

Ah)’  = AE-BD  > o,  (iS) 

und  positiv,  wenn 

AE— BD  < 0.  (a6) 

In  beiden  Fällen  sind: 


S » N,  s = o, 

Gränzwerthe  für  die  Richlnng  der  reellen  Tangenten.  Der  erste  dieser  beiden  YVerthe 
zeigt,  dass  die  zweite  Axe  einer  Asymptote  der  Cnrvc  parallel  ist.  Der  zweite  dieser 
Werthe  bezieht  sich  auf  die  Richtung  der  geraden  Linie  (w',  v').  Diese  Linie  ist  die  an- 
dere Asymptote  selbst;  denn  sie  ist  eine  Tangente  der  Curvc,  was  daraus  hervorgeht, 
dass,  wenn  s nnd  t zugleich  verschwinden,  die  Gleichung  (24)  befriedigt  wird.  Zugleich 
sehen  wir,  dass  diese  gerade  Linie  durch  den  Miitclpuncl  der  Curvc  geht,  denn,  wenn 
wir  in  der  eben  angezogenen  Gleichung  S = o setzen,  kommt 

t _B 

s J A’ 

Um  die  Lage  dieser  Asymptote  in  Beziehung  anf  die  Coordinaten  - Axe  zu  bestimmen, 
müssen  wir  w'  und  v'  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (21)  und  (23)  climiniren.  Der 
zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  können  wir,  mit  Berücksichtigung  von  (21)  nnd  (22). 
folgende  Form  geben: 

EV+Dw+Ev+F  v»  0, 

oder,  indem  wir  für  E’  seinen  Werth  substituiren : 

. ADw'-K2AE— BD)v'-f-AF  ***  o, 

und  wenn  wir  zwischen  dieser  Gleichung  nnd  der  Gleichung  (21)  die  Werthe  für  w‘  und 
v'  climiniren , erhalten  wir  sogleich:  . 

. D’-AF 
v = /j'aE— BD  ’ 

..ABF-2AED+BD1 

w * /J  X(ÄE— BD) 

Wenn  die  Gleichung  (20)  befriedigt  wird,  so  ist  aus  dem  Vorstehenden  klar,  dass 
die  durch  die  allgemeine  Gleichung  (t)  dargestellte  Cnrve  eine  Hyperbel  ist,  deren  eine 
Asymptote  der  zweiten  Axe  parallel  ist.  Je  nachdem  überdicss  die  Bedingung  (25)  oder 
(26)  erfüllt  wird,  erstreckt  sich  ein  Zweig  der  Hyperbel  nach  der  positiven  Seite  der  y 
und  der  negativen  Seite  der  x nnd  der  andere  Zweig  nach  der  negativen  Seite  der  y nnd 
der  positiven  Seite  der  x,  oder  ein  Zweig  erstreckt  sich  nach  der  positiven  Seite  der  y 
und  der  x nnd  der  andere  Zweig  nach  der  negativen  Seite  der  y nnd  der  x. 
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Diese  letzte  Bemerkung  folgt  unmittelbar  daraus , dass  für  alle  Tangenten  der  gege- 
benen Gurvc  in  dem  ersten  Falle  s negativ  and  im  zweiten  Falle  positiv  ist  (514). 

573.  Wenn  endlich  die  beiden  Gleichungen 

Aw'-t-Bv'-t-D  ™ o, 

Bw+CV+E  = o,  l,7> 

identisch  sind,  so  crhallcD  wir  neben  der  Bedingung? -Glcichong: 

AG-B«  = o. 


ancb  noch  folgende  beide  Gleichungen: 


AE— BD  = o, 


BE-CD  = o. 


(Von  diesen  drei  Gleichungen  bedingen  je  zwei  die  dritte).  In  diesem  Falle  erscheinen 
die  Werthc  für  w'  und  v'  (4)  unter  der  unbestimmten  Form  - . Indem  wir  die  gerade 
Linie  (w't  v')  beliebig  durch  denjenigen  Punct  legen,  der  durch  die  Gleichungen  (27)  dar- 
gcslellt  wird,  wenn  wir  in  diesen  Gleichungen  w'  und  v*  als  veränderlich  betrachten, 
können  wir  der  allgemeinen  Gleichung  auf  unendlichfache  Weise  die  Form: 


oder : 

geben.  Es  ist: 


A ’-f^Bst+Cs’-t-F  — o. 


(At-j-Bs),-f*+F'  = 0, 


F'  o>  Dw'-f.Ev'-f-F 


AF-D« 

X 


(>•) 


Die  Gleichung  (28)  stellt  ein  System  von  zwei  solchen  Puncten  dar,  die,  wie  man  leicht 
cinsieht,  zu  beiden  Seiten  der  geraden  Linie  (w‘,  v')  und  gleich  weit  von  derselben  ent- 
fernt, auf  einer  der  zweiten  Are  parallelen  geraden  Linie  liegen.  Diese  Puncte  sind 
reell,  imaginär  oder  fallen  zusammen,  je  nachdem: 

AF-DJ  < o,  AF-D1  > o,  AF-D’  - o. 

Im  letzten  Falle  ist  noch  folgende  Gleichung: 

Dw'-t-Ev’+F  = o, 

mit  den  beiden  Gleichungen  (27)  identisch.  — • 


5 4- 

Geometrische  Bedeutung  der  Constanten  in  der  allgemeinen  Gleichung  der 

Oerter  zweiter  Clatse. 


524.  Wir  wollen  wieder,  wie  früher,  folgende  Gleichung: 

AwM-2Bvw-t-Cv1-t-2Duw-t-2Euv+Fa’  = o, 

als  die  allgemeine  Gleichung  der  Oerter  zweiter  Classe  betrachten,  und  dieser  Gleichung 
folgende  Form  geben: 

AwH-2(Bv*4-Do)w~t-CvM-2Eav-t-Fu’  = 0. 

Alsdann  ist  sogleich  ersichtlich,  dass,  wenn  wir  n = 1 setzen,  für  v irgend  einen  be- 
stimmten Werth  v’  substituiren,  und  die  entsprechenden  Werthe  von  w durch  w'  und 
w,  bezeichnen,  für  irgend  zwei  parallele  Tangenten  folgende  Gleichung  sich  ergibt: 

w'+w,  Bv'+D 

— 2~'  "*  Ä 


w'+w 

"2  "l 


und  V sind  die  Coordinaten  einer  geraden  Linie,  welche  den  beiden  Tangenten 
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parallel  ist  on<l  von  beiden  gleich  weit  absteht.  Betrachten  wir  diese  Coordinaten  als 
veränderliche  Grössen,  so  stellt  die  leiste  Gleichnng  denjenigen  geometrischen  Ort  dar, 
der  von  allen  solchen  geraden  Linien,  die  wir  für  beliebige  Paare  paralleler  Tangenten 
erhalten,  nnibUllt  wird.  Die  letzte  Gleichung  geht,  wenn  wir  w nnd  v an  die  Stelle  von 
— nnd  v'  schreiben,  in  folgende  Über: 

Aw-t-Bv+D  =»  o. 

Da  diese  Gleichnng  vom  ersten  Grade  ist,  gehen  alle  jene  geraden  Linien  durch  ein  nnd 
denselben  Punct:  den  Mittclpunct  der  Cnrve.  Die  Coordinaten  dieses  Miltclpnnc- 
tcs.  den  wir  durch  (y-,  x‘)  bezeichnen  wollen,  sind  folgende: 

. B , D 

*=-,  y=v 

525.  Wenn  wir  der  allgemeinen  Gleichnng  folgende  Form  gehen: 
Cv5-t-2{Bw-+-En)v+Aw5-|-2Dnw+FuJ  = 0, 

ii  gleich  Eins  setzen,  für  w irgend  einen  Werth  w‘  snbslitniren  und  die  entsprechenden 
Werlhc  von  v durch  v'  und  v,  bezeichnen,  so  kommt  ähnlich  wie  eben: 

v'+v  Bw‘+E 

— n~- 

v‘  nnd  v.  beziehen  sich  auf  zwei  durch  denselben  Pnncl  der  zweiten  Aze  gehende  Tangen- 
ten der  durch  die  allgemeine  Gleichnng  dargestellten  Cnrve,  und  wie  man  leicht 

einsieht,  auf  eine  gerade  Linie,  die  zu  jenen  beiden  Tangenten  und  der  zweiten  Axe  als 
vierte  Harmonicalc  gehört.  Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  alle  solche  gerade  Linien 
durch  denselben  Punct  gehen,  wie  wir  auch  w‘  annehmen  mögen.  Dieser  Punct  heisst 
der  P o 1 der  zweiten  Axe  und  für  die  Gleichung  desselben  erhalten  wir 

Bw-t-Cv-t-E  = o. 

Die  Coordinaten  dieses  Punctcs,  den  wir  durch  (y",  x")  bezeichnen  wollen,  sind  also: 

„ C ..  _ E 

x “ B’  y ~ B* 

Wenn  wir  der  allgemeinen  Gleichung  folgende  Form  gehen: 

Fn,-f-2(Dw4-Ev)u+Aw,-|-2Bvw+Cv2  = o, 

und  v gleich  Eins  setzen,  so  gibt  eine  ganz  analoge  Schlusswcisc : 

Dw+E+Fu  =*  o 

für  die  Gleichung  des  Polcs  der  ersten  Axe.  Bezeichnen  wir  daher  diesen  Punct  durch 
(y",  *'”)»  so  kommt: 

E „ F 

x = D’  * ~ D* 

Aus  der  Definition  des  Polcs  der  zweiten  Axe  oder,  überhaupt,  jeder  beliebigen  ge- 
raden Linie,  folgt  unmittelbar,  dass , wenn  dieselbe  die  Cnrve  zweiter  Classc  in  zwei 
Punctcn  schneidet,  der  Pol  auf  der  Tangente  in  jedem  dieser  beiden  »‘unctc  und  also 
im  Darchschnitte  dieser  beiden  Tangenten  liegt.  *) 


*)  I.  Die  Entwicklungen  der  beiden  letzten  Nummern  de*  Textes  lassen  sich  snf  beliebige  Cur* 
ven  |eder  beliebigen  Classc , das  heisst,  auf  aiie  beliebigen  algebraischen  Curven,  aus- 
dehnen.  Der  allgemeinen  Gleichung  der  Curven  irgend  cioer  n.  Classe  können  vir  folgende 
Form  geben: 

Awe-f^<»n-i(ß,+C>4.n(D— JJvrn-:(Dv5+Ev+F)-t-  . . . = o.  (a) 

1.  13 
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526.  Wenn  die  allgemeine  Glcichong,  statt  eine  Curvc,  ein  System  vort  zwei  Pitnctfcn 
darstellt,  so  können  wir  immer  noch  von  dem  Pole  einer  beliebigen  geraden  Linie  sprechen. 
Durch  diesen  Pol  gehen  alsdann  alle  solchen  geraden  Linien,  welche  zu  der  gegebenen 
geraden  Linie  and  denjenigen  beiden,  die  einen  beliebigen  Panct  derselben  mit  den  hei- 


Wenn  wir  für  v irgend  einen  Werth  v'  beliebig  annehnten,  so  erhallen  wir,  im  Allgemei- 
nen, n verschiedene  und  endliche  Wertbe  für  w,  die  wir  durch  w, , w3,  wj,  . . w„  be- 
zeichnen wollen,  and  die  sich  auf  solche  n verschiedene,  nnter  einander  parallele,  Tan- 
genten der  gegebenen  Curvc  beziehen,  deren  Richtung  durch  die  obige  Annahme  des  Wer- 
thes  von  v bestimmt  ist.  Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  quadratischen  Gleichung  folgt 
alsdann : 

Wj-t-Wj-f-Wj-f-  , . -4-w„  Bv-d-C  ... 

r— • (b) 


(- 


~ ^ and  v*  sind  Coordinaten  derjenigen  geraden  Linie,  die  mit 

den  in  Rede  stehenden  n parallelen  Tangenten  parallel  ist  und  für  welche  die  Ordinate  des 
Durchscbnittspunctes  mit  der  zweiten  Coordinaten  - Axe  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Or- 
dinalen der  entspreebendep  Durchschnittspuucte  jeuer  n parallelen  Tangenten  ist.  Es  be- 
zeichnet diese  gerade  Linie,  um  uns  kurz  auszudrücken,  die  Richtung  der  Mittelkraft  aus  n 
gleichen  Kräften,  welche  nach  jeneu  n parallelen 'Tangenten  wirken. 

Für  jeden  Ordinalen  - Werth  v*  erhalten  wir  einen  entsprechenden  Werth  für 

^ ^ ; betrachten  wir  beide  Grössen  ab  veränderlich  uud  schreiben 

w an  die  Stelle  der  letztem,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (b)  in  folgende: 

Aä+B^+C  = o,  (c) 

und  stellt  also  einen  Punct  dar.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich  folgender  Salz: 

Wenn  nach  allen  einer  beliebigen  geraden  Linie  parallelen  Tangenten  irgend  einer  ge- 
gebenen algebraischen  Curve  beliebige , unter  einander  gleiche , Kräfte  wirken,  so  geht  die 
Mittelkraft  aus  allen  diesen  Kräßen  beständig  durch  einen  festen  Punct , wie  sich  die 
Richtung  der  parallelen  Tängenien  auch  ändern  mag . 

Wenu  die  allgemeine  Gleichung  (a)  insbesondere  ein  System  von  n Punctcn  darstellt, 
so  erhalten  wir  einen  bekannten  Salz  der  Statik. 

Man  könnte,  und  zwar,  wie  mir  scheint,  sehr  passend,  den  Punct  (c)  den  Mittel- 
punct  der  gegebenen  Curvc  n.  Classe  nennen.  Diese  Definition  des  Mittclpuncte* 
ist  allgemeiner  ab  die  gewöhnliche,  und  nach  derselben  hat,  im  Allgemeinen,  jede  alge- 
braische Curve  einen  Mittelpunct.  Wenu  dieser  Punct  zum  Anfangspuncte  genommen  wird, 
und  (a)  die  bezügliche  Curve  darstellcn  soll,  so  erhält  man: 

Li  — o,  C sas  o. 

Der  Mittelpunct  liegt  unendlich  weit,  und  also  auch  eine  derjenigen  Tangenten,  die  einer 
beliebigen  geraden  Linie  parallel  sind,  wenn 

A = o. 

Die  Curve  hat  in  diesem  Falle  einen  parabolischen  Zweig.  Der  Mittelpunct  wird  unbestimmt, 
wenn  die  drei  letzten  Gleichungen  zugleich  befriedigt  werden.  Ich  gehe  in  kein  Detail  hier 
ein;  man  sieht  indess  leicht,  wie  sich  hier  auf  sehr  natürliche  Weise,  die  Discussion  der 
allgemeinen  Gleichung  der  öerter  irgend  einer  Classe  ergibt. 

Wenn  wir  die  Gleichung  irgend  einer  Curve  n.  Classe  zwischen  den  drei  Coordinaten 
w,  v uuti  u,  der  Kürze  halber,  durch  , 

U = o 

darstellctf,  so  ergibt  sich  für  die  Gleichung  ihres  Mitlclpunctes: 
d”U  dnU  d «17 

— mt.I.  -y  4— — »u  = O. 

dwu  dwN—Mv  dwn~,du 

II.  Wenn  wir  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curvcn  n.  Classe 
Avn-Hiv,1-,(JJw-fC)-Hi(n — l)v““2(Dw5-f Ew-fF)-h  . . 
und  diejenigen  Wertbe  von  v,  die  einem  besondern  Wcrthe  von  w, 
terfcheiden  wollen,  entsprechen,  durch  v2,  vg,  . . . v„  bezeichnen,  so  ergibt  sich 


folgende  Form  geben: 
. = o 

den  wir  durch  w’  un- 
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den  Panctcn  des  Systems  verbinden,  als  vierte  Harmonicalcn  gehören.  Wir  erkennen 
hieraus  leicht,  dass  der  Pol  der  gegebenen  geraden  Linie  der  vierte  harmonische  Thei- 
lungspunct  in  den  beiden  Pnncten  des  Systems  nnd  dem  Dnrchschnittspuncte  der  gera- 
den Linie,  welche  diese  beiden  Pnncte  verbindet,  mit  der  gegebenen  geraden  Linie,  ist. 


sogleich : 


Vl+V!+'l+ 


Bvr’+C 
A ’ 

auf  n verschiedene  Tangenten  der  ge- 


(a 


+Vl+V*+  . • • 


) 


Die  Ordinalen  v4 , v2 , , ...  v„  beziehen  sich 

gebenen  Cune,  welche  durch  denselben  Punct  der  zweiten  Axe  gehen, 

und  w'  sind  Coordinalcn  einer  leicht  zu  cunstruirendcu  geraden  Linie,  welche  ebenfalls 
durch  diesen  Punct  geht.  Wenn  man  nemlich  der  zweiten  Axe  irgend  eine  beliebige 
gerade  Linie  parallel  zieht,  und  den  Schnrrpunct  gleicher  Gewichte  sucht,  die  man  in  dem 
Durchschnitte  dieser  Linie  mit  jenen  n.  Tangenten  der  gegebenen  Cune  sich  angebracht 
denkt,  so  geht  die  ln  Rede  stehende  gerade  Linie  zugleich  auch  durch  diesen  Schwerpunct- 
Man  kann  auch,  was  man  ohne  Mühe  eiusieht,  dieselbe  gerade  Linie  als  die  Richtung  der 
Mittelkraft  aus  solchen  n Kräften  betrachten,  die  nach  den  Richtungen  der  in  dem  durch  wr* 
bestimmten  Punctc  der  zweiten  Axe  sieb  schneidenden  n Tangenten  wirken  nnd  die  sich  ver- 
halten wie  diejenigen  Segmente  dieser  n Tangenten,  welche  zwischen  ihrem  gemeinschaftli- 
chen Durchschnitte  auf  aer  zweiten  Axe  und  einer  beliebigen  dieser  Axe  parallelen  geraden 
Linie  liegeu.  Dieselben  Kräfte  verhalten  sich  also,  bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger 
Coordinalcn  - Axen,  umgekehrt  wie  die  Sinus  derjenigen  Winkel,  welche  ihre  Richtungen 
mit  der  zweiten  Axe  bilden. 

W cmi  wir  w'  als  veränderlich  betrachten  und  mithin  nach  einander  von  verschiedenen 
Pnncten  der  zweiten  Axe  n Tangen teu  an  die  gegebene  Cune  legen,  so  ist  auch 

^ ■■■  ^ veränderlich.  Schreiben  wir  demnach  an  die  Stelle  von  w'  und  an 

die  Stelle  des  letzten  Ausdruckes  w und  v,  so  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in  fol- 
gende t 

Av+Bw+C  s=s  o,  fe)  . 

und  stellt  mithin  einen  Punct  dar.  Diesen  Punct  könnte  man  den  Pol  der  zweiten  Axe 
nennen.  Da  für  diese  Aie  jede  beliebige  gerade  Linie  genommen  werden  kann,  so  ergibt 
«ich  der  nachstehende  Satz: 

Wenn  eine  gerade  Linie  und  irgend  eine  algebraische  Curve  gegeben  sind  und  man 
sieht  von  irgend  einem  Puncte  der  geraden  Linie  alle  möglichen  Tangenten  an  die  Curve 
und  denkt  sich  nach  den  Jhchtungen  dieser  Tangenten  Kräfte  wirken , die  »ich  umgekehrt 
verhalten  wie  die  Sinue  derjenigen  H inkel,  welche  die  llichtungen  derselben  mit  der  ge- 
gebenen geraden  Linie  bilden , »o  dreht  eich,  wahrend  der  beliebige  Punct  auf  der  gege*- 
benen  geraden  Linie  fortruckt , die  Kichtung  der  Mittelkraft  um  einen  festen  Punct, 
v YVir  können  auch  hier  ein  Sjstcra  von  beliebig  vielen  Puncten  an  die  Stelle  der  Curve 
setzen. 

Wenn  wir  wiederum  von  der  Gleichung  (d)  ausgehen,  so  erhalten  wir  für  die  Glei- 
chung des  Pole«  der  zweiten  Axe: 

d"U  d"U  d"U 


-v*4— 
dv11  dv“- 


r4~ 


u = o. 


/ 


■’dw”  dv**“ldu 

und  hiernach  für  die  Gleichung  des  Pole«  der  ersten  Axe: 

(p»(J  dnU  dnU 
du“*  +du«“ ‘d  w *^"don'“,dv 

111.  ln  dem  Systeme  der  Punct  - Coordinaten  erhalten  wir  Entwicklungen,  die  den  vor- 
stehenden ganz  analog  sind.  Wenn  wir  erstens  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curven  n. 
Ordnung  folgende  Form  geben: 

Ay®+nyn“,(Bx+Cz)4'0(n — ^(DxM-Exz+Fz2)^-  . . = o, 
so  ist  sogleich  ersichtlich,  dass,  wenn  wir  z a 1 setzen,  jedem  besondern  Werth e von  x, 
und  wenn  wir  * *=  1 setzen,  jedem  besondern  Werthe  von  z in»  Allgemeinen  u vcrschic- 

13  • 
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527.  Wenn  wir  A = 1 nehmen,  so  erhalten  wir  ^us  dem  Vorstehenden  folgende 
vollständige  Constantcn-llcstlramung  vermittelst  der  (Koordinaten  des  Mittclpunctcs  der 
gegebenen  Corvc  und  der  Coordinaten  der  Pole  der  beiden  Axen: 


denc  Werthe  von  y entsprechen,  welche  sich  auf  die  Durchschnitte  der  Curve  mit  einer  der 
zweiten  Axe  parallelen  geraden  Linie  beziehen.  Nach  derselben  Schluss  weise  als  oben  ge- 
langen wir  liier  xu  folgendem  Satze: 

IVenn  irgend  eine  algebraische  Curve  gegeben  ist , und  man  bewegt  in  der  Ebene  der- 
selben eine  gerade  Linie  parallel  mit  sich  selbst , so  beschreibt  der  Schwerpunct  gleicher 
Gewichte , die  man  sich  in  allen  Durchschnütspuncten  der  Curve  mit  der  geraden  Unie , 
in  deren  verschiedetien  Lagen , angebracht  denkt , eine  gerade  Linie , 

Wir  können  ein  System  von  geraden  Linien  an  die  Stelle  der  eegebeneu  Curve  setzen. 

Wenn  wir  11  =3  3 setzen  und  insbesondere  noch  anncliinen,  dass  die  mit  der  zweiten 
Axe  parallelen  geraden  Linien  die  Curve  berühren  und  also  überdies»  dieselbe  nur  noch  in 
einem  einzigen  Puncte  schneiden,  so  liegen  diejenigen  Puncte  dieser  Linien,  welche  zwischen 
den  Berührung*-  und  Durchschniltspunclen,  von  diesen  noch  einmal  so  weit  entfernt,  als 
von  jenen,  sich  befinden,  auf  der  in  Keile  stehenden  geraden  Linie,  dem  geometrischen 
Orte  der  im  Satze  hcieichnelcn  Schwerpunctc.  Wenn  wir  endlich  , statt  der  Curve  dritter 
Ordnung,  ein  System  von  drei  geraden  Linien  betrachten,  und  die  der  zweiten  Axe  paralle- 
len geraden  Linien  durch  die  Darchschnittspunclc  dieser  drei  geraden  Linien  legen,  so  er- 
gibt sich  folgender  spccieller  Salz: 

Wenn  man  von  jedem  der  drei  ff  ’inle/puncte  eines  gegebnen  Dreiecks  aus  nach  ge- 
gebener Richtung  eine  gerade  Linie  bis  zur  gegenülterliegenden  Seite  zieht  t eo  liegen  auf 
den  drei  resultirenden  geraden  Linien  die  Endpuncte  der  ersten  Drittel  in  gerader  Unie . 

IV.  Wenn  wir  zweitens  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curven  11.  Ordnung  fol- 
gende Form  geben: 

Azn+nzfl“*,(Ay-|-Cx)+n(n — l)zn~a(Dy*+Kxy+Fx3)-4-  . . = o, 
so  entsprechen,  indem  wir  x = 1 setzen,  jedem  beliebig  angenommenen  Werthe  \ou  y 
n verschiedene  Werthe  von  z,  und  diese  n Werthe  von  z sind  die,  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  genommenen  reciproken  Werthe  der  Abstande  der  n Durchschnittspuocte  der  (Kurve 
mit  einer  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  gehenden  geraden  Linie,  deren  Kich- 
tung  durch  den  für  y beliebig  angenommenen  Werth  bestimmt  ist.  Die  Bestimmung  des 
arithmetischen  Mittels  aus  den  reciproken  Wertbcn  dieser  n Abstände  kuüpft  sich  an  die 
harmonische  Theiiung  und  an  Betrachtungsweisen  der  Statik.  Wenn  wir  nemlich  zuvörderst 
zwei  Dorckscbnittspuncte  betrachten,  deren  Abstände  vom  Anfangspuncte  wir  r und  r*  neu- 
nen wollen,  so  ist  ^ der  reciprokc  Werth  des  Abstandes:  und  der 

dadurch  angezeigte  Punct  gehört  als  vierter  harmonischer  Theilungspunct  zu  den  beiden 
erstgenannten  Punctcn  und  dem  Anfangspuncte;  denn  man  hat: 

2rr'  , , 2rr' 


Leiden  Punctcn  (r)  und  (r')  sich  irgend  zwei  solche  Gewichte  g 
deren  Momente  111  Beziehung  auf  den  Aufangspunct  einander 


H-r'  " H-r' 

Wenn  man  ferner  in  den 
und  g’  angebracht  denkt, 

gleich  sind,  und  sich  also  umgekehrt  verhalten,  wie  ihre  Entfernungen  vom  Anfangspuncte, 
so  kann  man  sich  die  heidcu  Gewichte  vereint  in  jenem  vierten  harmonischen  Thcilnngspunctc 

angebracht  denken  und  erhält  alsdann  ein  Moment,  das  der  Summe  der  beiden 


(£) 


eben  bezeichn  eien  Momente  gleich  ist.  Wenn  wir  diese  Betrachtungen  auf  beliebig  viele 
Üurchschnittspuncle  ausdehnen,  so  fuhrt  uns  die,  nun  öfter  schon  angewendete,  Schluss- 
weise  zu  folgendem  Salze: 

Wenn  man  durch  irgend  einen  festen  Punct  eins  beliebige  gerade  Linie  legt  und  m 
allen  Durchschnitt  spunden  dieser  geraden  Linie  mit  irgend  einer  gegebenen  algebraischen 
Curve  Gewichte  sich  angsbracht  denkt t deren  Moment*  in  Beziehung  auj  den  festen  J*unct 
einander  gleich  sind , so  gibt  es  einen  Ihinct , in  welchem  man  alle  diese  Gewichte  sich 
vereinigt  denken  kann , so  dass  das  Moment  dieser  vereinigten  Gewichte  der  Summe  der 
Momente  aller  einzelnen  Gewichte  gleich  ist : dieser  Punct  beschreibt  eine  gerade  Linie , 
wenn  dis  beliebige  schneidende  gerade  Linie  sich  um  den  festen  Punct  dreht. 
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B = x\ 

C = x'x", 

D «=  y’, 

E = xy"  = y'x" 
F = y 


V.  cnn  wir  n = 2 nehmen,  so  ist  bekanntlich  die  nntcr  III  bestimmte  gerade  Li- 
nie ein  Durchmesser  der  Curvc  zweiter  Ordnung,  und  zwar  derjenige,  dessen  zugeordneler 
der  zweiten  Axc  parallel  ist.  Alle  solche  gerade  Linien,  die  der  verschiedenen  Annahme 
der  Dichtung  der  zweiten  Axe  entsprechen,  gehen  durch  denselben  Punct:  den  Mittelpunct 
der  Curve.  Für  den  Kalt,  dass  n > 2,  können  wir  die  auf  auaiogc  Weise  bestimmten 
geraden  Linien  immer  noch  als  Durchmesser  der  Curvc  betrachten,  wenn  wir  dieses  Wort 
in  einem  weitern  Sinne  nehmen.  Ks  bietet  sich  uns  hier  aber  die  natürliche  Frage  dar,  ob 
alle  solche  Durchmesser,  die  den  verschiedenen  Dichtungen  der  beliebigen  geraden  Linie, 
die  wir  zur  zweiten  Axe  genommen  haben,  entsprechen,  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 
durch  denselben  Punct  gehen,  oder,  wenn  dicss  nicht  geschieht,  was  für  eine  Curve  von 
denselben  umhüllt  wird.  Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Aogen  zu  haben,  wollen  wir  von 
der  allgemeinen  Gleichung  der  Curven  dritter  Ordnung  ausgehen.  Auf  dieselbe  Weise  er- 
gibt sich  leicht  das  allgemeine  Gesetz. 

Wenn  wir  aus  der  Gleichung: 

AyM-BxjM-Cx^-rDxM-Ey^-fFxj+Gx^lIy-f  Ix+K  = o,  (a) 
vermittelst  der  linearen  Gleichung: 

y =s  ax-fb,  (b) 

y eliminircn,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  des  dritten  Grades  in  x von  folgender  Form: 
px3+(*ih-hr)x3+mx+n  = o, 

wobei  wir,  der  Kürze  halber: 

p =s  AaM-BaM-Ca+D, 
q =:  3Aa*+2ßa+C, 
r = Ka24*Fa+G. 

setzen-  Für  das  arithmetische  Mittel  x aus  den  drei  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleichung 
in  x , ergibt  sieb  : 

x-  _ (C) 

3p  # . 

Dieser  ABscissen  - W erth  heziehl  sich  also  auf  den  Schwerpunct  gleicher  Gewichte,  die  mau 
sich  in  den  drei  Durchschnitten  der  geraden  Linie  (h)  und  der  Cur\c  (a)  angebracht  denkt, 
Tür  die  Ordinate  y dieses  Punctes  erhält  inan: 


/ = b — 3.  S^±-r  = (ÜLry)tir  « (i) 

3p  3p  3p  9 x 7 

indem  man , der  Kürze  halber : 

s = 3p — aq  = Ba2-r2Ca-f3D 

setzt.  Wenn  inan  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (c)  und  (d)  b iliiuinirt , *o  kommt: 

qj*-4-sx+r  = o.  (e) 

Diese  Gleichung  stellt,  wenn  wir  f und  x als  veränderlich  betrachten , eine  gerade  Linie 
dar  und  zwar  diejenige,  welche  der  geometrische  Ort  aller  Schwcrpuncle  dPV  Durchschnitte 
ist,  wenn  wir  die  gerade  Linie  (b),  parallel  mit  sich  seihst,  verrücken.  Bezeichnen  vir 
diese  gerade  Linie  durch  ihre  Coordinatcn,  so  kommt: 

q _ 3Aa2-f2Ba+C 

0 = 5?  ” T^+rl+G-’ 

s _ Ba2+2Ca+ 3D 

r £a3+Fa+G 

In  diesen  beiden  Gleichungen  kommt  a vor;  die  iu  Bede  stehende  gerade  Linie  ändert  ihre 
Lage,  wenn  die  gerade  Linie  (b)  ihre  Dichtung  ändert.  Wenn  wir  a zwischen  diesen  bei- 
den Gleichungen  eliminircn,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  zwischen  u und  v,  welche 
denjenigen  geometrischen  Ort  darstellt,  der  von  der  geraden  Linie  (e)  umhüllt  wird,  wenn 
wir  für  a nach  einander  alle  möglichen  Werthe  nehmen.  Die  resulürende  Gleichung  Steigt, 
in  Beziehung  auf  u und  v,  bis  zum  dritten  Grade. 


r 
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Fiir  den  Fall  der  Parabel,  wo  A = 
gendc  Conslantcn- Bestimmung : 

C — x", 
D = C 


o,  erhalten  wir,  wenn  wir  B = 1 setzen,  fol- 

E = y-, 

F = t£. 

X 


523.  ln  der  vorigen  Nummer  haben  wir  für  E eine  doppelte  Bestimmung  erhalten. 
Es  ist  hiernach: 

t = 11. 

X * 

Wenn  wir  diese  Glcichnng  geometrisch  deuten  und  berücksichtigen,  dass  wir  irgend 
zwei  beliebige  gerade  Linien  za  Coordinaten - Azen  nehmen  können,  so  erhalten  wir  fob 
genden  Satz: 

Wenn  eine  Curve  zweiter  C/asse  und  irgend  zwei  gerade  Linien  gegeben  sind,  und 
man  legt  durch  den  Pol  jeder  der  letztem  eine  gerade  Linie  mit  der  andern  parallel, 
so  schneiden  sich  die  beiden  Parallelen  in  einem  solchen  Punetc,  der  mit  dem  Mittel- 
puncte  der  gegebenen  Curve  und  dem  Durchschnitte  der  beiden  gegebenen  geraden  Li- 
nien in  gerader  Linie  liegt.  *) 


*)  Wenn  wir  die  allgemeine  Glcichnng  des  zweiten  Grades  zwischen  y und  »: 

y7+2uxy+ßx't+2yy+2bs+t  = o, 

zu  Grande  legen,  «o  erhalten  wir  bekanntlich  folgende  drei  Gleichungen : 

jr+az+y  = o,  , 

ay+ßs+b  = o, 

- yj+Jz+s  = o, 

für  diejenigen  beiden  Durchmesser  der  Curve , deren  tngeordnelc  der  sweiten  und  ersten 
Coordinaten  - Aze  parallel  sind,  and  für  die  Polare  des  Anfangspnnctes.  Nennen  wir  die 
Coordinaten  dieser  drei  geraden  Linien  w'  und  v',  w"  und  v , 'k'  " and  v“,  so  erhalten 
wir  fotgeade  Constanten-  Bestimmung: 

u — v',  ß = vV',  y = w', 

d = v'w“  <=  v'V,  t = wV”. 

Die  Gleichung: 

«*— /*  ■=.«. 

welche  die  Bedingung  enthält,  dass  die,  durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestellte,  Corve 
eine  Parabel  ist,  reducirt  sich  hiernach  auf  folgende: 

v"  = v, 

welche  ausdriiekt,  dass  diejenigen  beiden  Durchmesser,  welche  die,  der  ersten  und  zweiten 
Aze  parallelen  Chorden  balblren,  und,  da  diese  Azen  beliebig  sind,  dass  alle  Durchmesaer 
parallel  sind. 

Aus  der  doppelten  Bestimmung,  die  wir  für  den  Coefücienten  d erhalten  haben,  folgt: 
* w'  w” 

V V ’ 

(-€>  ist  das  von  dem  Durchmesser  (w‘,  v')  auf  der  ersten  Aze  bestimmte  Segment; 

ist  dasjenige  Segment,  das  auf  derselben  Axc  von  einer  solchen  geraden  Linie 

bestimmt  wird,  die  der  Polaren  des  Anfangspunctes  parallel  ist,  ond  durch  den  Durchschnitt 
des  Durchmessers  (ww,  v")  mit  der  zweiten  Axe  geht  Hiernach  ergibt  sich  folgender  Satz: 
IVenn  eine  Curve  s weiter  Ordnung  und  irgend  zwei  gerade  Linien  gegeben  sind , so 
wird  jede  dieser  beiden  geraden  Linien  t*on  demjenigen  Durchmesser,  dessen  eu geordneter 
der  andern  parallel  ist , eo  geschnitten,  dass  die  beiden  Durchechnittepunde  auf  einer  sol- 
chen geraden  Linie  liegen,  die  der  Polaren  dee  Durchschnitt  spunde  s der  beiden  gegebenen 
geraden  Linien  parallel  ist. 
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W enn  insbesondere  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  die  gegebene  Cnrve  berüh- 
ren, so  folgt  unmittelbar  aus  dem  vorstehenden  Satze,  dass  die  Berührungs -Chorde  von 
demjenigen  Durchmesser  halbirt  wird,  der  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  Tangen- 
ten geht. 

Es  besteht  der  letzte  Satz  auch  dann  noch,  wenn  wir  statt  der  gegebenen  Curve 
zweiter  Classc  ein  System  von  zwei  Pnncten  nehmen. 

519.  . Wenn  der  filr  die  Disenssion  der  verschiedenen  Fälle,  welche  die  allgemeine 
Gleichung  des  zweiten  Grades  darbictct,  characteristiscbc  Ansdruck  (AC— B!)  Null  ist, 
so  kommt:  • « 

x'  = x". 

Der  Pol  der  zweiten  Axe  liegt  also  anf  einem  solchen  Durchmesser,  der  der  zweiten  Axe 
parallel  ist,  was  offenbar  nur  dann  Statt  finden  kann,  wenn  diese  Axe  einer  Asymptote 
der  Curve,  oder  in  dem.  Falle,  dass  ein  System  von  zwei  Pnncten  an  die  Stelle  der 
Curve  tritt,  derjenigen  geraden  Linie,  welche  diese  beiden  Punctc  verbindet,  parallel  ist. 

Der  Ansdruck  (AF — D1)  tritt  an  die  Stelle  des  eben  betrachteten,  wenn  wir  die  bei- 
den Coordinaten  - Axen  mit  einander  vertauschen. 


530.  Ferner  ist  in  der  Disenssion  der  allgemeinen  Gleichung  folgender  Ausdruck: 
[(AE— BD)J— (AC— B})(AF— DJ)]s/n’» 

A* 

von  Bedeutung  gewesen.  W enn  wir  ncmlich  (511)  irgend  zwei  beliebige  gerade  Linien 
za  Coordinaten- Axen  nehmen,  und  den  jedesmaligen  Coordinatei}- Winkel  3 nennen,  so 
ist  für  dieselbe  Curve  der  vorstehende  Ausdruck  constant  und  zwar  gleich  dem  negativ  ge- 
nommenen Quadrate  des  Prodoctos  aus  den  beiden  halben  Axen  der  Curve.  Wenn  wir 
substituiren  und  das  Product  aus  den  beiden  halben  Axen  Sl  nennen,  so  kommt: 


— = (x'y" — \'y'ysin,9 — (x'x" — x',)(y'y’'' — y'^s/n’#. 

Den  zweiten  Theil  dieser  Gleichung  können  wir  leicht  construircn.  Beziehen  «vir  uns  zu  Fig.  10. 
diesem  Ende  auf  die  tO.  Figur,  in  welcher  der  Miltclpunct  durch  C,  die  Pole  der  zwei- 
ten und  ersten  Axe  durch  P und  Q bezeichnet  sind,  so  ist  z.  B. 

*(y"—y')sin9  = — CY", 
x'(y"— y ')sin9  ~ — CY", 
j J(x"—x)sin!}  *=  — CX'j 

und  cs  ergibt  sich : 

h S):  = (CY’")(CX")— (CY")1. 

Diese  Gleichung  gibt  uns  das  Product  der  beiden  halben  Axen  einer  Cnrve  zweiter  Classc 
und  hiernach  den  Flächen- Inhalt  derselben,  wenn  die  Pole  irgend  zweier  gegebener  ge- 
rader Linien  und  der  Mittel  punct  bekannt  sind.  Der  Mittelpunct  selbst  ergibt  sich,  wenn 
wir  nur  eine  gerade  Linie  kennen , auf  welcher  er  sich  befindet  (528). 

531.  Für  besondere  Annahmen  des  Coordinaten  - Systems  vereinfacht  sich  die  obige  Fig.  II. 
Construction  des  Inhaltes  des  unter  den  beiden  halben  Axen  der  Curve  enthaltenen  Recht- 
ecks. Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  die  Curve  (Fig.  11)  von  den  beiden  Coordinaten -Axen 
berührt  wird,  so  ist  C = 0 und  F ■=  o,  mithin: 

A’E’—JABDF,  , „ 

-sirrtr, 


SF 


A« 


(Ix^yV— xYV», 
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Fig.  u. 


also: 

A =>  xV[y"(Jy— y")].  sind. 

Diese  Gleichung  ist  leicht  zu  constmircn.  Wenn  wir,  wie  in  der  11.  Figur,  rechtwink- 
lige Coordinaten  - Axen  nehmen,  so  brauchen  wir  nur  einen  Kreis  NX'  zu  beschreiben', 
dessen  Mitlelpunct  C der  Mittclpnnct  der  gegebenen  Curvc  ist  und  der  die  erste  Are  be- 
rührt. Ziehen  wir  alsdann  CX’  nach  dem  Punctc,  in  welchem  dieser  Kreis  die  erste 
Axc  berührt,  und  NY”,  dieser  Axc  parallel,  durch  den  Puuct,  in  welchem  die  zweite 
Axc  von  der  gegebenen  Currc  berührt  wird , so  ist 

MN  = KyW— y-)]> 

and  also: 

ß = Y’M  . MN.  (,) 

Hiernach  ergibt  sich  eine  leichte  Constrnction  einer  Cnrve  zwcilcr  Classc,  welche 
eine  gegebene  gerade  Linie  OY,  in  einem  gegebenen  Pnnctc  Y",  berührt,  einen  gegebe- 
nen Punct  C zum  Mitlclpnnclo,  und  mit  einer  gegebenen  Curve  zweiter  Classe,  mit  ei- 
nem gegebenen  Kreise  zuin  Beispiel,  gleichen  Flächen  - Inhalt  bat.  Die  letzte  Bestim- 
mung kommt  darauf  hinaus,  dass  das  Product  der  beiden  halben  Axcn  der  zu  construi- 
renden  Currc  gegeben,  gleich  fl,  sei. 

Wenn  wir  ncmlich  auf  OY  im  Puncte  Y"  ein  Perpendikel  errichten,  so  können  wir 
auf  diesem  Perpendikel  zunächst  den  Punct  M,  und  dann,  nach  (l),  den  Punct  N be- 
stimmen; und  endlich  ans  C als  Mittclpnnct  einen  Kreis  beschreiben,  der  durch  N geht. 
Diejenige  Tangente  dieses  Kreises,  welche  auf  OY  senkrecht  steht,  ist  zugleich  eine 
Tangente  der  zn  beschreibenden  Curvc. 

532.  Wenn  die  zweite  Axc  einer  der  beiden  Asymptoten  der  gegebenen  Curve  zwei- 
ter Classe,  die  mithin  eine  Hyperbel  ist,  parallel  ist,  so  erhält  man,  weil  alsdann 
AC-B*  = 0 : 


-fl1  = 


(AE-BD)1 


sin'tt 


und  folglich: 

flK— 1 = — ^5 — stn9, 
nnd  hieraus,  indem  man  substituirt: 

fiW—  1 = y'(x"’— x)sin9. 

Wenn  wir  uns  auf  die  12.  Figur  beziehen,  in  welcher  C der  Mitlelpunct  der  gegebenen 
Hyperbel,  CA  und  CB  die  Asymptoten  derselben  sind,  und  Dir  die  zweite  Axc  eine  be- 
liebige, der  einen  Asymptote  CB  parallele,  gerade  Linie,  OY,  und  für  die  erste  Axe 
eine  durchaus  beliebige  gerade  Linie,  OX,  nehmen,  deren  Pol  der  Punct  Q ist,  durch 
den  QD  parallel  mit  CB  gezogen  ist,  so  ergibt  sich,  abgesehen  vom  Zeichen: 
y = CB,  j"-x  = BD, 

nnd  mithin  SlV—  t gleich  dem  doppelten  Inhalte  des  Dreiecks  CBD;  und  da  die  Höhe 
DF  dieses  Dreiecks  gleich  ist  der  Entfernung  QR  des  Polcs  Q von  der  Asymptote  CB, 
ist  auch: 

-flV'-t  «-  CB.QR. 

Wir  kommen  auf  diese  Weise  zu  folgendem  Satze: 

Das  Product  desjenigen  Segmentes,  das  auf  einer  Asymptote  einer  gegebenen  Hy- 
perbel zwischen  dem  Mittelpuncle  und  dem  Durchschnitte  derselben  mit  einer  beliebi- 
gen geraden  Linie  liegt,  in  den  Abstand  des  Poles  dieser  geraden  Linie  von  derselben 
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Asymptote  ist  constant  und  gleich  dem  Producte  der  beiden  halben  Aren  der  gegebe- 
nen Hyperbel  (24a). 

Wenn  wir  slatt  OY  irgend  eine,  der  andern  Asymptote  C\  parallele,  gerade  Linie 
zur  zweiten  Aze  genommen  hätten,  so  würden  wir  gerade  auf  dieselbe  Weise,  wie  oben, 
gefunden  haben,  dass  ÜV — 1 auch  gleich  ist  dem  doppelten  Inhalte  des  Dreiecks  CAE. 
Die  beiden  Dreiecke  CBD  und  CAE  sind  also  einander  gleich  (cs  ist  also  auch  BD  = AE) 
und  ihre  Summe  ist  gleich  dem  unter  den  beiden  halben  Axen  der  gegebenen  Hyperbel 
enthaltenem  Rechtecke.  Dieses  Resultat  besteht,  gleich  viel,  ob  die  beliebige  zur  ersten 
Axe  genommene  gerade  Linie  der  Cnrve  begegnet  oder  nicht.  Wenn  dieselbe  die  Cnrvc 
berührt,  erhalten  wir  folgenden  bekannten  Satz: 

Jede  beliebige  Tangente  einer  gegebenen  Hyperbel  schneidet  von  dem  Asymptoten- 
Winkel  ein  Dreieck  von  constantem  Inhalte  ab  und  nird  im  Berührungspuncte  halbirt. 

(Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  unmittelbar  der  frühere  und  allgemeinere,  wenn  wir 
berücksichtigen,  was  ans  der  Theorie  der  Pole  sogleich  folgt,  dass,  wenn  man  von  dem- 
jenigen Puncte  aus,  in  welchem  eine  gegebene  gerade  Linie  einer  Asymptote  begegnet, 
eine  Tangente  an  die  Curve,  und  durch  den  Beriihrungspunct  auf  dieser  Tangente  eine 
gerade  Linie  mit  jener  Asymptote  parallel  zieht,  diese  gerade  Linie  durch  den  Pol.  der 
gegebenen  geht.) 

Die  letzten  Nummern  machen  an  einigen  Beispielen  anschaulich,  wie  die  obige  geo- 
metrische Deutung  der  Constanten  in  der  allgemeinen  Gleichung  zu  Sätzen  und  Construc- 
tionen  führt.  Zur  Bestimmung  jener  Constanten  können  wir  aheh  noch  auf  andern  We- 
gen gelangen  nnd  aus  der  Zusammenstellung  verschiedenartiger  Bestimmungen  ergeben 
• sich  neue  geometrische  Beziehungen.  Doch  hierüber  wollen  wir  in  keine  weitern  Ent- 
wicklungen bieg  cingehcn.  — 

533.  Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Oerter  zweiter  Classc: 
Aws-j-2Bvw-f-Cv,-j-2Duw-f-2Euv-f.Fu3  = o, 

w = o setzen,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Richtung  der  beiden  durch  den  An- 
fangspunct  gehenden  Tangenten  folgende  Gleichung: 

CvM-^EnvH-Fn2  = o. 

Dieselbe  Gleichung  hätten  wir  erhalten , wenn  wir 

Aw-J-2Bv-J-2Dn  = 0 (:) 

gesetzt  hätten.  Es  bilden  also  die  beiden  durch  den  Anfangspunct  und  die  beiden  durch 
den  Punct  (1)  gehenden  Tangenten  ein  Parallelogramm.  Diejenige  gerade  Linie,  wtlchc 
den  letztgenannten  Punct  mit  dem  Anfangspunctc  verbindet,  gebt,  was  die  letzte  Glei- 
chung zeigt,  durch  den  Mittel  punct  der  Curve  nnd  wird  in  diesem  Puncte  halbirt  Liegt 
also  der  Anfangspunct  auf  dem  Umfange  der  gegebenen  Curve,  so  thut  cs  auch  der 
Punct  (t). 

Wir  erhalten  ferner,  gleichviel,  ob  wir  v = p setzen  oder 

2Bw-J.Cv-f.2Ea  = o,  (») 

aus  der  allgemeinen  Gleichung  folgende: 

Aw1-J-2Duw-J-FuJ  = o. 

Es  schneiden  also  die  der  ersten  Aze  parallelen  Tangenten  in  dieselben  Puncte  der 
»weiten  Axe  ein  , als  die  durch  den  Punct  (2)  gehenden  -Tangenten.  Hiernach  ist  die 
Construction  dieses  Punctcs  gegeben.  Wenn  wir  ferner  die  Gleichung  (2)  mit  der 
Gleichung:  ' 

II.  14 
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B w-t-Cv-t-E  u = o, 

welche  den  Pol  der  zweiten  Axc  darstcllt,  vergleichen,  so  ist  ersichtlich,  dass  der  in 
Rede  stehende  Punct  von  der  ersten  Axc  eben  so  weit  and  von  der  (weiten  Axe  halb  so 
weit  abstcht,  als  dieser  Pol.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  die  Richtung  der  ersten 
Axc  beliebig  ändern,  der  Punct  (3)  auf  einer  der  «weiten  Axe  parallelen  geraden  Linie 
fortrückt.  Also : 

ff'enn  man  von  den  beiden  Durchschnitt  spunden  einer  gegebenen  geraden  Linie 
mit  irgend  zweien  parallelen  Tangenten  einer  gegebenen  Curve  zweiter  Classe  noch  zwei 
Tangenten  an  die  Curve  legt,  so  schneiden  diese  beiden  neuen  Tangenten  sich  in  einem 
Punde,  der  auf  einer  geraden  Linie,  die  der  gegebenen  parallel  ist,  fortrückt,  wenn 
wir  die  Richtung  der  beiden  parallelen  Tangenten  beliebig  ändern.  Legen  wir  ferner 
durch  diesen  Pund  eine  gerade  Linie  parallel  mit  den  bezüglichen  parallelen  Tangen- 
ten, so  geht  dieselbe  durch  einen  festen  Punct,  den  Pol  der  gegebenen  geraden  Linie. 
Es  stellt  die  Gleichung: 

2Dw+2Ev-f-F u tu  o, 

einen  solchen  Punct  dar,  der  eben  so  weit  von  der  zweiten  Axe  und  halb  so  weit  von 
der  ersten  Axc  absteht,  als  der  Pol  der  letztgenannten  Axe.  — 

534.  Wenn  in  der  allgemeinen  Gleichung: 

AwM-2Bvw--t-Cv2-t-2Duw-t-2Ei:v-f-Fu'  — o, 

die  Coefficienten  A,  B,  C,  D,  E und  F theilwcisc  ein  für  alle  Mal  gegeben  sind,  oder 
wenn  zwischen  denselben  Bedingungs-Glrichnngcn  Statt  finden,  so  stellt  diese  Gleichung 
Curvcn  dar,  die  gewissen  Bedingungen  unterworfen  sind.  Mit  der  Discussion  einiger  sol- 
cher Fälle,  bei  deren  Auswahl  wir  auf  die  folgenden  Paragraphen  Rücksicht  nehmen, 
wollen  wir  uns  jetzt  zunächst  beschäftigen. 

1.  VVenn  alle  Coefficienten  der  allgemeinen  Gleichung,  mit  Ausnahme  des  Coefficienten 
von  u3,  gegeben  sind,  so  berühren  alle  Curvcn,  welche  durch  diese  Gleichung  noch 
dargestellt  werden  können,  dieselben  beiden,  der  zweiten  Axe  parallelen,  geraden 
Linien  in  denselben  beiden  Puncten. 

2.  Wenn  nur  der  Cocfficicnt  von  v3  beliebig  zu  bestimmen  übrig  bleibt,  so  berühren 
alle  Curvcn  dieselben  beiden  der  ersten  Axe  parallelen  geraden  Linien  in  denselben 
beiden  Puncten. 

3.  Wenn  nnr  der  Coefficient  von  w1  beliebig  zu  bestimmen  übrig  bleibt,  so  berühren 
alle  Curvcn  dieselben  beiden,  durch  den  Anfangsponct  der  Coordinatcn  gehenden, 
geraden  Linien  in  denselben  beiden  Puncten.  - 

4.  Wenn  alle  Coefficienten  der  allgemeinen  Gleichung,  mit  Ausnahme  des  Coefficien- 
ten  von  uv,  gegeben  sind,  so  berühren  alle  Curvcn,  welche  alsdann  durch  diese 
Gleichung  noch  dargestcllt  werden  können,  dieselben  vier  geraden  Linien,  von  wel- 
chen zwei  der  zweiten  und  zwei  der  ersten  Axc  parallel  sind. 

5.  Wenn  nur  der  Cocfficicnt  von  uw  beliebig  zu  bestimmen  übrig  bleibt,  so  berühren 
alle  Curvcn  dieselben  vier  geraden  Linien,  von  welchen  zwei  der  zweiten  Axe  parallel 
sind  und  zwei  durch  den  Anfängspunct  der  Coordinatcn  gehen. 

6.  Wenn  nur  der  Coefficient  von  vw  beliebig  zu  bestimmen  übrig  bleibt,  so  berühren 
alle  Curven  dieselben  vier  geraden  Linien,  von  welchen  zwei  der  ersten  Axe  parallel 
sind  und  zwei  durch  den  Anfängspunct  der  Coordinatcn  gehen. 
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535.  Die  vorstehenden  Sätze  ergehen  sich  alle  auf  dieselbe  Weise.  Nehmen  wir 
zum  Beispiel  den  letzten  Fall  und  stellen  irgend  zwei  der  bezüglichen  Curvcn  durch 
folgende  beide  Gleichungen  dar: 

A w ’+2lV  VW-+-C  v’-+-2Dn  w+2E  u v+F  u’  — o, 
Aw,-^-2B''vw^-Cv1-^-2Duw-^•Stfluv^-Fu,  — o, 
so  erhalten  wir,  wenn  wir  abzichen,  und  durch  2(0  — B")  dividirent 

vw  = 05 

das  heisst:  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  in  Rede  stehenden  Curven  gehen, 
paarweise  genommen,  durch  die  beiden  durch  die  letzte  Gleichung  dargcstclltcn  Puncte, 
von  denen  der  eine  unendlich  weit,  nach  der  Richtung  der  ersten  Axc  hin,  liegt  und  der 
andere  in  den  Anfangspunct  der  Coordinatcn  fällt.  Die  Richtung  der  Leiden  in  dem 
letztbczcichncten  Puncte  sich  schneidenden  Tangenten  bestimmt  sich  durch  die  Glei- 
chung: 

Cv’-+-2Euv-f-F  u1  = 0, 

in  der  C,  E und  F,  der  Voraussetzung  nach,  gegebene  Grössen  sind;  und  diejenigen 
Puncte,  in  welchen  die  durcü  den,  nach  der  Richtung  der  ersten  Axc  hin,  unendlich 
weit  liegenden  Punct  gehende,  oder,  mit  andern  Worten,  die  dieser  Axc  parallele  Tan- 
genten in  die  zweite  Axe  cinschnciden,  bestimmen  sich  auf  ähnliche  Weise  durch  die 
Gleichung: 

AwM-aDuw-f-Fu3  --  0. 

Was  die  drei  ersten  Fälle  betrifft,  so  ist  klar,  dass,  wenn  die  Gleichungen  zweier 
Curvcn  zweiter  Classc  sich  zu  der  Gleichung  zweier  zusammenfallcnder  Puncte  verbinden 
lassen,  gleichviel,  ob  diese  beiden  Puncte  unendlich  weit  liegen  oder  nicht,  die  beiden 
Curven  sich  doppelt  berühren  und  jene  Puncte  in  den  Durchschnitt  ihrer  gemeinschaftli- 
chen Tangenten  fallen. 

536.  Die  Resultate  der  534.  Nummer  bestehen  auch  dann  noch,  nur  mit  leichten 
Modificationcn,  wenn  wir  A gleich  Null  nehmen  und  die  allgemeine  Gleichung  also  nur 
Parabeln  darstcllt 

t.  Wenn  alsdann  der  CoefEcient  von  u’ 'einzig  unbestimmt  bleibt,  so  berühren  alle 
diese  Parabeln  dieselbe,  der  zweiten  Axe  parallele^  gerade  Linie  in  demselben  Puncte, 
and  die  Durchmesser  aller  Parabeln  sind  parallel  (464).  . 

41.  Wenn  nur  der  CoefEcient  von  ▼’  unbestimmt  bleibt,  sd  berühren  alle  Parabeln  die- 
selbe der  ersten  Axc  parallele  gerade  Linie  in  demselben  Puncte  und  alle  Durchmesser 
sind  parallel  (464). 

3.  Wenn  nur  der  CoefEcient  von  uv  unbestimmt  bleibt,  so  berühren  alle  Parabeln 
zwei  der  Coordinatcn-  Axcn  parallele  gerade  Linien  und  alle  Durchmesser  sind  paral- 
lel (464). 

4.  Wenn  nnr  der  CoefEcient  von  nw  unbestimmt  bleibt,  so  berühren  alle  Parabeln 
zwei  durch  den  Anfangspunct  gehende  und  eine  der  zweiten  Axc  parallele  gerade 
Linien. 

5.  Wenn  nor  der  CoefEcient  von  vw  unbestimmt  bleibt,  so  berühren  alle  Parabeln 
zwei  durch  den  Anfangspnnct  gehende  und  eine  der  ersten  Axc  parallele  gerade  Linie. 
Nach  den  beiden  letzten  Fällen  erhalten  wir  also  unmittelbar  die  allgemeine  Glei- 
chung aller  Parabeln,  welche  die  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  berühren,  wenn  wir 
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einen  Winkclpunct  dieses  Dreiecks  zum  Anfangspunctc  der  Coordinaten  nehmen  nnd 
eine  der  Axcn  der,  diesem  Winkelpunctc  gegenüberliegenden,  Seite  parallel  legen. 

537.  Wenn  die  Coefficicnten  B und  D der  allgemeinen  Gleichnng  beide  beliebig  an- 
genommen werden,  jedoch  so,  dass  zwischen  denselben  irgend  eine  gegebene  Gleichung 
des  ersten  Grades  besteht  und  die  tägigen  Coeflicicntcn  ein  für  alle  Mal  gegebert  sind, 
so  berühren  alle  diejenigen  Curven , welche  unter  diesen  Beschränkungen  durch  die  all- 
gemeine Gleichung  noch  dargcstellt  werden  können , dieselben  vier  geraden  Linien , von 
dehen  zwei  in  dem  Anfangspunctc  der  Coordinaten  sich  schneiden  und  zwei  irgend  einer 
geraden  Linie  parallel  sind. 

Wir  wollen,  was  erlaubt  ist,  A = 1 setzen.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die 
gegebene  Gleichung  zwischen  B und  D , für  welche  wir  folgende  nehmen  wollen: 

D = a B+b,  (,) 

wenn  wir  B und  D als  veränderlich,  als  x und  y,  betrachten,  die  Gleichung  einer  geraden 
Linie,  des  geometrischen  Ortes  für  die  Mittelpunctc  aller  durch  die  allgemeine  Gleichung 
darstellbaren  Curven.  Stellen  wir  irgend  zwei  dieser  Curvcn  durch  folgende  Gleichun- 
gen dar: 

w34-2B  TW-f-CvM-2D'  uw-f-2Euv-+-Fn5  = o, 

w’^-2B''vw-^-Cv5^-2D'uw-+-2Euv-^-Fu,  = 0,  » 

und  ziehen  ab,  so  kommt: 

• [{B—  B")v-hD'—  D')u]w  0, 

und  da  nach  der  gegebenen  Bcdingungs  - Gleichung : 

D a aB’-4-b,  D"  = aB  -f-b, 

und  folglich: 

(D— D ) = a(B'-B  '), 

SO  ergibt  sich : 

• [v-l-aa]w  ™ o. 

Wir  kommen  immer  zu  derselben  Gleichung,  welche  zwei  der  in  Rede  stehenden  Cur- 
vcn wir  auch  zusammcnstcllcn  mögen,  und  da  diese  Gleichung  den  Anfangspunct  der 

Coordinaten  und  einen  unendlich  weit  liegenden  Punct  darstcllt,  so  ist  die  obige  Be- 

hauptung gerechtfertigt.  Diejenige  Richtung,  nach  welcher  der  unendlich  weit  .entfernte 
Punct  liegt,  bestimmt  sich  durch  den  CoefEcicnten  a der  gegebenen  Bedingungs-Gleichung. 

Die  Richtung  der  beidtn  durch  den  Anfangspunct  gehenden  geraden  Linien  bestimmt 
sich  unmittelbar  durch  die  Gleichung : > 

CvJ-t-2Euv+FuI  = o, 

die  aus  der  allgemeinen  Gleichung  sich  ergibt,  indem  man  w = 0 setzt.  Um  die  Durch- 
schnitte der  beiden  parallelen  Tangenten  mit  der  zweiten  Axc  zu  erhalten,  können  wir, 
der  Bcdingungs  - Gleichung  (t)  Genüge  leistend,  in  der  allgemeinen  Gleichung  B ■=  o 

nnd  D = h nehmen  und  dann  für  v in  dieselbe  (—au)  substituiren.  Auf  diese  Weise 

kommt:  _ _ _ „ 

Aw*+abuw-f(Cas — 2Ea-f-F)uJ  = o. 

538.  Wenn  die  CocfRcienten  A und  B beide  beliebig  angenommen  werden,  jedoeb 
so,  dass  zwischen  denselben  irgend  eine  gegebene  Gleichung  des  ersten  Grades  besteht 
und  die  übrigen  CoefEcicnten  ein  iür  alle  Mal  gegeben  sind,  so  berühren  alle  Curvcn, 
welche  unter  diesen  Beschränkungen  durch  die  allgemeine  Gleichung  noch  dargcstellt 
werden  können,  dieselben  vier  gerade  Linien,  von  welchen  zwei  durch  den  Anfangspunct 
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der  Coordinatcn  gehen  und  die  beiden  Übrigen  in  einem  (weiten  Punctc  der  ersten  Are 
sich  schneiden. 

Gs  sei: 

B = aA-f-b,  (i) 

die  gegebene  Bedingnngs -Gleichung.  Wenn  wir  aJsdann  irgend  (wei  der  in  Rede  ste- 
henden Cnrven  durch  die  beiden  Gleichungen : 

, A'w’+aB'  vw+CvM-JDuw-t-aEuv-fFV  ■=  o, 

A'w’-t-2B''  v w-i-Cv’+s  Du  w-t-sEu  v+F  u3  = o,  ^ 

darslcllcn,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  abriehen: 

[(A— A')w-t-2(B'— B')vw]w  = o ; 

und  diese  Gleichung  verwandelt  sich,  da  nach  der  gegebenen  Bedingungs- Gleichung: 

(B-B')  « a(A’— A"), 

in  folgende : 

(w-f-2av)w  = o.  (3) 

Da  diese  Gleichung,  welche  rwei  solche  Punctc  darstellt,  die  auf  der  ersten  Are  liegen 
and  von  denen  der  eine  Uberdiess  mit  dem  Anfangspnnctc  zusammenfällt,  unabhängig  ist 
von  der  besondern  Auswahl  der  beiden  Cnrven  (2),  so  ist  die  obige  Behauptung  be- 
wiesen. 

Die  Axe  der  x ist  also  eine  Diagonale  derjenigen  vierseitigen  Figur,  der  alle  in  Rede 
stehenden  Curven  zweiter  Classe  eingeschrieben  sind.  Von  den  beiden  Durchschnitts- 
punctcn,  welche  diese  Diagonale  verbindet,  fällt  der  eine  mit  dem  AnfangspuncSc  zusam- 
men, die  Abscisse  des  andern  ist  2a.  Die  Mittelponctc  aller  jener  Cnrven  liegen  in  ge- 
rader Linie  und  diese  gerade  Linie  schneidet  in  die  zweite  Axe  in  einem  solchen  Puncle 
ein,  dessen  Ordinate  ^ ^ \ ist.  Wenn  b gleich  Null  ist,  so  ist  die  zweite  Axe 
dieser  geraden  Linie  parallel.  Die  Richtung  der  Seiten  des  allen  Curven  umschriebenen 
Vierecks  bestimmt  sich  durch  die  gegebenen  Cocfficientcn  C,  D,  £ und  F und  durch  a. 
und  b.  Wir  erhalten  nemlich  zur  Bestimmung  der  Richtung  der  beiden  durch  den  An- 
fangspanct  der  Co ordinaten  gehenden  Seiten  jenes  Vierecks  die  Gleichung: 

CvH-2Euv-f-Fas  — o,  (4) 

eine  Gleichung,  die  von  a und  h unabhängig  ist,  und  zor  Bestimmung  der  beiden  übri- 
gen Seiten  etwa,  indem  wir  B «=  o and  also  A •=  — - setzen,  die  beiden  Glcicbungcn: 

- w,-^•Cv^+2Dnw-^-2Euv+Fa,  — o, 
a 

w+2av  = o, 

aus  denen  folgendefsich  ergibt: 

(C— 4ab)v*+2(E— oDajuv+Fu1  = o.  (») 

Nach  dem  Vorstehenden  können  wir  auch*,  wenn  irgend  ein  Viereck  gegeben  ist, 
indem  wir  einen  Winkclponct  desselben  zum  Anfangspuncte  der  Coordinaten  nehmen 
und  die  erste  Axe  zugleich  durch  den  gegenüberliegenden  Winkelpunct  legen,  die  allge- 
meine Gleichung  aller  derjenigen  Curven  zweiter  Classe  bestimmen,  welche  diesem  Vier- 
eck eingeschrieben  sind  und  sonach  auf  eine  leichte  Weise  alle  Eigenschaften  solcher 
Curven  im  Allgemeinen  und  jeder  derselben  insbesondere  entwickeln.  Auf  Beispiele  hier- 
von werden  wir  in  dem  Folgenden  znrUckkomracn,  und  zum  Beispiel  auf  diesem  Wege 
die  grösste  unter  allen  denjenigen  Ellipsen  bestimmen,  die  einem  gegebentn  Vierecke 
eingeschrieben  werden  können. 
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539.  Oie  Sätze  der  beiden  vorigen  Nummern  sind  zwei  Fälle  folgenden  allgemei- 
nem Satzes: 

Alle  Curven,  welche  durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestellt  werden  können , 
wenn  irgend  vier  Coefficienten  dieser  Gleichung  ein  ßr  alte  Mal  gegeben  sind  und 
zwischen  den  beiden  übrigen  eine  gegebene  Gleichung  des  ersten  Grades  Statt  findet, 
berühren  dieselben  vier  geraden  Linie.  , 

Dieser  Satz  schliesst  so  viele  einzelne  Fälle  in  sich  ein,  als  die  sechs  Coefficienten 

6.5 

der  allgemeinen  Glcicbnng  sich  za  zwei  combiniron  lassen,  also  = 15,  Wir  wollen 
diese  verschiedenen  Fälle  in  folgendem  Schema  zusammenstellcn,  indem  wir  dieselbe 
dnreh  die  Bcdingongs  - Gleichung  zwischen  den  jedesmaligen  beiden  Coefficienten  unter- 
scheiden. 

Zwei  Seiten  des,  allen  dnreh  die  allgemeine  Gleichung  darge- 
stellten  Curven,  umschriebenen  Vierecks  schneiden  sich  im  An- 
fangsponcte  der  Coordinaten;  die  beiden  übrigen  in  einem  Puncte 
der  ersten  Axe,  dessen  Abscisse  gleich  3a  ist  (538). 

{Zwei  Seiten  des  Vierecks  schneiden  sich  im  Anfangspnnctc, 
die  beiden  übrigen  in  einem  Ponctc  der  zweiten  Axe,  dessen  Or- 
dinate gleich  3a  ist. 

Die  gegenüberliegenden  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks 
schneiden  sich  in  solchen  zwei  Punctcn  der  ersten  Axe,  die  zu 
beiden  Seiten  des  Anfangspunctcs  gleich  weit,  ncmlich  um  +a 
von  demselben  entfernt  liegen.  Man  erhält  für  diese  Scilenpaare 

3 C+alA b1  =»  0 an^  c‘nem  ähnlichen  Wege,  wie  in  den  vorigen  beiden  Num- 

\mern: 

< w = av, 

j(b}+2Ba)  vs+2(E+Da)n  v+F  u’ 

l(b2 — 2Ba)v’+3(E — Da)uv+Fa5  = oi 

!Die  gegenüberliegenden  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks 
schneiden  sich  in  solchen  zwei  Puncten  der  zweiten  Axe,  deren 
Ordinalen  ±a  sind. 

/ Zwei  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks  sind  der  ersten  Axe 
1 parallel.  Diejenigen  beiden  Puncte,  in  welchen  dieselben  in  die 
1 zweite  Axe  einschneiden,  sind  dnreh  folgende  Gleichung  gegeben: 
AwJ+2Dnw+F  u’  = o. 

\Die  beiden  übrigen  Seiten  schneiden  sich  in  einem  Ponctc  der 
irrsten  Axe,  dessen  Abscisse  gleich  a ist;  ihre  Richtung  ist  durch 
■ folgende  Gleichung  gegeben: 

[ (AaJ4-bt)vJ+2(E— Dajuv+Fu’  ■=  o. 

!Zwei  Seiten  des  Vierecks  sind  der  zweiten  Axe  parallel;  die 
beiden  übrigen  schneiden  sich  in  einem  Puncte  derselben  Axe, 
dessen  Ordinate  gleich  a ist. 


oi 


5.  C = 2aB+b‘ 
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7.  D = aB+b 


8.  E = aB+b2 


9.  E = aD+b! 


10.  G = aE+b1 


lt.  E = aF+b’ 


t2.  C+a»F-bJ 


Zwei  Seiten  des  umschriebenen  Tierecks  schneiden  sich  im 
] Aufangspunclc  der  Coordinatcn;  die  beiden  übrigen  sind  parallel 
jund  ihre  Richtung  ist  durch  die  Gleichung  ^ ' ) — a gegeben 


1(537). 


“/ 


Zwei  Seiten  des  umschriebenen  Ticrecks  sind  der  ersten  Axc 
(parallel,  ihre  Durchschnittspuncte  mit  der  zweiten  Axc  sind  durch 
(folgende  Gleichung  bestimmt: 

J Aw’+2Duw+Fua  = o. 

\Die  beiden  übrigen  Seiten  schneiden  sich  auf  der  zweiten  Axe  in 
feinem  Punctc,  dessen  Ordinate  gleich  a ist;  die  Richtung  der- 
■ selben  wird  durch  folgende  Gleichung  gegeben: 

( Cv’+  2Euv+(AaJ — 2Da+F)n5  = o. 

t Zwei  Seiten  des  Tieredcs  sind  der  zweiten  Axe  parallel;  die 
(beiden  übrigen  schneiden  sich  in  einem  Panctc  der  ersten  Axe, 
'dessen  Abscissc  gleich  a ist. 

IDas  umschriebene  "Viereck  ist  ein  Parallelogramm,  worin 
zwei  Seiten  der  ersten  Axe  parallel  sind  und  dessen  beide  übrigen 
Seiten,  der  Richtung  nach,  durch  die  Gleichung  H)-- 
bestimmt  werden.  Die  Durchschnittspuncte  jener  beiden  ersten 
Seiten  mit  der  zweiten  Axe  sind  durch  folgende  Gleichung  ge* 
geben: 

Aw^Dow+Fu1  es  o, 

und  die  Durchschnittspuncte  der  beiden  andern  Seiten  mit  dersel- 
ben Axc  durch  die  Gleichnng: 

Aw*+2(D — B^nw+CF+b^u’  = o. 

IDas  Tiercck  ist  ein  Parallelogramm,  in  welchem  zwei  Sei- 
ten der  zweiten  Axc  parallel  sind  und  die  Richtung  der  beiden 
übrigen  durch  die  Gleichung  ^ ^ ^ = a sich  bestimmt 

Das  umschriebene  Ticreck  ist  ein  Parallelogramm.  Die  ge- 

Igenüberlicgendcn  Seiten  desselben  und  die  beiden  Axen  haben  die 
Richtung  von  vier  Harmonicalcn.  Man  erhält  für  die  Seiten  des 
Parallelogramms  folgende  Coordinaten- Bestimmung: 

y sas  j-aa 

AwM-2(D+Ba)nw;f(2E±b,a)auJ  = o, 

[wobei  wir  die  obern  und  untern  Zeichen  zusammennehmen  mlls- 


13.  E = aA+b. 

14.  C = aD+b. 
t5.  F e»  aB+b. 


Die  Bestimmung  der  vier,  alle  durch  die  allgemeine  Glei- 
chung dargestclltcn  Curven  berührenden,  geraden  Linien  ist  we- 
niger einfach.  *) 


*)  Ein  analoges  Schema  ergibt  sich,  wenn  wir  von  der  allgemeinen  Gleichnng  der  Curven 
zweiter  Ordnung: 

ay,+2bx7+cx,+2dj't+Zciz+fz*  = o, 

ausgeben.  Wenn  nemlicb  irgend  vier  Coeffidentcu  dieser  Gleichnng  ein  für  alle  Mal  ge- 


t 


/ 

/ 


y 
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540»  Wenn  wir  Über  die  in  jedem  der  verschiedenen  Fälle  der  vorigen  Nummer  ein 
für  alle  Mal  gegebenen  vier  Coefficienicn  besondere  Annahmen  machen,  so  erhalten  wir 
die  allgemeinen  Gleichungen  von  Curven,  die  mannigfaltigen  Bestimmungen  unterworfen 
sind  und  eine  bestimmte  Lage  in  Beziehung  auf  das  Coqrdinalcn- System  haben.  Wir 
werden  ein  Beispiel  hiervon,  in  einem  der  folgenden  Paragraphen,  in  dem  wir  uns 
mit  der  Osculation  der  Curven  zweiter  Classe  beschäftigen  werden , ausführlich  behan- 
deln. Hier  wollen  wir  nns  auf  einige  Andcutnngcn  über  denjenigen  Fall  beschränken,  wo 
A = 0,  nnd  also  alle  Curven  Parabeln  sind. 

In  5.  — 9.  Falle  der  vorigen  Nummer  berühren  alle  durch  die  allgemeine  Gleichung 
dargcstelltcn  Parabeln  die  Seiten  desselben  Dreiecks.  In  dem  5.  nnd  6.  Falle  liegt  ein 
Winkclpnnct  dieses  Dreiecks  auf  einer  der  beiden  Coordinaten- Axen  und  die  diesem 
W’inkelpuncto  gegenüberliegende  Seite  des  Dreiecks  ist  derselben  Azc  parallel.  In  dem 
7.  Falle  fällt  ein  W’inkclpunct  des  Dreiecks  in  den  Anfangspunct.  In  dem  8.  und  9.  Falle 
liegt  ein  Winkclpunct  des  Dreiecks  auf  einer  der  beiden  Coordinaten  - Axen  nnd  die  ge- 
genüberliegende Seite  ist  der  andern  Axc  parallel. 

In  dem  10.  — 12.  Falle  der  vorigen  Nummer  ist  die  Dichtung  der  Durchmesser  aller 
Parabeln  gegeben  (464)  und  alle  Parabeln  berühren  dieselben  beiden  geraden  Linien.  In 
den  beiden  ersten  dieser  drei  Fälle  ist  von  diesen  beiden  geraden  Linien  eine  einer  der 
beiden  Coordinaten- Axen  parallel;  in  dem  letzten  Falle  haben  diese  beiden  geraden  Li- 
nien und  die  beiden  Coordinaten  - Axen  die  Richtung  von  vier  Harmonicalcn. 

541.  Auch  der  allgemeinere  Satz  der  539-  Nummer  ist  nur  ein  besonderer  Fall  von 
folgendem  Satze: 


feben  sind  und  zwischen  den  beiden  übrigen  eine  gegebene  lineare  Bedingung*- Gleichung 
tatt  findet,  so  gehen  alle  Curven,  welche,  unter  dieser  Beschränkung,  durch  die  allge- 
meine Gleichung  noch  dargestcllt  werden  tonnen,  durch  dieselben  vier  Puncle.  Hiernach 
erhalten  vhir  folgende  15  versrliiedenc  Fälle,  die  wir  durch  diejenigen  beiden  Coefficienten, 
welche  unbestimmt  bleiben,  bezeichnen  wollen, 

a g i Alle  Curven  geben  durch  zwei  feste  Puncto  einer  durch  den  Anlängspnnct  ge- 
1 jhenden  geraden  Linie,  und  überdies!  einmal  durch  swei  feste  Puncle  der  ersten, 
“»  c'  (das  andere  Mal  durch  zwei  feste  Puncle  der  zweiten  Axe. 


a,  c. 

a,  d. 
c,  e. 

a,  f. 

c,  f. 

b,  d. 

b,  e. 

* d,  e. 

d,  f. 
«,  t 
*,  e. 

c,  d. 
b,  f. 


1 Alle  Curven  gehen  durch  die  vier  Winkelpuncte  eines  Parallogrammcs , dessen 
(beide  Diagonalen  durch  den  Anfangspunct  geben  und  mit  den  beiden  Coordina- 
flcn-Axen  vier  Ilarmonicalen  bilden. 

, Alle  Curven  gehen  durch  die  vier  Winkelpuncte  eines  Parallel  - Trapezes,  von 
{dessen  parallelen  Seiten  eine  in  eine  der  beiden  Coordinaten  - Azen  fällt,  und  die 
{andere  derselben  Axe  parallel  ist 

Alle  Curven  gehen  durch  die  vier  Winkelpuncte  eines  Para!  lei -Trapezes,  des- 
sen parallele  Seiten  einer  der  beiden  Coordinaten  - Axen  parallel  sind  und  gleich 
weit  von  derselben  entfernt  liegen. 

Alle  Curven  gehen  durch  zwei  feste  Puncle  einer  Coordinaten-  Axe  und  durch 
zwei  feste  Puncle  einer  der  andern  Coordinaten  - Axe  parallelen  geraden  Linie. 

Alte  Curven  sind  ähnliche  und  ähnlich  liegende  und  gehen  überdies!  durch 
zwei  feste  Puncle  einer  durch  den  Anfangspunct  gehenden  geraden  Linie. 
t Alle  Curven  sind  ähnliche  und  ähnlich  liegende  und  gehen  durch  zwei  feste 
(Puncle  einer  solchen  geraden  Linie,  die  einer  der  beiden  Coordinaten- Axen  pa- 
’rallcl  ist. 

!I)ie  Bestimmung  der  vier  gemeinschaftlichen  Durcbschuittspnncie  ist  weniger  ein- 
fach. 
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Wenn  zwischen  den  Coejficienten  der  allgemeinen  Gleichung  fünf  Bedingungs- 
Gleichungen  des  ersten  Grades  Statt  fnden,  so  berühren  alte  Curven,  welche  unter 
diesen  Beschränkungen  durch  die  allgejneine  Gleichung  noch  dargestellt  werden  kön- 
nen, dieselben  der  geraden  Linien. 

Wir  {Uhren  diesen  Satt  hier  bloss  an.  In  der  zweiten  Abtheilnng  dieses  Bandes  wird 
derselbe , so  wie  die  analogen  Sätze  für  Curven  irgend  einer  beliebigen  Classc , dnreh 
allgemeine  Betrachtungen  unmittelbar  sich  ergeben. 


S U. 

Kette  Tangenten  - Theorie. 

üLfl.  Die  allgemeine  Theorie  des  Contactcs,  die  ich  in  den  folgenden  Nummern  ent- 
wickeln werde,  ergibt  sich  unmittelbar  ans  der  geometrischen  Deutung  des  sogenannten 
Theorems  Uber  die  homogenen  Functionen.  Nach  diesem  Theorem,  das  ich 
hier  als  bekannt  voranssetze  *},  hat  man,  wenn 

'■  U =.  o (,) 

irgend  eine  homogene  algebraische  Gleichung  von  einem  beliebigen,  etwa  dem  m.,  Grade 
zwischen  den  drei  veränderlichen  Grössen  u,  v und  w ist: 


dü  dl!  dU . 

•j— du 
dw  uv  dn 


m.U, 


daU  , d’U  d’U  , d*U  „d’U  ,d’U,  , ... 

d^w+3  v4  21iudwuw  4 ta0  v+7hT’ a = 

<15U  d»U  , MJ  , d*ü  . d*U  , , dJU  d*ü  , 

-J— J— v-  vw?+3t-, T- -v’w  -f-  -t— | v3-f 2- — ■ — -qw^+Oi — i — *-  uvw+Stvj-uV 
dw*  dvdw3  dv3dw  d?®  dudw*  dndvuw  duadw 

<1111  daU 

+;toUV,+3d^dvU,T+d^",  = m(in  t)(ui—  2).U, 


543.  Wenn  wir  in  der  nachstehenden  Gleichung  die  partiellen  Differential  - Coeffi- 
cicntcn  auf  die  bestimmten  YVcrlhc  irgend  einer  gegebenen  Tangente  (w',  v,  n')  der  ge- 
gebenen Curve  (1)  beziehen,  und  dieselben  zur  Unterscheidung  einklammern,  so  stellt 
die  Gleichung: 

/dU\  /dU\  / dU  \ ,, 

\ Jw  )w+\  37  / +(.  dö . W 

einen  solchen  Punct  dar,  der  auf  der  gegebenen  Tangente  liegt,  weil  diese  Gleichung, 
wenn  wir  w ™ w',  v ▼ nnd  n = u setzen,  nach  dem  eben  angeführten  lheorem 

keine  andere  ist,  als  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve,  wenn  wir  in  diese  Gleichung 
die  Coordinaten-  Werthe  jener  Tangente  substituirco  und  mit  m irralliplicircn. 

Wenn  wir  ferner  die  Gleichung  der  gegebenen  Corve  vollständig  in  Bcziehnng  atif 
die  drei  veränderlichen  Grössen  w,  v nnd  n differentiiren,  so  kommt: 

’ dU.  dU,  dU. 

dwdw+3-dv+Todu  - o. 


•)  Vergl.  IjAcroi  x , Traitd  tle  mental  re  da  Calcul  dijftrenlül  et  integral,  Quatrtfm*  Edition 
Nro*  sp®. 

H.  . 
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Differcnliiren  wir  ebenfalls  die  Gleichung  (1),  in  welcher  die  Coefiicienten  constant  sind, 
so  ergibt  sich: 

(^)dw+(i7)dv+(3ir)Ju  ■ °* 

Diese  beiden  Differential  - Gleichungen  sind  identisch,  wenn  wir  in  die  erstcrc  derselben 
nach  der  Differentiation  w = w',  v = v'  nnd  u = u setzen.  Es  ist  also  gleichviel , ob 
wir  von  der  geraden  Linie  (w’,  v,  u'),  welche  eine  Tangente  der  gegebenen  Corvc  (l)  ist, 
anf  dieser  Ctirvc  zn  einer  benachbarten  Tangente,  oder  von  derselben  geraden  Linie, 
welche  auch  durch  den  Punct  (2)  geht,  zu  einer  benachbarten,  dnreh  denselben  Punct 
gehenden,  geraden  Linie  übergehen.  Zwei  auf  einander  folgende  Tangenten  jener  Curve 
gehen  beide  durch  diesen  Punct;  dieser  Pnnct  liegt  auf  dem  Umfange  der  Corvc:  er  ist 
der  Berührungspnnct  anf  der  gegebenen  Tangente. 

SUU-  Indem  wir  die  partiellen  Differential  - CocfGcicntcn  der  hShcrn  Ordnung,  wel- 
che sich  auf  eine  gegebene  Tangente  (w‘,  v',  n)  beziehen,  zur  Unterscheidung,  ebenfalls 
in  Klammern  cinschlicssen , stellt  die  Gleichung: 

(S)w^2(S)w+(d^)vS+2(t “ °*  (ä) 

eine  Curve  zweiter  Classe  dar,  deren  Beziehung  zu  der  gegebenen  Curve  wir  jetzt  uach- 
weisen  wollen. 

Nach  dem  Theorem  üben  die  homogenen  Functionen  ist  die  letzte  Gleichung  mit 
der  Gleichung  (l)  identisch,  wenn  wir  die  letztgenannte  Gleichung  mit  m(m— l)  mullipli- 
ciren  und  dann  in  beiden  Gleichungen  w = w',  v = v'  und  u = u setzen.  Die  gegebene 
Tangente  der  Curve  (t)  ist  also  auch  eine  Tangente  der  dnreh  die  Gleichung  (3)  darge- 
stellten Curve  zweiter  Classe. 

Der  Kürze  halber  wollen  wir  die  Gleichung  (3)  auf  folgende  Weise  schreiben: 

W - o. 

Alsdann  erhalten  wir: 

für  die  Gleichung  desjenigen  Punctes,  in  welchem  die  Curve  zweiter  Classe  von  der  ge- 
gebenen gemeinschaftlichen  Tangente  (w\  v,  u')  berührt  wird,  wenn  wir  die  partiellen 
Differential  - Cocfficieoten  auf  diese  Tangente  beziehen.  Wir  können  leicht  zeigen,  dass 
diese  Gleichung  auf  die  Gleichung  (8)  znrUckgefübrt  werden  kann.  Da  nemlicb  ^ 
eine  ebenfalls  homogene  Fnnction  und  zwar  vom  (m— I).  Grade  ist,  so  ergibt  sich: 
d’U  . d»U  . d’U  . NdU 

TZF'+SZ?* ass“  " 

dw 

Der  erste  Thcil  dieser  Gleichung  ist  aber  nichts  anders  als  lA~r~  und  somit  kommt: 

dW  ,.dU  1 W 

TT  = a(m— 

Auf  ähnliche  Webe  erhält  man: 

dW  ,dU 

dW  ,-dU 

TT  = 

nnd  hiernach: 
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Es  bcrlibrt  also  die  gerade  Linie  (»,  v,  u)  die  beiden  Corvcn  (l)  und  (3)  in  demselben 
Puncte. 

Wenn  wir  die  gegebene  Gleichung  (l)  zweimal  nach  einander  vollständig  difTercntü- 
ren,  so  kommt: 


d’U, 


.d’U 


d’U, 


d’U 


.d’U 


d’U, 


Ü7>dwM'  2dvdwdvJw+^dv’  + Ädad*'+2»d“d^dl‘J 
IliCfercntüren  wir  ebenso  die  Gleichung  (3) , in  welcher  die  partiellen  Differential  * Cocffi- 
cienten  constant  sind,  so  kommt,  wenn  wir  zugleich  durch  2 dividiren: 

( S ) S ) avä* +(  w ) d,'+5  ( raf. ) a"dw''-’  ( S ) d,d' 

+(»)"  - - 

Diese  beiden  Differential -Gleichungen  sind  identisch,  wenn  wir  in  der  erstem  filr  die 
veränderlichen  Grössen  die  Coordinatcn- Wcrthc  der  gegebenen  Tangente  subslitoircn. 
Die  beiden  durch  (I)  und  (3)  dargcstcllten  Cnrvcn  haben  also  nicht  bloss  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  und  auf  dieser  gemeinschaftlichen  Tangente  denselben  Berlilirnngs- 
punct,  sondern  sic  haben  auch  in  diesem  Panctc  einen  innigem  Conlact,  einen  Con- 
lact  der  zweiten  Ordnung. 

545.  Wir  können  diese  Entwicklungen  beliebig  ausdehnen.  Damit  dass  Gesetz  der- 
selben sich  deutlicher  ergebe,  wollen  wir  auch  noch  einen  Contact  de»  dritten  Ordnung 
betrachten.  Folgende  Gleichung  ncmlich: 

(S)w,+3(^) vwi+3  c dvSv ) v%+ ( s y y,+: 3 ( & ) 

+b(  aSr  )U™+3(S) aV+3  (SO üv:+3  ( £dv ) Bi¥+  ( ) u* - °> (,) 

stellt  eine  Curvc  dritter  Classe  dar,  die  mit  der  gegebenen  Ctirvc  auf  der  gegebenen 
Tangente  (auf  welche  sieb  auch  die  eingeklammcrtcn  Differential -Coefßcientcn  beziehen) 
einen  Contacc  dritter  Ordnung  bat.  Denn  erstlich  ist  wiederum  ersichtlich,  dass  auch 
diese  Curve  die  gegebene  Tangente  (w1,  v',  n‘)  berührt,  weil  man  die  identische  Gleichung 

V = m(m — l)(m— 2)U 

erhält , indem  man  der  Kürze  halber  die  Gleichung  der  Curvc  dritter  Classe  durth 

V = o 

darstellt  und  in  diese  Gleichung  und  in  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  die  Coordi- 
naten  - VYerthe  w , v‘  und  u substituirt.  Ferner  ergibt  sich,  ebenfalls  nach  dem  nun 
oft  schon  erwähnten  Theorem , indem  wir,  neben  den  bisher  gebrauchten  Abkürzungen, 
auch  noch,  statt  der  Gleichung  (2), 

T = o 

schreiben: 

(!S)W+(S)V+(S)U“  3-(m— iXm  2)T, 


/(1>Y\  d’V 


d’\'  \ 


d’V\  , 
d7’  )v  ~*‘2 

«=>  3.2.(m— t;W 


/ d’Y 
\ du  dw 


)°w+2(S) 


/ d’Y  \ . 


15 
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Die  beiden  Curven  (l)  und  (4)  werden  also  von  der  gegebenen  geraden  Linie  in  demsel- 
ben Puncte  (2)  berührt,  nnd  haben  beide  mit  der  Curve  «weiter  Classe  (3)  in  diesem 
Ponctc  einen  Contact  «weiter  Ordnung.  Ueberdicss  erhalt  man,  wenn  man  die  beiden 
Gleichungen  (l)  und  (4)  dreimal  nach  einander  vollständig  difTcrentiirt,  nnd  Alles  auf  die 
gegebene  Tangente  (w',  v',  u)  bezieht,  folgende  identische  Gleichung : 

d*Y  = 3.2.1.d*U. 

Die  beiden  Curven  haben  also  auf  der  gegebenen  Tangente  einen  Con- 
tact der  dritten  Ordnung.*) 

546.  Wir  können  also,  wenn  irgend  eine  Cnrve  nnd  eine  Tangente  derselben  gege- 
ben ist,  die  Gleichung  des  Berührungspunctes  auf  dieser  Tangente,  und  solche  Curven 
zweiter,  dritter,  . . Classe  bestimmen,  die  mit  der  gegebenen  Curve  einen  Contact  der 
^weiten,  dritten,  . . Ordnung  haben,  so  dass  wir,  wenn  wir  bloss  eine  geringere  oder 
grössere  Genauigkeit  beabsichtigen,  statt  eines  Stlickcs  der  gegebenen  Cnrve,  das  sich 
nicht  weit  von  dem  Bcriihrungsjmncte  anf  der  gegebenen  Tangente  erstreckt,  nnr  ein 
Stück  einer  Curve  zweiter,  dritter,  . . Classe  zu  betrachten  brauchen.  Wenn  m eine 
ganze  positive  Zahl  ist , so  erhalten  wir  nach  der  eben  entwickelten  Methode  osculirendc 
Curven  der  zweiten  bis  (m — 1).  Classe.  Wollten  wir  nach  demselben  Verfahren  die 
Gleichung  einer  Curve  des  m.  Grades,  die  also  mit  der  gegebenen  einen  Contact  der  in. 
Ordnung  haben  würde,  entwickeln,  so  würden  wir  anf  die  Gleichung  der  gegebenen 
Curve  selbst  zurückkommen.  Und  weiter  können  wir  alsdann  nicht  gehen.  W’enn  aber 
m eine  ganze  Zahl  nnd  negativ,  oder  wenn  m eine  gebrochene  Zahl  ist,  so  können  wir 
Curven  jeder  beliebigen  Classe  bestimmen,  die  mit  der  gegebenen  Curve  einen  Contact 
der  entsprechenden  Ordnung  haben. 

Wenn  wir  zura  Beispiel  folgende  Gleichung  nehmen: 

B t I)  ( E 

u V w 

welche  nach  der  468.  Nummer  eine,  die  beiden  Coordinaten-Axen  berührende,  Parabel 
darstellt,  so  erhalten  wir  für  den  Berührungspunct  auf  einer  gegebenen  Tangente 
(w',  v,  u)  folgende  Gleichung: 


Wenn  vir,  wie  gewöhnlich,  irgend  eine  Curve  durrh  eine  Gleichung  «wischen  j and  « 
darstellen,  so  können  wir  diese  Gleichung  nach  der  llemerkung  xur  416.  Bummer  durch 
Hinsuflleung  einer  dritten  veränderlichen  Grösse  1 sogleich  homogen  machen  und  dann  auf 
solche  Gleichungen  eine  Theorie  des  Contactes  gründen,  die  der,  im  Texte  entwickelten, 
gans  analog  ist. 

Wir  wollen  uns  hier  mit  einer  blossen  Andeutung  begnügen.  Es  sei: 

Z ---  o, 

irgend  eine  homogene  Gleichung  irgend  eines  in.  Grades  «wischen  1,  j und  x,  durch  wel- 
che also  eine  Curve  der  m.  Ordnung  dargestellt  wird.  Wenn  (1,  y,  z'}  irgend  ein  gegebe- 
ner Punct  dieser  Curve  ist,  so  ist: 

(IMSMf  )■  - 

die  Gleichung  der  Tangente  in  diesem  Puncte  und: 

- . ' ■*”  * ' ' ../  O-ls  \ , / <1‘£  \ „ 

o, 


O, 


(d*Z\  /däZ\  /d'ZX,  /d3Z\  ,Ä/d’Z\  . /d3Z\  , 

d?r  W(*jI>+  (,irr)J+2(^>+2(  ^>'+  ( iS)'' 

die  Gleichung  einer  osculir enden  Curve  »weiter  Ordnung  in  demselben  Pouctc, 
o.  f.  w.,  wenn  wir  die  partiellen  Differential  - Coeflicicntcn  auf  den  Punct  (f,  /,  i)  bc- 
rieben.  . 
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Wir  erhalten  ferner: 


n1  v’ 


■ E — 

w'J 


B- 


• U-lj+E  — r. 

V * w 1 


für  die  Gleichung  einer  die  gegebene  Parabel  auf  der  gegebenen  Tangente  (w'f  v',  u')  os- 
culircndcn  Curvc  zweiter  Classc.  Diese  Curve,.  zweiter  Classe  hat,  was  die  Form  ihrer 
Gleichung  zeigt,  zwei  zugeordifetc  Durchmesser,  welche  mit  den  beiden  Coordinaten- 
Axcn  zusammenfallcn. 


547.  Wir  können  aach,  ohne  dabei  irgend  einer  Schwierigkeit  zu  begegnen,  auf 
die  in  dem  Vorstehenden  entwickelte  Theorie  des  Contactes  Gränz -Betrachtungen  an- 
wenden,  und  ihr  dadurch ,'  in  jeder  Beziehung,  dieselbe  Evidenz  geben  als  der  gewöhnli- 
chen Theorie.  Da  diese  Betrachtungen  indess  nichts  Neues  darbictcn  würden,  so  gehe 
ich  hier  in  dieselben  nicht  ein,  und  da  wir  iiberdiess  später  die  verschiedenen  Arten  des 
Contactes  zweier  Curvcn  noch  ans  einem  andern  Gcsichtspuncte  betrachten  werden , so 
beschränken  wir  uns  in  dem  Folgenden  bloss  auf  die  Berührung  zwischen  einer  gegebe- 
nen Cnrvc  zweiter  Classe  und  einer  gegebenen  geraden  Linie. 

Es  sei  wiederum : 

Aw’-f-QBvw-f-Cv’-f-zDuw-t-tEuY-t-Fü3  *=  o, 

die  allgemeine  Gleichung  der  Curven  dieser  Classe,  und  (w",  v",  n”)  eine  gegebene,  diese 
Corve  berührende,  gerade  Linie.  Bezeichnen  wir  den  ersten  Tbeil  der  vorstehenden  Glei- 
chung, der  Kürze  halber,  durch  U,  so  kommt: 

dU  ’ 

=>  2(Aw-f.Bv-+-Du),  ■ 


^ = 2(Bw-fCv-t-Eu), 


-j—  — 2(Dw»f»Ev*f-Fo); 

und  mithin  erhält  man  für  die  Gleichung  des  Berührnngspunctcs  auf  der  gegebenen  ge- 
raden Linie: 

(Aw''4-Bv''+Du',)w4-(Bw"'4-Cv''-f-Eu")v-f-(Dw"-f-£v''-t-Fu'’)n  «=  o. 

SuS.  Die  End -Gleichung  der  vorigen  Nummer  ist  in  Beziehung  auf  die  drei  verän- 
derlichen Grössen  w,  v nnd  u und  die  drei  Coordinaten  der  gegebenen  Tangente  w", 
V nod  u~  symmetrisch,  so  dass  wir  sie  auch  auf  folgende  Weise  schreiben  können: 
(Aw-f-Bv-+-Dn)w’'-f-(Bw4-Cv-f-Eu)v"-|-(Dw-f-Ev-t-Fii)a"  = o.  (1) 

Wenn  noch  irgend  eine  zweite  Tangente  (w™,  ▼*”,  u”)  der  Corve  zweiter  Classe  ge- 
geben ist,  so  erhalten  wir  für  den  BerUhrungspunct  anf  dieser  zweiten  Tangente: 

(Aw+Bv+Da)w'"+(Bw+Cv+Eu)v'"+(Dw+Ev+Fu)u~  = o.  (») 

Die  beiden  Gleichungen  (t)  nnd  (2)  werden  beide  befriedigt,  wenn  wir  in  dieselben  die 
Coordinaten -Wcrthe  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  beiden  Bcrührnngspuncte  auf 
den  beiden  Tangenten  verbindet,  statt  der  veränderlichen  Grössen  substituiren.  Substi- 
tuiren  wir  wirklich,  indem  wir  jene  Coordinaten- Wcrthe  w',  y und  n'  nennen  nnd  be- 
trachten alsdann  w",  v“  und  u“  in  (l)  nnd  w'",  v”  und  u"  in  (2)  als  veränderlich  und  las- 
sen demzufolge  die  Accente  fort,  so  gehen  beide  Gleichungen  in  folgende  über: 

(Aw'+Bv'+Du^w+fBw'+Cv’+Eu^v+fDw+Ev+Fn'Ju  *»  0.  (s) 

Diese  Gleichung  stellt  einen  Punct  dar,  nnd  dieser  Punct  ist  kein  anderer  als  dtr 
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Durchschnitt  der  beiden  gegebenen  Tangenten  (w'~,  v"',  u"')  und  (w“,  v",  n"),  weil  di« 
Coordinaten  beider  Tangenten  die  letzte  Gleichung  befriedigen.  Die  Gleichung  (3)  stellt 
den  Pol  der  geraden  Linie  (w’,  v’,  u'),  die  wir  als  irgend  eine  gegebene  betrachten  kön- 
nen, dar.  Wenn  die  gegebene  gerade  Lima  die  gegebene  Gurre  berührt,  so  ist  der  B#- 
rtthrungspunct  ihr  Pol.  Auch  wenn  die  gegebene  gerade  Linie  der  Curve  nicht  begegnet, 
nennen  wir  den  durch  (3)  dargestellten  Punct  ihren  PoL  Die  Gleichung  (3)  stellt  immer 
cinru  reellen  Punct  dar,  also  auch  dann,  wenn  die  gegebene  Curve  zweiter  Classc  in  rin 
Svstcm  von  zwei  Punctcn  Übergeht  oder  imaginär  wird.  Jn  dem  erstem  Falle  haben  wir 
bereits  in  der  526.  Nummer  die  geometrische  Construction  des  Poles  nachgewiesen. 

5U9-  Wenn  wir  für  die  gegeben*  gerade  Linie  (w',  v',  □'),  deren  Pol  wir  nach  dem 
Vorstehenden  durch  die  Gleichung: 

dU  .^clü  , dü  . 

-J— W •+--« — v W+--T—U  a o, 
aw  dv  du 

darstcllcn  können,  insbesondere  die  erste  Axc  nehmen,  so  müsscu  wir  w = o und 
v'  = o setzen,  und  erhalten  hiernach  für  ihren  Pol  die  Gleichung 

^ = S(Dw-f-Ev-f-Fu)  = o. 

Auf  ähnliche  Weise  erhalten  wir  für  die  Gleichung  des  Poles  der  zweiten  Aic,  in- 
dem wir  w’  =>  o und  u'  »=  o setzen: 

^ s»  2(Bw-f*C*H-Eu)  ms  o. 

Indem  wir  endlich  v'  *=  o und  u = o setzen,  ergibt  sieb 

^ ■=  ä(Aw4-Bv-+-Du)  «=  o 

für  die  Gleichung  des  Poles  einer  nnendlich  »eit  entfernten  geraden  Linie;  eines  Punc- 
tes  also,  durch  den  alle  geraden  Linien  geben,  welche  die  Bcrilbrungspuncle  auf  irgend 
zweien  parallele-.;  Tangenten  verbinden,  des  Mittelpunctcs  der  Curve. 

550.  Zu  den  Resultaten  der  vorigen  Nummer  können  wir  auch  gelangen,  indem  wir 
den  Gegenstand  aus  einem  andern  Gcsichtspunclc  betrachten.  Wenn  wir  ncmlicb  u etwa 
gleich  Eins  setzen,  so  kommt: 


dw 

37 


dü 

_37 

dü 

35 


Ftii  ein  rnin  rnitm  oder  maxirnum  von  w verschwindet  bekanntlich  -p  und  cs  ergibt  sich: 

dü 

37  = °- 

Da  w das  von  der  jedesmaligen  geraden  Linie  auf  der  zweiten  Are  bestimmte,  negativ 
genommene,  Segment  bedeutet,  so  bezieht  sich  jenes  maximum  und  minimtini  auf  di« 
Tangenten  in  den  beiden  Dnrcbscbnittspunctcn  der  zweiten  Axe  mit  der  Curve  zweiter 
Classc.  Diese  Puncto,  welche  als  die  Durchscbnittspunctc  zweier  unmittelbar  auf  einan- 
der folgender  Tangenten  der  Curve  anznsehen  sind,  bilden  den  Ucbcrgang  von  solchen 
Puncten  der  zweiten  Axc,  von  welchen  aus  zwei  reelle  Tangenten  sieb  an  die  Curve  lagen 
lassen,  zu  solchen  Puncten,  für  welche  diese  Tangenten  imaginär  werden.  Da  ib’c  letzt» 
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Gleich iing  vom  ersten  Grade  ist,  so  stellt  sic  also  denjenigen  Punct  dar,  in  welchen  die 
beiden  Tangenten  in  jenen  beiden  Dnrchschnittspanctcn  der  Curvc  mit  der  zweiten  Axe 
sich  schneiden. 


Hei  derselben  Voraussetzung  als  eben verschwindet 


dv 


und  v wird  also  maximum 


oder  minimum,  wenn: 


du 


Iw 


o. 


v bezieht  sieb  auf  die  Hichtong  der  jedesmaligen  geraden  Linie  und  wird  folglich  maxi- 
mum oder  minimum  für  die  beiden  Asymptoten  der  Cnrve  zweiter  Classc.  Die  letzte 
Gleichung  wird  also  befriedigt,  wenn  wir  die  Coordinaten-  YVcrlhe  dieser  beiden  Asymp- 
toten in  dieselbe  substitniren,  und  stellt,  da  sie  Oberdiess  vom  ersten  Grade  ist,  den 
Durchschnitt  der  beiden  Asymptoten,  den  Mittelpunct  der  Curvc,  dar.*) 


*)  Wir  kommen  in  allgemeinen  Ilesulfaten 
gern!  einer  beliebigen  Classe  atmenden. 


wenn  wir  die  obige  Schlossweise  auf  Corven  ir- 

Es  sei: 

0 = o,  0) 

die  Gleichung  irgend  einer  Cnrve  irgend  einer  m.  Classe.  Alsdann  ist 

dü  , 

dr  ” ° W 

eine  Gleichung  des  (m— 1),  Grades,  die  eine  Carte  derselben  Classe  darstellt,  welche  von 
denjenigen  Tangenten  der  gegebenen  Curve,  für  welche  w maximum  oder  minimum  ist, 
also  von  den  Tangenten  in  den  Durchschnittspuncten  der  letztgenannten  Carve  mit  der  «wei- 
ten Axe,  ebenfalls  berührt  wird.  Die  Coordinaten  dieser  Tangenten  erhalten  wir  durch 
Verbindung  der  vorstehenden  beiden  Gleichungen.  Die  Zahl  dieser  Tangenten  beträgt  also, 
im  Allgemeinen,  m(tn— -1)  und  in  eben  so  vielen  Puncten  wird  die  gegebene  Curve  m. 
Classe  von  der  zweiten  Axe  geschnitten;  oder,  mit  andern  Worten,  eine  Gurve  ra.  Classe 
ist , im  Allgemeinen,  von  der  iu(m— i).  Ordnung.  Da  wir  für  die  zweite  Axe  jede  beliebige 
nehmen  können,  so  erhalten  wir  sogleich  folgenden  bekannten  Satz: 

Die  Tkngenten  in  den  Durchschnätspuncten  einer  beliebigen  geraden  Linie, 

mit  einer  Curve  m,  Classe , berühren  ein  und  dieselbe  Curve  {m — /).  Classe. 

Die  Gleichung: 

“ °>  (3)  . 

stellt  ebenfalls  eine  Cnrve  (m— t).  Classc  dar.  Diese  Cnrve  wird  von  denjenigen  Tangenten 
der  gegebenen  Cnrve,  für  welche  v maximum  oder  minimum  ist,  also  von  den  Asympto- 
ten der  letztgenannten  Curve,  berührt.  Zur  Bestimmung  dieser  Asymptoten,  deren  es  ist 
Allgemeinen  m(m — 1)  gibt,  brauchen  wir  also  nur  zwischen  (1)  and  (3)  sa  elimiairen.  Zu- 
gleich ergibt  sich  folgender  Satz: 

Die  m[m—s)  Asymptoten  einer  Curve  m.  Classe  umhüllen  ein  und  dieselbe  Curve 
( m — t ) . Classe. 

Es  folgt  dieser  Satx  ans  dem  vorhergehenden,  wenn  wir,  was  erlaubt  ist,  annehmen, 
dass  die  Bcrübrungspnnctc  auf  den  Asymptoten,  alt  anendlich  weit  entfernt  liegende  Panclc 
derselben  Ebene,  in  gersder  Linie  liegen.  — 

Wenn  wir  von  irgend  einer  homogenen  Gleichung  des  m.  Grades  zwischen  x,  y and  s 
aasgehen  and  diese  Gleichung,  der  Kurie  halber,  durch 

Z vm  O,  (♦) 

bezeichnen,  so  stellen  die  Gleichungen: 

dZ  dZ  ‘ 

17“°'  W 

Curvcn  der  (m — 1).  Ordnung  dar,  welche  durch  diejenigen  m(m — 1)  Punctc  der  gegebenen 
Curvc  gehen,  denen  ein  maximum  oder  minimum  der  Ordioatcn  und  Abscisscn  entspricht 
und  die  also  die  Bcrührungspunctc  auf  denjenigen  Tangenten  der  gegebenen  Curve  sind, 
welche  der  ersten  und  zweiten  Coordinaten  - Axe  parallel  sind.  Ebenso  stellt  die  Gleichung: 


9 
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551.  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  diejenige  Bedingung«  - Gleichung  entwickeln, 
welche  Statt  finden  muss , wenn  der  durch  die  Gleichung : 

«'w+x’v+/n  ■=  o,  (0 

darges  teilte  Punct,  anf  einer  gegebenen  Cnrve  zweiter  Classe: 

Aw*+2  Bvw+ C vM-2Da  w+2Eu  v+F a2  «a  o,  (•) 

liegen  »oll.  Wenn-  die  Gleichung  des  gegebenen  Pnnctcs  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
des  Bcrührungspunctcs  auf  einer  durch  diesen  Pnnct  gehenden  Tangente  (w‘,  v",  u")  /iden- 
tisch sein  soll,  so  erhält  man: 

Bw"+(V'-i-Eu"  x*  Dw+Ev'-fFu"  y . 

Aw  +Bv'  +bu"  i * Aw  '+B  v" +Du"  * 

Neben  diesen  beiden  Gleichungen  besteht  auch  folgende: 

• iV +xV+yu"  o,  (4) 

und  um  die  gesochte  Bedingung»  - Gleichung  zu  erhalten , brauchen  wir  nur  zwischen  den 
»erstehenden  drei  Gleichungen  die  Coordinaten  der  geraden  Linie  (w“,  »’,  u")  zu  elimini- 
rcn.  Auf  diese  Weise  kommt: 

(B*-AC)y  l+2(AE-BD)xy4<D>-AF)x'»+2(CD-BE)y'z+S{BF-DE)xV-KE,-CF)*»  - o,  <*) 
eine  Gleichung,  die  derjenigen  analog  ist,  zu  der  wir  auf  einem  andern  Wege  schon  in 
der  484.  Nummer  gekommen  sind. 

Wir  hätten  auch  statt  der  Gleichung  (4)  folgende  Gleichung: 

Aw"2+2Bv^ w'+Cv'+SDtCw'+sEuV'+Fn'2  =»  o, 
nehmen  und  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  beiden  Gleichungen  (3)  w",  v“  und  u" 
eliminiren  können.  Diess  ergibt  sich  a priori,  weil  der  gegebene  Punct  anf  der  Gurre 
liegen  soll,  kann  aber  auch  ohne  Miihe  direct  nachgewiescn  werden.  Denn,  aSdiren  wir 
die  beiden  Gleichungen  (3),  nachdem  wir  die  erste  derselben  mit  v“  und  die  zweite  mit 
u"  multiplicirt  haben,  so  rcducirt  sich  der  erste  Thcil  der  rcsultirendcn  Gleichung,  wenn 
wir  zugleich  auf  die  letzte  Gleichung  Rücksicht  nehmen,  anf  (— w*)  und  somit  erhalten 
wir  die  Gleichung  (4). 

552.  Wenn  wir  y,  x and  z als  veränderlich  betrachten,  so  ist  (5)  die  Gleichung 
zwischen  Punct- Coordinaten  der  durch  (2)  dargestellten  Curve  zweiter  Classe.  Der  Kürze 
halber,  wollen  wir  diese  Gleichung  auf  folgende  Weise  schreiben: 

ay2-Htbxy+cx2+2dyz-t-2exz+fz2  = o,  (6)  • 

indem  wir  die  Accente  fortlassen  und 

b AE-BD  c D2-AF 

ä “ B>— AC ’ ä “ B^C' 


dz 

di 


T - *» 


(*) 


nuc  Corve  der  (m— 1).  Ordnung  dir,  welche  durch  diejenigen  m(m— X)  Puncte  geht,  in 
welchen  die  durch  den  Aufingspunct  der  Coordinaten  gehenden  Tangenten  der  gegebenen 
Curve  dieselbe  berühren;  denn  diesen  Poncten  entspricht  ein  moiiranm  oder  minimum  in 
Quotienten  der  Abscissen  der  Puncte  der  Curve  io  die  Ordinalen  derselben  (418).  Wenn 
daher  die  gegebene  Curve  (4)  von  der  iweitcn  Ordnung  ist,  so  stellen  die  Gleichungen  (») 
diejenigen  beiden  Durchmesser  derselben  dar,  deren  logeordnete  der  ersten  und  tweilen 
Ajte  piialle!  sind,  und  die  Gleichung  (6)  stellt  die  Polare  des  Anfangspunetes  dar.  Wir 
sehen  zugleich,  dass  eine  Curve  m.  Ordnung  iin  Allgemeinen  von  der  m(m — 1).  Classe  ist, 
»eil  an  eine  solche  Curve  aich  im  Allgemeinen,  von  einem  gegebenen  J’uucte  aus,  m(u> — 1) 
reelle  oder  imaginlre  Tangenten  legen  lassen. 
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d CD-BE  e BF-DE 

ä “ B’— AC  ’ ä ~ B1— AO  ’ W 

f E5— CF 
ä “ B’-AC’ 

setzen.  Wenn  wir,  umgekehrt,  von  der  Gleichung  (6)  aasgehen,  and  die  Bedingungs- 
Gleichung  Sachen,  dass  die  durch  folgende  Gleichung: 

w'z+v'x+n'y  = o, 

dargestellte  gerade  Linie  die  gegebene  Curvo  berühre,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  zugleich 
die  Accente  von  w',  v"  nnd  u'  fortlassen  (171): 

(b1 — ac)w4-2(ae — bd)vw+(d’ — af)v5+2(cd — bc)nw+2(bf— d2)nv+(c2 — cf)u’  »=  0. 

Diese  Gleichung  stellt  die  durch  (6)  gegebene  Curve  zweiter  Ordnung  (und  zweiter  Classe) 
durch  Linien  - Coordinatcn  dar  nnd  ist  also  nolhwcndig  mit  der  ursprünglich  gegebenen 
Gleichung  identisch,  so  dass: 

B __  ac — bd  C _ d1— af 

A = b1— ac  * X = t1— ac’ 

D cd-be  E bf-de 

A °*  A “ b’-ac’ 

F e* — cf 


(») 


5 b^ — ac  ’ 

Die  Coefficienten  der  beiden  Gleichungen  (2)  nnd  (6)  werden  also  gegenseitig  gerade 
auf  dieselbe  Weise  durch  einander  ausgedrückt.  Wir  können  uns  hiervon  auch  direct 
überzeugen,  ohne  die  letzten  Entwicklungen  zu  machen;  denn  aus  den  Gleichungen  (7) 
erhalten  wir  nach  einigen  leichten  Umformungen  unmittelbar  die  Gleichungen  (8).  Um- 
gekehrt erhalten  wir  auch  aus  diesen  Gleichungen  jene.  — 

553.  Wenn  wir  der  Gleichung  des  Punctcs  (l),  der  auf  dem  Umfange  der  Curve  (2) 
liegt,  folgende  Form  geben : 


n v _ w . . 

±-.+-,T-,  = o,  (,) 

so  sind,  wenn  wir  in  dieser  Gleichung  die  obern  Zeichen  nehmen,  w',  v'  und  a Coor- 
dinatcn einer  Diagonale  desjenigen  Parallclogramtnes,  dessen  Seiten  den  Coordinatcn- 
Axcu  parallel  sind  und  dessen  andere  Diagonale  den  Pnnct  (9)  mit  dem  Anfangspnncte 
verbindet.  Es  sind  ferner  w’,  >/,v'  und  ,/,u‘,  wie  man  sogleich  einsieht,  Coordinatcn  der- 
jenigen geraden  Linie,  die  durch  den  Punct  (9)  geht,  und  die,  bis  zu  den  Coordinatcn- 
Axcn  verlängert,  in  diesem  Puncte  halbirt  wird. 

Wenn  wir  ferner  in  der  Gleichnng  (9)  die  untern  Zeiohcn  nehmen,  so  sind  w',  v 
und  u'  Coordinatcn  einer  solchen  geraden  Linie,  die  derjenigen  parallel  ist,  welche  den 
Punct  (9)  mit  dem  Anfadgspuncte  verbindet,  und  durch  denjenigen  Punct  der  zweiten 
Axc  geht,  dessen  Ordinate  der  Ordinate  jenes  Panctes  gleich  ist.  Es  sind  '/aw',  ’/jV 
und  u Coordinatcn  derjenigen  geraden  Linie,  die  durch  den  Punct  (9)  und  denjenigen 
Punct  der  zweiten  Axe  geht,  dessen  Ordinate  der  halben  Ordinate  des  Punctcs  (9)  gleich 
ist,  nnd  die  also  in  einen  solchen  Punct  der  ersten  Axe  einschncidet,  dessen  Abscisse 
der  negativ  genommenen  Abscisse  des  Pnnctes  (9)  gleich  ist. 

554.  Die  Gleichung  (6)  steigt,  wenn  wir  die  Gleichung  (9),  statt  der  Gleichnng  (t), 
zu  Grande  legen,  in  Beziehung  auf  die  Konstanten  dieser  neuen  Gleichung,  im  Allge- 
meinen, bis  zum  vierten  Grade  und  stellt  also,  wenn  wir  diese  Cpnstanten  w’,  v'  nn4  o’ 
IL  16 
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als  Linien  - Coordinaten  und  veränderlich  betrachten,  im  Allgemeinen  eine  Cnrvc  vierter 
Classc  dar.  Wir  wollen  einige  Fälle  betrachten,  wo  der  Grad  dieser  Gleichung  sich 
redneirt. 

Wenn  wir  von  folgender  Gleichung: 

Aw’+2Env  =s  o, 

die  eine  auf  ihre  Asymptoten  als  Coordinalcn -Axcn  beiogene  Hyperbel  darstellt  (461 ), 
ausgehen,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (5)  für  diesen  Fall  in  folgende: 

2Ax'y'+Ez'1  — o. 

Wenn  wir  in  diese  Gleichung  statt  x',  y nnd  x'  die  (konstanten  der  mit  den  obern 

Zeichen  genommenen  Gleichung  (9)  einflihren,  indem  wir  x’  = — , x’  = — , nnd  y i. 

setxcn,  so  ergibt  sieh:  *- 

2Aw’5+EuV  = o, 

und  endlich,  wenn  wir  = v und  ’/ju  =»  u setzen,  so  kommen  wir  xn  der  Glei- 
chung : _ . 

Aw*+2Euv  = o, 

suriiek,  von  welcher  wir  nrspriinglich  ausgegangen  sind.  Wenn  wir  dieses  Resultat  nach 
der  vorigen  Nummer  deuten,  so  erhalten  wir  den  allbekannten  Satz,  dass  jede  von 
den  Asymptoten  einer  Hyperbel  begränzte  Tangente  derselben  im  B c- 
riih  rungsp  unc  tc  halbirt  wird. 

555.  Wenn  wir  von  der  Gleichung: 

2livw+Fu!  = o. 

welche  eine  Parabel  darstellt,  die  auf  einen  ihrer  Durchmesser,  als  erste,  und  die  Tan- 
gente im  Scheitel  desselben,  als  zweite  Axc,  bezogen  ist,  ausgehen,  so  verwandelt  sich 
die  Gleichung  (5)  in  folgende: 

By'*+2FxY  «=  o. 

Wenn  wir  in  diese  Gleichung  die  Constantcn  der  mit  den  nntern  Zeichen  genommenen 
Gleichung  (9)  einflihren,  und  also  z’  , x’  — nnd  y =»  — setzen,  so  kommt: 

BvV+aFn'*  = o, 

und  endlich,  indem  wir  w nnd  v statt  ’/jw’  und  */2v'  schreiben: 

aBvw+Fu1  = o: 

die  Gleichung,  von  der  wir  nrsprUnglieh  ausgegangen  sind.  Deuten  wir  dieses  Resultat 
nach  der  553.  Nummer,  so  erhalten  wir  den  allbekannten  Satz,  dass  ftir  jeden  Punct 
der  Parabel  (auf  die  in  dem  Obigen  bezcichneten  Coordinaten - Axen  bezogen)  die 
Subtangente  der  doppelten  Abs cisse  gleich  ist. 

556.  VVcnn  die  gegebene  Curve  ciao  Hyperbel  ist,  nnd  auf  Coordinaten- Axcn,  die 
auf  dem  Umfange  derselben  sich  schneiden  und  den  Asymptoten  parallel  sind,  bezogen 
wird,  nnd  demnach  folgende  Bcdiugungs -Gleichungen  Statt  finden: 

Bj-AC  = 0,  D!— AF  = 0,  E1— CF  = o, 

so  redneirt  sich  die  Gleichung  (5)  auf  folgende: 

(AE-BD)x’y'+(CD--BE)yV-KBF— DE)xY  = o. 

Diese  Gleichung  verwandelt' sich , da  nach  den  vorstehenden  Bcdingongs- Gleichungen : 
CD-BE  B E BF-DE  D F 

SE_gü  = __  = +D,  AE-iiß  = ~ä  = ~\y 

in  jede  von  folgenden  beiden: 
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• Ax’y'— By'z'— Dx'z‘  = o,  .1  («») 

Di'y'+EyV -Fxx  «=  o.  (u) 

Wenn  wir  nun  erstens  in  die  Gleichung  (10)  die  Constantcn  der  mit  dm  okem 
Zeichen  genommenen  Gleichung  (Q)  cinfiihren,  indem  wir  z'  = — t o *.  und  y = -, 
setzen,  so  verwandelt  sich  dieselbe,  wenn  wir  redneiren  und  die  Accente  fortlasscn,  in 
folgende  Gleichung : 

Aw+Bv+Du  = o, 

welche,  wenn  wir  w,  v und  u als  veränderlich  betrachten,  den  Mitlclpunct  der  gegobe- 
nen  Hyperbel  darstcllt.  Deuten  wir  also  nach  der  553.  Nummer,  so  erhalten  wir  folgen- 
den bekannten  Satz: 

Eine  Diagonale  aller  derjenigen  Parallelogramme  t deren  zwei  Winhelpuncte  auf 
einer  gegebenen  Hyperbel  liegen  und  deren  Seiten  den  Asymptoten  derselben  parallel 
sind , geht  immer  durch  den  Mittelpun  kt  der  Hyperbel,  (283) 

Wenn  wir  in  der  letzten  Gleichung  v und  u mit  2v  und  2n  vertauschen,  so  er- 
gibt  sich: 

Aw+?Bv+2Du  = o. 

Diese  Gleichung  stellt  einen  solchen  Ponct  dar,  der  auf  der  gegebenen  Hyperbel  liegt 
und  zwar  auf  demjenigen  Durchmesser  derselben,  der  zugleich  durch  den  Anfaugspnnct 
geht.  (5331  Wir  erhalten  .also  folgenden  bekannten  Satz : 

W enn  man  durch  einen  Endpunet  eines  beliebigen  Durchmessers  einer  gegebenen 
Hyperbel  zwei  den  Asymptoten  derselben  parallele  gerade  Linien  zieht,  so  wird  jede 
durch  den  andern  Endpunet  gehende  und  1 on  jenen  Parallelen  begränzte  gerade  Linie 
in  ihrem  Durchschnitte  mit  der  Curve  halbirt. 

557.  Wenn  wir  zwcitcus-in  die  Gleichung  (tt)  die  Constanten  der  mit  den  un- 
tern Zeichen  genommenen  Gleichung  (9)  einfiihren  und  daun  die  Acccrfte  fortlasscn,  so 
verwandelt  sich  dieselbe  in  folgende: 

Dw+Ev-t-Fu  = o. 

Diese  Gleichung  stellt  den  Pol  der  ersten  Axc,  also  denjenigen  Punct  dar,  in  welchem 
die  Tangente  im  Anfangspunclc  der  jener  Axc  parallelen  Asymptote  begegnet.  Wenn 
wir  berücksichtigen , dass  wir  nach  einander  jeder  der  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel 
die  erste  Axc  parallel  und  jeden  von  zwei  gegebenen  aof  dem  Umfange  derselben  liegen- 
den Puncten  zum  Anfangspunclc  nehmen  kiinneo,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  zwei  Winhelpuncte  A und  B irgend  eines  Parallelogramms  auf  dem  Um- 
fange einer  gegebenen  Hyperbel  liegen  und  die  Seiten  desselben  den  Asymptoten  der 
Curve  parallel  sind,  so  bilden  diejenigen  beiden  geraden  Linien,  welche  durch  die  bei- 
den übrigen  Winhelpuncte  des  Parallelogramms  gehen  und  der  die  Winhelpuncte  A und 
B verbindenden  geraden  Unie  parallel  sind,  die  beiden  Asymptoten  und  die  beiden 
Tangenten  der  gegebenen  Hyperbel  in  den  beiden  Puncten  A und  B ein  Viereck  mit 
seinen  beiden  Diagonalen.  • 

Wir  können  hiernach  leicht,  wenn  eine  Asymptote  einer  Hyperbel,  die  andere 
Asymptote  der  Richtung  nach,  und  zwei  Punctc  gegeben  sind,  in  diesen  Puncten  die 
Tangenten  construircn  und  die  zweite  Asymptote  vollständig  bestimmen.  Wir  können 
auch , wenn  die  Richtung  der  beiden  Asymptoten  und  drei  Poncle  einer  {{ypcrbel  gege- 
ben sind , die  beiden  Asymptoten  bestimmen  und  zugleich  die  Tangenten  in  den  gegebfe 
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nen  Puncten  construiren.  Da  wir  die  drei  gegebenen  Punctc  anf  dreifache  Weise  "tu 
zwei  combinircn  können,  so  erhalten  wir  drei  Pnnctc  jeder  der  beiden  Asymptoten,  und 
somit  auch  einen  Satz  Uber  den  Durchschnitt  gerader  Linien. 

Wenn  wir  in  der  letzten  Gleichung  2w  und  2v  für  w und  V schreiben,  so  verwan- 
delt sich  dieselbe  in  folgende : 

2Dw+2Ev-+-Fu  =0} 

eine  Gleichung,  deren  geometrische  Bcdentung  die  533.  Nummer  enthält.  Auch  an  die- 
sen Fall  knäpfen  sich  Sätze  und  Constructioncn,  deren  Herleitung  keine  Schwierig- 
keit hat. 


558.  Wenn  der  durch  die  Gleichung  (t)  dargcstellte  Punct  auf  einer  gegebenen  ge- 
raden Linie  (v,  u)  liegt,  so  können  wir  dieser  Gleichung,  indem  wir  w = s'  *=  l und 
= a setzen,  folgende  Form  geben« 

(v — v')+a(a — u')  o, 

oder,  wenn  wir  zugleich,  nm  homogen  zu  machen,  wiederum  w hinzufUgen: 

(v'*4-au')w— v — au  *=  o.  (««) 

Die  Gleichung  (5)  verwandelt  sich  hiernach,  indem  wir  *’  «=»  v'H-an’,  *’  «=  — t und 
y = — a setzen,  in  folgende: 

(B3— AC)aM-2(AE-ÜD)a-KDJ-AF)— 2(CD-BE)(av'-t-aV)-2(BF-D£)(v'+auH- 

(E3— CF)(v'-Km')3  = o.  (.J) 

Wenn  wir  a als  gegeben  betrachten;  so  liegt  der  Pnnct  (y,  x'),  der  durch  die  Glei- 
chung (l)  und  (12)  dargestellt  wird,  auf  der  geraden  Linie 

T — ax.  («♦) 

die  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  geht  und  mit  der  ersten  Coordinaten  - Axc 
einen  Winkel  bildet,  dessen  trigonometrische  Tangente  a ist.  Betrachten  wir  daher  in 
(12)  v'  und  u’  als  beliebig  zu  bestimmende  Grössen,  so  stellt,  bei  gehöriger  Bestimmung 
derselben,  diese  Gleichung  jeden  beliebigen  Punct  der  geraden  Linie  (lt,)  dar.  Wenn 
wir  in  der  Gleichung  (13)  v und  n als  veränderlich  betrachten,  so  stellt  dieselbe,  wie 
ihre  Form  zeigt,  ein  System  von  zwei  Ponclcn  dar:  diese  beiden  Pnnctc  sind  also  keine 
andern  als  die  beiden  Dnrchschnittspnncte  der  gege  benen  Curve  (2)  und 
der  geraden  Linie  (14). 


559.  Wenn  eine  zweite  gerade  Linie  (v",  n“)  gegeben  ist,  auf  welcher  der  Punct 
(12)  liegt,  so  erhalten  wir: 

v" — v , , uV — vV 

a — ; „ v+ati  = — 3 7-  | 

n — u u — n 

und  wenn  wir  hiernach  aus  (13)  a climiniren,  so  kommt: 

(B!— AC)(v"— y')3— 2(AE— BD)(v”— v')(u"— n)-f(D3— AF)(u"— h')3+2(CD— BE)(v"— v) 

(u'V— vV)— 2(BF — DE)(n"— n’)(u'V — r^'l-f^E3 — CF)(oV — vV)3  = o:  (iS) 

eine  in  Beziehung  auf  V,  u"  and  v',  a symmetrische  Gleichnng.  Diese  Gleichung  drtickt 

aus,  dass  derjenige  Punct,  welcher  im  Durchschnitte  der  beiden  geraden  Linien  (v“,  a") 

und  (v’,  u’)  liegt,  und  dessen  Gleichung  folgende  ist: 

T~T'  - 

ein  Punct  des  Umfanges  der  gegebenen  Curve  (2)  ist  Wenn  wir  v"  und  u"  als  beliebige 
Constanten  betrachten,  so  können  wir  durch  die  letzte  Gleichung  jeden  beliebigen  Punct 
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der  geraden  Linie  (»',  u‘)  darslellcn.  Betrachten  wir  daher  in  der  Gleichung  (!5)  diesel- 
ben Grössen  v"  nml  n"  als  veränderliche  Grössen,  so  sind  die  beiden  Puncte,  welche 
diese  Gleichung  darstcllt,  offenbar  die  Darchschnittspancte  der  gegebenen  Cnrvc  (2)  mit 
der  gegebenen  geraden  Linie  (v’,  o1). 

Ich  verweile  hier  nicht  bei  der  Discnssion  der  Gleichungen  (13)  und  (15). 


§.  6. 

Zusammenstellung  ran  Oertern  zweiter  Ciasse  mit  gemeinsrhaftlic/tein 

Brennpuncte. 


56o.  Wir  haben  im  ersten  Paragraphen  dieses  Abschnittes  gesehen,  dass  wir  durch 
schickliche  Verlegung  des  Anfangspunctes  der  Coordinatcn,  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Curven  zweiter  Ciasse  folgende  Form  geben  können: 

(v— v^’-Hti— u’)l  -t  k*.  (i) 

Bei  der  Annahme  rechtwinkliger  Coordinatcn -Axcn,  auf  die  wir  nns  hierbei  beschränken 
wollen,  ist  alsdann  ein  Brcnnpnnct  der  dargcstclltcn  Cnrvc  Anfangspunct  der  Coor- 
dinaten. 

Das  Erste,  was  uns  hier  entgegentritt,  ist  die  Frage  nach  der  geometrischen  Bedeu- 
tung der  drei  Constantcn  in  der  vorstehenden  Glcichnng.  Zwei  dieser  drei  Constantcn 
v'  und  u können  wir  als  die  Coordinaten  einer  gegebenen  geraden  Linie  ansehen  und 
dieselbe  Dircctrix  nennen.  Wir  wollen  zunächst  diese  gerade  Linie  bestimmen. 

Für  die  Gleichung  des  Polcs  der  zweiten  Axe  erhalten  wir  (549),  indem  wir , in  Be- 
ziehung auf  v,  die  Gleichung  der  Curvc  differentiiren: 

v — v'  = o:  (») 

also  denjenigen  Punct  der  ersten  Axe,  dessen  Abscissc  gleich  (-J)  ist.  Auf  gleiche 
Weise  erhallen  wir,  indem  wir  in  Beziehung  auf  u differentiiren,  für  den  Pol  der  ersten 
Axe  folgende  Gleichung: 

u— u = o,  (s) 

die  denjenigen  Punct  der  zweiten  Axe  darstcllt,  dessen  Ordinate  gleich  X-h) 
ist.  Der  Pol  der  ersten  Axe  hegt  also  auf  der  zweiten  Axe,  und  der  Pol  dieser  Axe 
auf  jener. 

Die  gerade  Linie  (v‘,  u)  oder  die  Dircctrix  geht  durch  die  beiden  Puncte  (2)  und  (3), 
also  durch  die  Pole  der  beiden  Axen,  und  ist  demnach  keine  andere  als  die  Polare  des 
Anfangspunctes,  die  Polare  eines  Brcnnpnnctcs  der  Cnrvc  zweiter  Ciasse. 
Sic  ist  unabhängig  von  der  Ricbtnng  der  rechtwinkligen' Coordinaten- Axen. 

W'cnn  v =■  o,  so  ist  die  Directrix  der  ersten  Axe  parallel,  wenn  u =»  o,  so  ist 
dieselbe  der  zweiten  Axe  parallel;  in  dem  ersten  Falle  fallt  also  die  Hauptaxe  der  Curvc 
in  die  zweite  Coordinatcn  - Axe,  in  dem  zweiten  Falle  fällt  dieselbe  in  die  erste  Coordi- 
natcn-Axe.  Wenn  wir  zugleich  v'  •=>  o und  u = o setzen,  so  liegt  die  Directrix  unend- 
lich weit;  die  Gleichung: 

vM-n’  «=  k>, 

auf  welche  sich  die  Glcichnng  (t)  redneirt,  zeigt  aber,  dass  alsdann  die  bezügliche  Cnrvc 
ein  Kreis  ist,  dessen  Mittelponct  in  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  fällt. 
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56l.  ‘Wenn  wir  in  der  Gleichung  (I)  v ■=  V setzen,  so  ergibt  sich: 

u — u'i-lc, 

und  wenn  wir  diese  beiden  Werlbc  von  n durch  tr  und  n"  unterscheiden,  so  kommt 

u'— u"  — 2k. 

Diese  beiden  Wcrlhe  beziehen  sich  auf  diejenigen  beiden  Tangenten  der  Cnrvc,  die 
durch  den  Durchschnitt  der  Dircctrix  mit  der  ersten  Axc  gehen.  Da  dieser  Puncl  der 
Pol  der  zweiten  Axc  ist,  so  (allen  die  Berührungspunctc  auf  jenen  beiden  Tangenten  in  diese 
zweite  Axc.  u-  und  n"  bedeuten  also  die  rcciprokcn  Wcrthc  derjenigen  Segmente  dieser 
Axc , welche  zwischen  dem  Brennpnnctc  und  den  Durchschnitten  derselben  mit  der 
Curve  liegen.  Nennen  wir  diese  Segmente  r und  r,  so  erhalten  wir,  mit  Berücksichti- 
gung ihrer  Lage,  aus  der  letzten  Gleichung: 


1 1 
r^r 


Qk; 


wobei  wir  für  den  Fall  der  Ellipse  und  Parabel  immer  das  obere  Zeichen,  fUr  den  Fall 
der  Hyperbel  das  obere  oder  nntcrc  Zeichen  nehmen  müssen,  jjo  nachdem  die  zweit* 
Axc  nur  einem  oder  beiden  Zweigen  der  Hyperbel  begegnet. 

Auf  gleiche  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  diejenigen  Segmente,  welche  auf  der  er- 
sten Axc  zwischen  den  Durchschnitten  derselben  mit  der  Curve  und  dem  Brcnnpnnclt 
liegen,  s und  s'  nennen:  , 

= 2k. 

- S S 

Die  halbe  Summe  der  rcciproken  Wcrlhe  derjenigen  beiden  Segmente  einer  beliebi- 
gen, durch  einen  Brcnnpunct  einer  Ellipse  oder  einer  Parabel  gehenden,  geraden  Linie, 
die  zwischen  diesem  Punctc  und  den  Durchschnitten  der  geraden  Linie  mit  der  Curve  lie- 
gen, ist  conslant  und  gleich  2k  (503).  Für  den  Fall  der  Hyperbel  ist  die  Summe  oder  die 
Diffczenz  jener  reciprokcn  Wcrlhe  constant  und  gleich  2k , je  nachdem  die  durch  einen 
Brcnnpunct  gehende  gerade  Linie  nur  einen  Zweig  derselben  oder  beide  Zweige  schnei- 
det. Es  ist  also  auch  k gleich  dem  rcciproken  Wcrthc  derjenigen  halben  C.bordc  der  ge- 
gebenen Curve,  die  im  Brcnnpunctc  halbirt  wird,  und  mithin  auf  der  Axc  der  Curve 
senkrecht  sicht. 


562.  Eh  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  die  Constantcn  folgender  Gleichung: 

(v — v’)34-2(v— v'Xu— u'JcostM-iu— u’)’  — k3, 

betrachten.  Wir  können  durch  diese  Gleichnng  jede  beliebige  Curve  zweiter  Classe  dar- 
stellen, indem  wir,  wie  oben,  den  Urennpunct  zum  Anfangspuncte  nehmen,  aber  Coor- 
dinaten-Axcn  wählen,  die  mit  einander  irgend  einen  beliebigen  Winkel  9 bilden  (503). 
Für  die  Pole  der  zweiten  und  ersten  Axc  erhalten  wir,  indem  wir  diflerrntiiren , folgend* 
Gleichungen:  . 

(v — v>+-(u— u’)cos3  = 0, 

(u — u')-+-(v— v')cos9  = o. 

i »i esc  Gleichungen  werden  beide  befriedigt,  wenn  wir  zugleich 

v = v',  u = u’, 

setzen,  die  gerade  Linie  (v,  u)  geht  also  durch  die  Pole  der  beiden  Azcn,  ist  die  Polare 
des  Anfangspunctes,  Directrix  der  Curve. 

Die  Constante  k können  wir  auf  demselben  Wege  bestimmen,  als  in  der  vorigen 
Nummer,  und  begegnen  alsdann  einem  neuen  geometrischen  Satze. 
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563.  Wir  wenden  nns  nnn  zur  Gleichung 

(i-.M"-«')’  = k»  (,) 

zurück,  und  wollen  die  verschiedenen  Arten  von  Cnrven,  welche  diese  Gleichnng,  hei 
verschiedener  Constanlcn  - Bestimmung,  darstellen  kann,  discotircn.  Der  für  diese  Dis- 
cossion,  in  Beziehung  auf  die  allgemeine  Gleichung: 

Aw’-f-ißvw-t-Cv’+aDuw-t-sEuv-t-Fa’  «=  o, 
charactcristische  Ausdruck : 

(AE— BD)1— (AC— B’JfAF— D*), 
verwandelt  sich,  für  den  Fall  der  Gleichung  (l),  indem  wir 


A = v,J+u'J — kJ, 
setzen  , in  folgenden : 


B <=  — » 


D - — u', 
AkJ. 


Es  gehen  ferner  die  beiden  AnsdrUckc : 

AC— B», 

in  folgende  über:  ' . 

u,J— k’, 


AF-D», 

V’-k». 


i.  E 

W 


tt 


o. 


Wenn  die  gegebene  Gleichung  (t)  eine  Hyperbel  darstcllen  soll,  so  muss  der 
Ausdruck  (2)  positiv  sein  (i|5y),  und  also  auch  A,  so  lange  k reell  bleibt.  Hiernach 
kommt: 

v'M-u'!  > k’. 

Wenn  wir  annchmen,  kJ  sei  negativ,  so  müsste  A negativ  sein,  damit  der  Ausdruck  (2) 
positiv  würde,  so  dass: 

f’+o'1  < k3; 

eine  Bedingung,  die  ftir  den  in  Bede  stehenden  Fall  nicht  erfüllt  werden  kann,  so  lange 
v'  und  n'i  und  also  auch  die  Dircctrix  reell  bleiben  sollen. 

Die  zweite  oder  erste  Coordinatcn  - Axc  ist  einer  der  beiden  Asymptoten  der  Hyper- 
bel parallel  (ii50),  wenn 

k’  = n",  oder  k1  = v'2. 

Die  geometrische  Deutung  dieser  Resultate  gibt  uns  folgenden  Satz: 

Wenn  man  durch  einen  Brcnnpunct  einer  gegebenen  Hyperbel  den  Asymptoten 
derselben  zwei  gerade  Linien  parallel  zieht,  so  Hegen  die  Durchschnitte  dieser  beiden 
geraden  Linien  mit  der  Dircctrix  auf  dem  Umfange  eines  Kreises,  dessen  ein  Durch- 
messer die  durch  den  Brcnnpunct  gehende,  der  Dircctrix  parallclle , Chordc  der  gege- 
benen Hyperbel  ist. 

Wenn  die  Gleichung  (t)  eine  Ellipse  darslellen  soll,  so  muss  der  Ausdruck  (2) 
negativ  sein  nnd  also  auch  A,  so  lange  k reell  bleibt,  und  also: 

k1  > v’!-t-u'J. 

Die  dargestellte  Ellipse  ist  alsdann  immer  reell,  weil  die  letzte  Bedingung  mit  sich  bringt, 
dass  auch  die  beiden  Ausdrücke  (3)  negativ  werden  (456). 

Wenn  kJ  negativ  ist,  so  ergibt  sich ,•  damit  der  Ausdruck  (2)  negativ  werde: 

k2  < v',+u’. 

In  diesem  Falle  ist  die  Curve  imaginär,  weil  alsdann  nach  der  letzten  Bedingung  die 
Ausdrücke  (3)  nothwendig  positiv  sind. 

Die  allgemeine  Gleichung  stellt  eine,  gleichseitige  Hyperbel  dar,  wenn  die  Be- 

(wo.  A(M)_BW)  . 
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besteht,  weiche  in  vorliegendem  Falle  in  folgende  sich  verwandelt: 

2k’  =»  v'M-u'3. 

Wenn  wir  überdies*  die  Coordinaten- Axcn  den  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyper- 
bel parallel  nehmen,  so  erhält  die  Gleichung  (1)  folgende  Form: 

(v— k)5-t-(u— k)3  «=  k3. 

Wenn  k *=  o , so  verschwindet  der  Ausdruck  (2)  und  die  Gleichung  (l)  stellt  mithin 
.ein  System  von  zwei  Punctcn  dar.  Da  alsdann  aber  die  beiden  Ausdrücke  bei  (3)  nega- 
tiv werden,  so  sind  diese  beiden  l’unctc  nothwendig  imaginär,  oder,  was  dasselbe  heisst, 
die  Gleichung  (1)  stellt  eine  gerade  Linie  dar.  Wir  sehen  diess  auch  unmittelbar  ans 
dieser  Gleichung.  Die  dargestelltc  gerade  Linie  ist  die  gemeinschaftliche  Directrix  aller 
derjenigen  Curvcn , welche  durch  die  Gleichung  (t)  dargcstellt  werden,  wenn  wir  in  der- 
selben v'  und  n'  als  ein  fitr  alle  Mal  gegeben  betrachten  and  für  k nach  einander  belie- 
bige Werthc  nehmen  (560). 

Wenn  endlich  A ■=>  o,  also: 

k3  ■=>  v ’-t-u’5, 

so  stellt  die  Gleichung  (l)  eine  Parabel  dar. 

Hiernach  stellt,  indem  wir  zusammenfassen , die  Glcichuog  (1),  wenn  wir  derselben 
folgende  Form  gehen: 

v3 — av'v+a3 — 2u'o  = M, 

eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  dar,  je  nachdem  M positiv,  gleich  Null  oder  nega- 
tiv ist.  Die  gerade  Linie,  welche,  im  Falle,  dass  k — o ist,  durch  diese  Gleichung 
dargestellt  wird,  bildet  den  Ucbcrgang  von  Hyperbeln  zu  imaginären  Curvcn  (521). 


564.  Es  sei  wiederum; 

(v — v')3-+-(n — u‘)3  « k3,  (,) 

die  Glcichnng  irgend  einer  Corvc  zweiter  Classe  und  (v",  u")  irgend  eine  Tangente  dieser 
Curve.  Alsdann  erhalten  wir  nach  einer  leichten  Reducion  (547): 

(»“— v')(v— v'y-Ku"— n’Xn— n)  *=  k3,  {,) 

fiu  die  Gleichung  des  Bcrührungspunctes  auf  der  gegebenen  Tangente. 

Wir  können  dieselbe  Gleichnng  anch  auf  folgende  Weise  schreiben: 

(v"— v')v*Hu"— o)u+N  =»  o, 

indem  wir,  der  Kürze  halber, 

(v" — vV+(u"— nV+k!  — — N, 

setzen.  Zur  Bestimmung  der  Entfernung  (D)  des  Berilhrnngspnnctc»  vom  Anfdiigspnncte 
der  Cnordinatcn  ergibt  sich  folgender  Ausdruck  (413): 

' r\  V'tXu"-  u';3-Kv"— v')’J 

D - ft 


und  da  (v",  n")  eine  Tangente  der  gegebenen  Cnrrc  ist,  so  kommt: 

D “ N’ 

Der  Absund  (P)  desselben  Punctes  von  det  Directrix,  oder  der  geraden  Linie  (v’,  n ) 
ist  nach  der  414-  Nummer  auf  folgende  Weise  bestimmt: 

k3 


Man  erhält  also : 


P 

D 


N W'(v'3-Hu’3)  ‘ 

k 

“ V (v'3-J-u'3) 


(t) 
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Da  dieser  Aasdruck  von  der  besonder»  Annahme  der  Tangente  (v",  n”)  unabhängig 
ist,  so  ist  klar,  dass  fUr  alle  Puncte  der  gegebenen  Cnrve  das  Verhältnis* 
von  P :n  ü dasselbe  bleibt.  Wenn  die  gegebene  Cnrve  eine  Parabel  ist,  so  ist 
k b'Cv'M-u’2)  und  mithin  P = D.  Für  den  Fall  der  Kllipsc  ist  P > Dj  fiir  den  Fall 
der  Hyperbel  P < D.  Für  den  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel  insbesondere  ist  l)  = P V3. 

Die  letzte  Gleichnng  ist,  wenn  wir  P and  ü als  veränderliche  Grössen  betrachten, 
als  eine  Gleichung  der  Cnrve  anzuschcn.  Die  Coordinatcn  sind  alsdann  die  Abstände  der 
Puncte  der  Cnrve  von  einer  gegebenen  geraden  Linie  (der  Directri*),}  und  von  einem'  ga- 
gebenen Puncte  (dem  Brennpunctc).  * 

565.  Wenn  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  gegeben  ist,  so  können  wir,  nach  einander, 
jeden  ihrer  beiden  Brennpunctc  zum  Anfangspuncte  nehmen,  und  jedem  Brennpnncte 
entspricht  eine  Directrix.  Der  constantc  Quuticnt  von  D in  P,  den  wir  i nennen  wol- 
len, ist  derselbe,  gleichviel  von  welchem  der  beiden  Brennpunctc  (die  in  Beziehung  auf 
die  Cnrve  eine  symmetrische  Lage  haben)  wir  aasgehen  mögen.  Man  erhält  daher  auch, 
wenn  man  die  Abstände  eines  beliebigen  Pnnclcs  der  Cnrve  von  den  beiden  Brcnnpnnc- 
ten  r und  r’,  und  die  Entfernung  der  beiden  Dircctriccn  von  einander  d nennt; 


wobei  wir  das  obere  Zeichen  für  den  Fall  der  Ellipse,  deren  jeder  Punct  zwischen  den 
Leiden  Dircctriccn  liegt,  und  das  nnterc  Zeichen  fitr  den  Fall  der  Hyperbel,  deren  jeder 
Punct  auf  derselben  Seite  ihrer  beiden  Dircctriccn  sich  beendet,  nehmen  müssen.  Be- 
trachten wir  ferner  nach  einander  die  Abstände  der  beiden  Scheitel  der  Hauplaxe  der 
Cnrve  von  einem  beliebigen  Brennpuncte  derselben  und  der  entsprechenden  Directrix,  so 
crbält  man; 


* • 

wenn  man  bemerkt,  dass,  je  nachdem  die  Curve  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  die 
Summe  oder  die  Differenz  der  beiden  Absüindc  von  dem  Brennpnncte  der  Ifauptaxo 
gleich  ist,  und  man  diese  Azc.  a nennt.  Aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  folgt« 

r+r*  = a. 

Die  Summe  der  beiden  Abstände  jedes  Punctes  des  Umfanges  einer  gegebenen  El- 
lipse von  den  beiden  Brennpunden  derselben  ist  eonstant  und  gleich  ihrer  grüssern 
Aze.  Die  Differenz  der  beiden  Abstünde  aller  Puncte  des  Umfanges  einer  gegebenen 
Hyperbel  von  den  beiden  Brennpunclcn  derselben  ist  eonstant  und  gleich  ihrer  reellen 


Are. 


666.  Wenn  wir  die  erste  Coordinateri  - Axc  durch  den  Durchschnittspnnct  der  Dl- 
rcctricen  irgend  zweier  gegebenen  Curven  mit  demselben  Brennpnncte  legen,  so  entspricht 
diesen  Direclriccn  dasselbe  v,  und  hiernach  können  wir  für  die  Gleichungen  der  beiden 
Corvcn  folgende  nehmen; 

(v-v'l’-K"— a)1  = k*. 

(v— v')M-(n—  n")2  =■  k'J.  ' ' 

Die  Wcrtbc  der  beiden  veränderlichen  Grössen,  Welche  die  beiden  vorstehenden  Glei- 
chungen zugleich  befriedigen,  sind  die  Coordinatcn  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
beiden  durch  diese  Gleichungen  dargcstelltcn  Curven.  Es  jst  ersichtlich , dass  es  solcher 
gemeinschaftlichen  Tangenten  nur  zwei  gibt.  Wir  erhalten  ferner  die  allgemeine  Gha- 
li. 17 
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cbong  aller  derjenigen  Curron  zweiter  Classc , .welche  mit  den  beiden  gegebenen  densel- 
ben 'Brennpunct  and  dieselben  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben,  wenn  wir 
eine  der  vorstehenden  beiden  Gleichungen  mit  einem  unbestimmten  Cocfiieicnten  mulli- 
pliciren  nnd  dann  za  der  andern  Gleichung  addiren.  Anf  diese  Weise  kommt,  nach  ei- 
nigen Rcdnctioncn: 

, / o’-h“u"  V (!+/j)(k3+/<k'!)— p(n’-u'')3 

(T_vy+^a___J  « (t^y  / « 

Die  Directrix  der,  bei  irgend  einer  Annahme  für  p,  durch  diese  Gleichung  dargestellten 
Curve  ist  ^ v’,  ^ und  geht  also  durfh  den  Durchschnitt  der  beiden  Directriccn 

(v‘,  u')  und  (v',  u“)  der  beiden  gegebenen  Curven. 

Wenn  wir  insbesondere  p — — l nehmen,  so  reducirt  sich  der  Grad  der  resullircn- 
den  Gleichung;  diese  Gleichung  stellt  alsdann  einen  Punct  dar,  und  zwar  den  Durch- 
schnittspunct  der  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  aller  in  Rede  stehenden  Curven. 
Wir  erhalten  für  diese  Gleichung  folgende: 

2(u” — u')u  = k3 — n'3— k,3-f-u"3 , (3) 

der  Dnrchschnittspunct  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  liegt  also  auf  der  zweiten  Coor- 
dinaten  - Axc. 

Die  Directriccn  aller  derjenigen  Curven  mit  demselben  Brennpuncte , welche  die- 
selben beiden  geraden  Linien  berühren,  gehen  durch  einen  festen  Punct.  Diejenigen 
beiden  geraden  Linien , welche  diesen  festen  Punct  und  den  Durchschnittspunct  der  bei- 
den gemeinschaßlichcn  Tangenten  aller  Curven  mit  dem  Brennpuncte  verbinden,  bilden 
am  Brennpuncte  einen  rechten  I Vinkel. 

Wenn  die  beiden  Gleichungen  (1)  insbesondere  zwei  P a r a b e 1 n darstellen,  so  stellt 
auch  die  allgemeine  Gleichung  (2)  nur  Parabeln  dar.  Die  Gleichung  (3)  reducirt  sich 
alsdann  auf  folgende: 

n =>  o, 

nnd  stellt  also  einen  Punct  dar,  der,  nach  der  Richtung  der  zweiten  Axe  hin,  unendlich 
weit  liegt.  Alle  durch  (2)  dargestellten  Parabeln  berühren  dieselbe,  dieser  Axe  parallele, 
gerade  Linie. 

56”.  Wir  können  auch,  um  zur  Gleichung  (2)  zu  gelangen,  von  einer  beliebigen  der 
beiden  Gleichungen  (1)  und  von  der  Gleichung  (3)  ansgehen,  nnd  auf  diesem  Wege  die 
allgemeine  Glcichnng  aller  derjenigen  Curven  bestimmen,  die  mit  einer  gegebenen  densel- 
ben Brennpunct  und  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  die  in  einem  gegebenen 
Pnnctc  sich  schneiden.  Wenn  wir  fiir  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  folgende 
nehmen: 

(v-vys-(n--u')1  k3, 

und  der  Gleichung  des  gegebenen  Pnnctes,  den  wir  wiederum  auf  der  zweiten  Axe  an- 
nehmen, folgende  Form  geben: 

o = c,  (4) 

so  erhalten  wir  die  gesuchte  allgemeine  Gleichung,  wenn  wir  die  letzte  Gleichung  mit  ei- 
nem unbestimmten  CoeOicienten,  mit  (2p),  multipliciren  und  dann  zur  vorhergehenden  Glei- 
chung addiren.  Auf  diese  Weise  kommt  nach  einer  einfachen  Reduction: 

(v— v’)3+{u— (u— /i))!  = k3-|-2(c— ujtt-bft1.  (4) 

Diese  Gleichung  stellt  insbesondere  eine  gerade  Linie  dar,  wenn  wir  p so  bestim- 
men, dass  der  zweite  Theil  derselben  verschwindet.  Setzen  wir  demnach: 
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/<M*2(c — n')/i-f-k2  «=  o,  (4) 

*0  erhalten  wir  für  fi  folgende  beiden  Wcrthc: 

fi  = — (c-  n')+W/[(c— u')’ — k3]. 

Die  Gleichung  (5)  stellt  also,  im  Allgemeinen,  bei  gehöriger  Bestimmung  von  ft,  jede 
von  zwei  geraden  Linien  dar.  Diese  beiden  geraden  Linien  fallen  zusammen,  wenn 

(«-»')’  = ks. 

und  also : 


c = u’+k. 

Man  sicht  sogleich,  dass  in  diesem  Falle  der  Punct  (4)  in  einem  der  beiden  Darob* 
scbnittspunctc  der  zweiten  Axe  mit  der  gegebenen  Curve  liegt.  Denn,  wenn  man  in  der 
Gleichung  der  gegebenen  Curve  v =■  v'  setzt,  so  erhält  man,  da  der  Punct  (v',  o)  der 
Pol  der  zweiten  Axe  ist,  das  u jener  Durchschniltspunctc  und  für  dieses  n die  obigen 
beiden  YVerthe  von  c.  ln  dem  vorliegenden  Falle  redneirt  sich  die  Gleichung  (5)  auf 
folgende: 

(v-v')2-f-(u— c)3  = o, 

und  stellt  also  die  gerade  Linie  (v\  c)  d.  h.  die  Tangente  in  dem  gegebenen,  auf  der 
gegebenen  Curve  liegenden  Punct  dar. 

Die  beiden  in  Rede  stehenden  geraden  Liuicn  sind  reell  oder  imaginär,  je  nachdem 
(c — u')1  > k3  oder  (c — u)3  < k2. 

Die  erste  der  beiden  vorstehenden  Bedingungen  können  wir  auch  auf  folgende  Weise 
schreiben: 

(c — u' — k)(c— u'-f-k)  > o.  ( 

Indem  Falle,  dass  die  Wcrthc  der  beiden  Ausdrücke  (u'-f-k)  und  (n'— k)  dasselbe  Zei- 
chen haben  (was  nur  für  den  Fall  der  Hyperbel  Statt  finden  kann),  muss  c entweder 
kleiner  oder  grösser  als  die  beiden  Ausdrücke  sein,  und  der  bezügliche  Punct  liegt  also 
innerhalb  der  Curve.  Wenn  die  beiden  Ausdrücke  (u’-f-k)  und  (u’ — k)  Wcrthc  von  ent- 
gegengesetztem Zeichen  habdh,  und  demnach  der  erste  derselben  positiv,  der  zweite  ne- 
gativ ist,  so  wird  die  letzte  Bedingung  erfüllt,  wenn  wir  c positiv  und  grösser  als  (u'+k), 
und  wenn  wir  c negativ  und,  abgesehen  vom  Zeichen,  grösser  als  (u* — k)  nehmen;  der 
bezügliche  Punct  liegt  also  zwischen  den  beiden  Dnrchschnittsponcten  der  zweiten  Axe 
mit  der  Curve,  das  heisst,  innerhalb  der  Curve.  Wir  sehen  hieraus,  dass,  wenn  der 
gegebene  Pnnct  innerhalb  der  gegebenen  Curve  liegt,  die  Gleichung  (5)  bei  einer  zwie- 
fachen Bestimmung  von  ft  eine  gerade  Linie  darstcllcn  kann;  dass  diese  Bestimmung 
aber  imaginär  wird  für  den  Fall,  dass  der  gegebene  Punct  ausserhalb  der  gegebenen 
Cnrvc  liegt. 

Die  Gleichung  (6)  rcducirt  sich  nur  dann  anf  den  ersten  Grad,  wenn  k gleich  Null 
ist  und  wir  also,  statt  von  einer  Curve,  schon  von  einer  geraden  Linie  ausgehen.  Dieser 
geraden  Linie  entspricht  fi  = o.  Der  andere  Werth  von  ft  ist: 

ft  = 2(u'— c), 

und  durch  denselben  verwandelt  sich  die  Gleichung  (5)  in  folgende : 

(v— v')2-Ku— (2c— u’))J  = o,  (?) 

und  stellt  mithin  die  gerade  Linie  (v’,  2c— n)  dar. 

Die  Ordinale  des  Dnrchschnittspunctes  derjenigen  geraden  Linie,  von  der  wir  eben 
ausgegangen  sind,  mit  der  zweiten  Axe  ist  ^ ^ , die  Ordinate  des  Durchschnitts» 

punctes  der  rcsultircnden  geraden  Linie  (7)  mit  derselben  Axe  ist  und  end- 
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lieh  die  Ordinate  des  gegebenen  Pnnctes  ^ — Da  nur  folgende  Proportion  besteht : 

t t l_  l 1 l 

ii  ’ c u'  2c— u ’ 2c— n c* 

so  folgt,  dass  die  eben  bezcithnclcn  drei  Pnnclc  und  der  gemeinschaftliche  Brcnnpunct, 
welcher  Anfangspuncl  der  Coordinalcn  ist,  ein  System  von  vier  harmonischen  Thcilpngs- 
punctcn  bilden. 

568.  Wenn  der  gegebene  Punct  (4)  unendlich  weit  liegt,  so  ist  c =»  o.  Die  Glei- 
chung (5)  geht  alsdann  in  fojgcndc  über: 

(v — v’j’-Ktt — C°' — /»))*  = kJ — 21(0'+^’,  (8) 

nnd  stellt  solche  Carvcn  dar,  die  zwei  der  zweiten  Axe  parallele  Tangenten  berühren. 
Die  Directricen  aller  dieser  Curvcn  geben  immer  noch  durch  denselben  Punct  der  ersten 
Axe.  Cs  stellt  die  letzte  Gleichung  eine  gerade  Linie  dar,  wenn 

fi  = u'+V'tn'1— k!). 

Diese  beiden  Wcrthe  von  fi  sind  für  den  Fall,  dass  die  gegebene  Cnrvc  eine  Ellipse  ist, 
immer  imaginär  (563);  für  den  Fall  der  Hyperbel  nnr  dann,  wenn  die  zweite  Axe  eine 
solche  Richtung  bat,  dass  cs  keine  ihr  parallele  Tangenten  gibt.  Die  beiden  Werthe 
von  fi  können  nnr  dann  znsammcnfallcn,  wenn  die  gegebene  Cnrvc  eine  Hyperbel  nnd 
die  zweite  Axe  einer  ihrer  Asymptoten  parallel  ist.  Es  ist  dicss  in  Ucbcreinslimmung  mit 
der  vorigen  Nummer. 

Wenn  wir  k = o setzen,  so  stellt  die  Gleichung  (8),  ansser  der  gegebenen  geraden 
Linie,  die  alsdann  an  die  Stelle  der  gegebenen  Curvc  tritt,  nur  noch  eine  einzige  gerade 
Linie,  nemlicb  folgende: 

(v,  — u), 

dar.  Es  ist  klar,  dass  der  von  diesen  beiden  geraden  Linien  gebildete  Winkel  von  der 
ersten  Axe  halbirt  wird.  t 

569.  Wir  wollen  uns  noch  einmal  znm  allgemeinen  Falle  zuriiekwenden.  Wenn  di« 
Wurzeln  der  Gleichung  (6)  imaginär  sind,  so  bleibt  der  zweite  Tlicil  der  Gleichung  (3), 
fiir  jeden  beliebigen  Werth  von  fi,  positiv,  und  es  stellt  also  auch,  für  jeden  Werth 
von  fi,  diese  Gleichung  eine  reelle  Curvc  dar.  Die  Directricen  dieser  Curvcn  haben  all« 
möglichen  Richtungen.  Wenn  aber  die  Wurzeln  der  Gleichnng  (6)  reell  sind,  so  sind 
diese  Werthe  Gränzwcrlhc  von  fi,  fiir  welche  der  zweite  Thcil  der  Gleichung  (5)  sein  Zei- 
chen ändert,  und  die  bezügliche  Cnrvc  also,  indem  sie  in  eine  gerade  Linie  übergeht, 
aufhört  reell  zu  sein.  Die,  diesen  Gränzwcrthcn  entsprechenden,  beiden  geraden  Linien 
bezeichnen  zugleich  die  Gränzen  für  die  Lage  der  Directricen  aller  durch  die  Gleichnng 
(5)  dargestclltcn  Curvcn.  Es  geht  keine  Dircctrix  irgend  einer  dieser  Curvcn  durch  einen 
solchen  Punct  der  zweiten  Axe,  für  welchen  der  Werth  von  n zwischen: 

c-t-t/((c— u^ — k’)  nnd  c — W((c— u')’— k’), 

fällt.  Diese  beiden  geraden  Linien  sind,  um  mich  so  auszudrnckcn,  ihre  eigenen  Direc- 
trrccn;  der  Aufangspnnct  der  Coordinalcn  spielt  nach  der  vorstehenden  Analyse  die  Rolle 
eines  Brcnnpunctcs  jeder  derselben.  Wir  können  diese  Bemerkung  in  Verbindung  brin- 
gen mit  der  477.  Nummer,  in  der  wir  nachgewiesen  haben,  dass,  analytisch  genommen, 
ein  System  zweier  imaginärer  Punctc  (oder,  was  dasselbe  heisst,  eine  gerade  Linie)  zwei 
reelle  Brennpuuctc  hat,  welche  auf  einer  solchen  geraden  Linie  liegen,  die  durch  den 
MitbcJpunct  des  Systems  gebt  and  senkrecht  auf  der  die  beiden  imaginären  Punctc  dessel- 


Dig(tized  by  Google 


Oorter  zweiter  Classe. 


IW 


Len  verbindenden  geraden  Linie  stehu  Nach  dieser  Bemerkung  können  wir  die  Mittol- 
puncto  der  beiden  in  Rede  stehenden  geraden  Linien  (als  Oertcr  zweiter  Classe  betrach- 
tet) nnd  ihre  zweiten  Brennpnnctc  bestimmen. 

5'0.  Wenn  irgend  zwei  Curven  zweiter  Classe  denselben  Brennpnnet  haben,  so  ha- 
ben sic,  wenn  wir  von  den  beiden  in  diesem  Puncte  sich  schneidenden  imaginären  Tan- 
genten abstrahiren,  mir  noch  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten.  W'cnn  wir  Überhaupt 
die  Gleichungen  irgend  zweier  gegebener  Curven  tu  einer  neuen  Gleichung  verbinden,  so 
erhallen  wir  die  Gleichung  eines  geometrischen  Ortes,  der  von  allen  gemeinschaftlichen 
Tangenten  der  beiden  gegebenen  Oertcr  ebenfalls  berührt  wird.  Die  Gleichungen  zweier 
Curven  zweiter  Classe,  die  denselben  Brennpunet  haben,  lassen  sich,  indem  wir  diesen 
Breunpunet  zum  Anfangspuncte  nehmen,  immer  zu  einer  Gleichung  des  ersten  Grades 
verbinden,  die  den  Durchschnitt  ihrer  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  darstellt. 
Ute  gemeinschaftlichen  Tangenten  können  imaginär  werden:  ihr  Durchschnitt  aber  bleibt 
immer  reell. 

Als  geometrischer  Ort  (zweiter  Classe),  der  mit  den  beiden  gegebenen  Curven  die- 
selben gemeinschaftlichen  Tangenten  Lat,  ist  indess  nicht  snwol  jener  Dnrchschnittspunct 
der  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten,  allein  für  sich,  zu  betrachten,  sondern  viel- 
mehr das  System  dieses  Pnnctcs  und  des  Brenn  puncte s.  Der  Brennpunet  des 
Systems  dieser  beiden  Puncte  ist  der  eine  dieser  Puncte  seihst  (477),  der  gemeinschaftli- 
che Brennpnnet  aller  Curven.  Die  Directrix  geht  durch  diesen  Punct  und  steht  auf  der- 
jenigen geraden  Linie  senkrecht,  welche  die  beiden  Puncte  des  Systems  verbindet. 

Als  Folge  der  besondem  Coordinaten- Bestimmung,  indem  wir  ncmlich  den  gemein- 
schaftlichen Brennpunet  zuin  Anfangspunctc  "nehmen , wodurch  die  Coordinaten  v nnd  u 
desselben  nncndlicb  werden,  lässt  sieb  die  rcsultircndc  Gleichung  auf  den  ersten  Grad 
reducircn  und  dadurch  verschwindet  aus  ihr  jede  Spnr  des  Brcnnpnnctcs.  Diese  Behaup- 
tung können  wir  durch  eine  einfache  analytische  Betrachtung  unterstützen.  Es  stellt  nem- 
lich  folgende  Gleichung: 

0 ( v— v'),-f-{  1-f-r)  (u — n')’  = k5, 

je  nachdem  i eine  sehr  kleine  Grösse  bezeichnet  oder  gleich  Null  ist,  eine  Curvc  zweiter 
Classe  dar,  die  auf  einen  solchen  Punct,  der,  beinah  oder  ganz,  mit  einem  Brennpunet« 
der  Curvc  zusammenfällt,  als  Anfangspnnct  bezogen  ist.  NVeunwir  von  dieser  Gleichung 
folgende  abziehen : 

(v — V)4-(o—  o")’  *=>  k ’, 

so  kommt,  indem  wir  durch  C eine  constantc  Grösse  bezeichnen:  - 

(u’-t-2(u" — (!-f-*)u')n  “ C. 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  Puncte  der  zweiten  Axe  dar.  Je  kleiner  wir  den  Werth  mn 
« nehmen,  desto  grösser  wird  ein  W’erth  von.u;  setzen  wir  « gleich  Null,  so  rcducirt 
sich  die  letzte  Gleichung  auf  deu  ersten  Grad,  iudem  eine  Wurzel  derselben  dadurch 
aasfällt,  dass  sic  unendlich  wird.  Diese  Gleichung  stellt  alsdann  nur  noch  einen  einzigen- 
Panel  dar. 

Zu  demselben  Besultate  kommen  wir  unmittelbar  auf  folgende  Weise.  Wenn  wir 
die  Gleichungen  zweier  Curven  zweiter  Classe,  die  ciuen  gemeinschaftlichen  Brennpunet 
haben,  und  auf  diesen  gemeinschaftlichen  Brennpunet,  als  Anfangspnnct  der  Coordinaten, 
bezogen  sind,  durch  Einführung  von  vr  homogen  machen  und  demnach  Gleichungen  von 
folgender  Form  erhalten: 
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(v — v'  w)3-(-([i — u*  w)*  = k’w*, 

(v — v"w)’4-(u — uw)1  =>  k’w*; 

io  ergibt  sieb  durch  Verbindung  derselben  niemals  eine  Gleichung  rom  ersten  Grade. 
Denn,  wenn  wir  abxichen,  so  kommt: 

w[2(v" — t*)v+2(u" — u’)u-f-(Y'3-f-u'3 — k’— -V3— •u'3-+-k3)w]  n o: 
eine  Gleichung,  die  ein  System  von  zwei  Puncten  darstcllt.  Wenn  wir  den  Factor  w 
fortlassen,  so  abstrahiren  wir  von  dem  einen  dieser  beiden  Puncle,  dem  Anfangspuncte 
der  Coordinatcn.  *) 

Hiernach  gewinnen  wir  einen  allgemeinem  Gesichtsponct  und  die  Entwicklungen  der 
letzten  Nummern  ordnen  sich  den  allgemeinem  des  8.  Paragraphen  unter. 

571.  Zur  Bestimmung  des  Mittclpnnctcs  der  durch  die  allgemeine  Gleichung  (5)  dar- 
gestclltcn  Curvc  erhalt  man  sogleich  folgcodc  Coordinatcn  - Werthe: 

. = ~v'  „ -(»-/<) 

v'M-u3— z3 — 2,uc  ‘ 3 v*3-+-u'3 — ka— ‘Jfic 

Wenn  wir  /«  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  eliminiren,  so  erhalten  wir  eine  solch* 
Beziehung  zwischen  y und  z,  die  von  der  besondern  Bestimmung  dieses  Cocfficicnten 
unabhängig  ist,  also  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  für  die  Mittclpuncte  aller 
durch  die  allgemeine  Gleichung  darstellbaren  Curven.  Auf  diese  Weise  kommt: 
2c(v?y-u'x)+(v'H-a'1 — k3)x-f-v*  m o,  (9) 

Die  Mittclpuncte  aller  Curven  zweiter  Classc,  die  denselben  Brennpunct  und  zwei  g«- 
mcinschaftliche  (reelle  oder  imaginäre)  Tangenten  haben,  liegen  also  in  gerader  Linie. 
Diese  gerade  Linie  halbirt  diejenige,  welche  den  Durchschnittspnnct  der  beiden  (reellen 
oder  imaginären)  gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  dem  Brennpuncto  verbindet;  denn, 
wenn  wir  in  der  letzten  Glcichong  z — 0 setzen,  so  kommt: 


1 


Zu  den  in  Rede  stehenden  Cnrven,  die  denselben  Brcnnpnnct  and  zwei  gemeinschaft- 
liche Tangenten  haben,  gehört  aoeb  eine  Parabel,  deren  Dorchmcsscr  der  geraden  Li- 
nie (9)  nothwendig  parallel  sind.  Um  die  Richtung  dieser  Durchmesser  zu  bestimmen, 
fälle  man  vom  Brennpunctc  aus  zwei  Perpendikel  auf  die  beiden  gegebenen  Tangenten 
und  verbinde  die  Fusspuncte  derselben  durch  eine  gerade  Linie.  Diese  gerade  Linie  ist 
alsdann  die  Tangente  der  Parabel  im  Scheitel  ihrer  Aze  (504)  und  die  Durchmesser  der- 
selben Stehen  auf  dieser  Tangente  senkrecht.  Hiernach  können  wir  also  die  Richtung 
der  geraden  Linie  (9)  bestimmen. 

Die  letzte  Bestimmungsweise  fallt  ganz  fort,  wenn  die  beiden  gegebenen  Tangenten 
imaginär  sind,  sic  wird  auch  dann  illusorisch,  wenn  die  beiden  gegebenen  Tangenten 
zusamraenfallcn,  das  heisst,  wenn  alle  Curven  eine  gegcbeHle  gerade  Linie  in  einem  ge- 


*)  Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  darthun , dass , wenn  wir  die  Gleichungen  zweier  ähnlicher 
und  ähnlich  liegender  Curven,  bezogen  auf  gewöhnliche  Punct  - Coordinatcn  , mit  einander 
zu  einer  Gleichung  desselben  Grades  verbinden,  nur  deshalb,  hei  gehöriger  Verbindung, 
die  resultirendc  Gleichung  auf  den  ersten  Grad  sich  reducirt,  weil  von  den  beiden  gemein  - 
schädlichen  Chorden  der  beiden  Curven  die  eine  unendlich  weit  liegt,  und  eine  sulche  ge- 
rade I.inie  lässt  sich  nur  dann  in  der  Gleichung  nachweiseu,  wenn  wir,  nach  der  416,  Num- 
mer, die  dritte  Coordinale  z einführeo. 


Digitized  by  Google 


Oertcr  zweiter  Classe. 


135 


) 


gebenen  Pnnctc  berühren.  Im  ersten  Falle  müssen  wir  zur  Gleichung  (9)  zurückgehen, 
im  zweiten  Falle  erhalten  wir,  nach  einem  bekannten  Satze  (332),  folgende  einfache  Construc- 
tion  der  geraden  Linie  (9).  Man  beschreibe  Uber  derjenigen  geraden  Linie,  welche  den 
Brennpunet  mit  dem  gegebenen  Bcrührungspnnctc  auf  der  gegebenen  geraden  Linie  ver- 
bindet, als  Durchmesser,  einen  Kreis.  Die  za  constrnirendc  gerade  Linie  ist  alsdann  i 

derjenige  Durchmesser  dieses  Kreises , der  durch  den  zweiten  Durcbschnittspunct  dieses 
Kreises  mit  der  gegebenen  geraden  Linie  geht. 

5”2.  Da  die  Entfernung  der  beiden  Brcnnpuncte  von  einander  doppelt  so  gross  ist, 
als  die  Entfernung  des  Mittrlpnnctes  von  einem  derselben,  so  erhalten  wir  unmittelbar 
die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  für  die  zweiten  Brennpuncte  aller  Curven,  wel- 
che durch  die  allgemeine  Gleichung  (5)  dargestellt  werden,  wenn  wir  in  der  Gleichung 
(9)  x und  y mit  J/,x  und  '/,y  vertauschen.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich  folgende  Glei- 
chung des  ersten  Grades: 

2c(v'y — u’x)-+-(v'3-{-n'J — k5)x-t-2v'  s=  o.  (i,o) 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  x — o setzen,  so  kommt  y = — das  heisst,  die  be- 
zügliche gerade  Linie  geht  durch  den  Durcbschnittspunct  der  beiden  gemeinschaftlichen 
(reellen  oder  imaginären)  Tangenten.  Ucherdicss  ist  sic  der  geraden  Linie  (9),  dem  geo- 
metrischen Orte  für  alle  Miltclpuncle,  parallel. 

Wenn  man  also  vom  Brcnnpnnctc  aus  zwei  Perpendikel  auf  die  beiden  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  fällt,  die  Fusspuncte  derselben  durch  eine  gerade  Linie  verbindet  und 
auf  diese  gerade  Linie,  vom  Durchschnittspunctc  der  beiden  Tangeulcn  aus  ein  neues 
Perpendikel  fällt,  so  ist  diese  gerade  Linie' der  in  Hede  stehende  geometrische  Ort  (10). 

Man  kann  diese  gerade  Linie  auch  nach  dem  bekannten  Satze  bestimmen,  dass  die- 
selbe und  die  zweite  Axe,  (welche  durch  den  Durchschnitt  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten und  durch  den  gemeinschaftlichen  Brennpunet  gehl)  in  denselben  von  diesen  Tan- 
genten gebildeten  Scheitelwinkeln  liegen  und  mit  diesen  Tangenten  gleiche  Winkel  bil- 
den. (330)  Es  leuchtet  dieser  Satz  auch  ohne  alle  algebraischen  Entwicklungen  ein. 

Wenn  man  ncmlicb  durch  den  gemeinschaftlichen  Brennpunet  eine  solche  gerade  Linie 
zieht,  welche  von  den  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
abschncidct,  so  können  wir  diese  gerade  Linie  als  die  Axe  einer  durch  die  allgemeine 
Gleichung  (5)  dargestclltcn  Curvc  ansehn,  und  erhalten  alsdann  sogleich  den  zweiten 
Brennpunet  dieser  Curvc,  indem  wir  auf  dieser  Axe  einen  solchen  Punct  bestimmen, 
der  mit  dem  gemeinschaftlichen  Brcnnpuncte,  in  Beziehung  auf  die  beiden  gemeinschaft- 
lichen Tangenten,  eine  symmetrische  Lage  hat.  Durch  diesen  Punct  ist  die  in  Rede 
stehende  gerade  Linie  (10)  vollkommen  bestimmt,  und  zugleich  liegt  in  der  hierdurch  an- 
gezeigten  Construction  der  Beweis  fiir  die  oben  ausgesprochene  Eigenschaft  derselben. 

573.  In  den  letzten  Nummern  sind  die  Elemente  zu  mehrern  Constructioncn  einer 
Curve  zweiter  Classe,  welche  drei  gegebene  gerade  Linien  berührt  und 
einen  gegebenen  Pnnct  zum  Brennpuncte  hat,  enthalten. 

Wir  können  erstens  die  Curvc  constrniren,  indem  wir  die  Dircctrix  derselben 
bestimmen.  Wenn  wir  zuerst  irgend  zwei  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  betrachten, 
so  gehen  die  Dircctricen  aller  Curven,  welche  dieselben  berühren  und  den  gegebenen 
Punct  zum  Brcnnpuncte  haben,  durch  einen  Punct  derjenigen  geraden  Linie,  welche  im 
gegebenen  Punctc  auf  der,  diesen  Pnnct  mit  dem  Durcbscbnittspunctc  der  gegebenen 
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Tangenten  verbindenden,  geraden  Linie  senkrecht  steht.  Um  diesen  gemeinschaftlichen 
Durchschniltspunct  aller  Dircctriccn,  der  also  auch  ein  Punct  der  gesuchten  Dircctrix  ist, 
in  bestimmen,  brauchen  wir  bloss  die  Direetrix  irgend  einer  der  in  Rede  stehenden 
Garvcn  zu  conslruiren  und  hierzu  kommen  wir  leicht,  wenn  wir  ftlr  diese  Curve  die  hier- 
her gehörige  Parabel  nehmen.  Aul  diesem  Wege  ergibt  sich,  da  wir  die  drei  gegebenen 
geraden  Linien  auf  dreifache  Art  zu  zwei  zusnnimstellcn  können,  der  folgende  Salzt 

Wenn  man  von  irgend  einem  gegebenen  Punctc  F aus  nach  den  drei  Winhelpunt - 
ten  eines  gegebenen  Dreiecks  drei  gerade  Linien  FA,  FA  und  FA'  eicht  und  auf  die- 
sen drei  geraden  Linien  im  Punct e F drei  Perpendikel  FG,  FG'  und  FG"  errichtet; 
ferner  von  demselben  Punele  F aus  drei  Perpendikel  auf  die  drei  Dreiecks -Seiten  AA, 
AA'  und  AA’  fällt  und  dieselben  über  ihren  Durchschnitt  mit  diesen  Seiten  hinaus 
nach  um  denselben  respective  gleiche  Stücke  verlängert  und  dadurch  auj  diesen  Perpen- 
dikel drei  Punctc  P',  P und  P bestimmt,  so  liegen  die  Durchschnitte  von  FG  und  P'P, 
von  FG'  und  P'P  und  von  FG “ und  PP,  alle  drei,  in  gerader  Linie  und  diese  gerade 
Linie  ist  die  Dircctrix  derjenigen  Curve  zweiter  C/asse,  welche  den  gegebenen  Punct 
tum  Brennpuncte  hat  und  dem  gegebenen  Dreieck  eingeschrieben  ist 

574.  W ir  können  zweitens  den  Mitlclpunct  der  gesnehten  Curve  bestimmen. 
Wir  erhalten  nach  der  571.  Nummer  drei  durch  diesen  Punct  gehende  gerade  Linien, 
nanlich  diejenigen,  welche,  bei  der  obigen  Bezeichnung,  durch  die  Mitten  von  FA,  FAT 
und  FA"  gehen  und  scnkreckt  auf  P'P',  P"P  und  P'P  sind. 

Der  gesuchte  Mittclpunct  ist,  nach  einem  bekannten  Satze,  zugleich  der  Mittclpnoct 
desjenigen  Kreises,  der  durch  die  Fnsspnnctc  der  von  F auf  die  drei  gegebenen  geraden 
Linien  gefällten  Perpendikel  geht.  (338,  3.  Note) 

575.  Wir  können  endlich  drittens  auch  den  zweiten  Brcnnpunct  der  zn  con- 
itruirenden  Curve  suchen-  Hier  kommen  wir  nach  der  573.  Nummer  zu  folgendem 
Satze: 

Wenn  irgend  ein  Punct  F und  irgend  ein  Dreieck  AA  A gegeben  sind  und  man 
füllt  von  F auf  die  drei  Dreiecks- Seilen  AA,  AA  und  AA'  drei  Perpendikel  FQf, 
FQ  und  FQ,  so  bestimmen  die  Fusspuncle  dieser  drei  Perpendikel  ein  neues  Dreieck 
QT  Q'Q.  Füllt  man  alsdann  von  den  Winkelpunctcn  des  gegebenen  Dreiecks,  A,  A 
und  A,  drei  Perpendikel  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  zweiten  Dreiecks,  auf 
<TQ'  Q ’Q  und  Q'Q,  so  schneiden  sich  dieselben  in  demselben  Punctc ; und  dieser 
Punct  ist  der  andere  llrennpuncl  derjenigen  Curve  zweiter  Classc,  welche  den  gegebe- 
nen Punct  zu  einem  Brennpuncte  hat  und  dem  Dreiecke  eingeschrieben  ist. 

In  diesem  dritten  Falle  können  wir  auch  conslruiren,  wie  in  der  337.  Nummer.  — 

576.  Wir  wollen  zur  Untersuchung  der  Durchschnjttspuncte  irgend  zweier  gegebe- 
»ec  Curvcn  zweiter  Classe,  die  denselben  Brcnnpunct  haben,  übergehen. 

Es  seien: 

(v—  v*  )a-f-3(n — u'  ){v—  v*  )cos&4-{n — u'  )*  •=  k'1, 

(v — v’):-f-2(u—  o")(v— v')cor8-t-(u — u")1  ■=  k"*, 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Curvcn,  bezogen  auf  irgend  zwei  Axcn,  die  in  dem 
gemeinschaftlichen  Brennpuncte  sich  schneiden  und  irgend  einen  Winkel  9 mit  einander 
bilden.  Die  Directriccn  dieser  Leiden  Curvcn  sind  (563): 

(v,  u).  <v",  u). 
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und  hiernach  erhalten  wir  für  die  GlcicLungcn  derjenigen  Puncle,  in  welchen  diese  Di- 
rectriccn  der  ersten  Axc  begegnen: 

i V = V,  v = v", 

und  die  beiden  Tangenten -Paare,  die  von  diesen  beiden  Pnncten  an  die  bezüglichen  Cur- 
ven  gelegt  werden  können,  sind  folgende: 

(»'.  n'4-lc'),  (t',  u — k’); 

(▼“,  u ’-t-k  ’),  (v",  n— k"). 

Filr  die  Glcichnng  des  DurchsclmitUpnnclcs  der  ersten  und  dritten  dieser  vier  Tangenten 
ergibt  sich  sogleich  folgende : 

..  v"-V  „ 

v-v  = -(a— n — k ), 

u — n — (k  — k)v  7 

und  fiir  die  Gleichung  des  Durchschnittspunctcs  der  beiden  Dircclricen: 

v” — v’  ... 

v— v « , — ,(u — n ). 

u —v  ' ' 

Wenn  wir  endlich  eine  gerade  Linie  durch  diese  beiden  Durchschnittspunctc  legen,  so 
erhalten  wir  für  diese  gerade  Linie  aus  der  Zusammenstellung  der  letzten  beiden  Glei- 
chungen folgende  Coordinatcn  - Wcrthe: 

k V — kV”  k’V — kV’  . k 

v = nf-i r>  u = ~r-i r-  (ä) 

Diese  Ausdrücke  bleiben  unverändert  dieselben,  wenn  wir  die  Zeichen  von  k“  und  k' 
beide  zugleich  ändern.  Die  bezügliche  gerade  Linie  geht  also  auch  durch  den  Durch- 
schnitt der  zweiten  und  vierten  der  vier  Tangenten  (2). 

Anf  ähnliche  Weise  finden  wir,  dass  die  Durchschnittspnncte  der  ersten  und  vierten 
und  der  zweiten  and  dritten  der  vier  Tangenten  (2)  und  der  beiden  Dircctricen  in  gera- 
der Linie  liegen,  und  fiir  diese  gerade  Linie  erhalten  wir  durch  Zeichen • Vertauschung 
aus  den  Ausdrücken  (3)  folgende  Coordinaten- Wcrthe: 

k'V-t-kV  k'u'-t-kV  , , 

T = T qPT  ' n ” ThT  * W 


Da  die  Ausdrücke  (3)  nnd  (4)  in  Beziehung  auf  v,  v*,  v"  und  n,  u',  n"  symmetrisch 
gebildet  sind,  so  erhalten  wir  noihwendig  dieselben  Ausdrücke,  wenn  wir,  statt  von  den 
Durchschnitten  der  ersten  Axc  mit  den  beiden  Dircctricen,  von  den  Durchschnitten  der 
zweiten  Azc  mit  den  beiden  Dircctricen  aus,  Tangenten  an  die  bezüglichen  Curvcn  le- 
gen. Da  übcrdicss  die  zweite  Axe  jede  beliebige,  durch  den  Brennpunct  gehende,  gerade 
Linie  sein  kann,  so  erhalten  wir,  indem  wir  zusammenfassen , den  nachstehenden  Satz: 

Wenn  man  durch  den  gemeinschaftlichen  Brennpunct  irgend  zweier  gegebener  Cur- 
vcn zweiter  Classe  eine  beliebige  gerade  Linie  zieht  und  von  jedem  derjenigen  beiden 
Puncle,  in  welchen  dieselbe  den  Dircctricen  der  beiden  Curvcn  begegnet,  zwei  Tangen- 
ten an  die  bezügliche  Curve  legt , so  bilden  diese  Tangenten  eine  vollständige  viersei- 
tige Figur,  deren  zwei  Diagonalen  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  Dircctricen  ge- 
hen. Es  bleiben  diese  Diagonalen  unverändert  dieselben,  wie  man  auch  die  Richtung 
der  beliebigen,  durch  den  Brennpunct  gehenden,  geraden  Linien  ändern  mag';  wäh- 
rend alsdann  zwei  Vl'inketpuncte  der  vierseitigen  Figur  auf  den  beiden  Dircclricen  fort- 
rücken,  verändern  die  beiden  übrigen  Paare  von  W inkclpuncten  ihre  J-agc  auf  zwei  fe- 
sten, durch  den  Durchschnittspunct  derselben  gehenden,  geraden  Linien, 

II.  IQ 
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Wenn  die  beiden  gegebenen  Curven  zweiter  Classc  sich  in  zwei  reellen  Punclco 
schneiden  und  man  wählt  die  beliebige,  durch  ihren  gemeinschaftlichen  Brcnnpunct  ge- 
hende, gerade  Linie  so,  dass  sic  auf  der,  diesen  Punct  mit  einem  der  Durchschnilts- 
punctc  verbindenden  geraden  Linie  senkrecht  stellt,  so  gebt,  nach  einem  bekannten  Sat- 
ze, die  Tangente  jeder  Cnrvc  in  jenem  Durchschnittspnncte  durch  denjenigen  Punct,  in 
welchem  die  durch  den  gemeinschaftlichen  Brcnnpunct  gehende  gerade  Linie  der  bezügli- 
chen Directrix  begegnet  (066).  Hieraus  folgt,  dass  jener  Durchschnittspunct  der  bc'dcn 
gegebenen  Curvcn  ein  Punct  einer  der  beiden  festen,  im  vorstehenden  Satze  bezcicbnc- 
ten  geraden  Linien  ist.  Diese  beiden  festen  geraden  Linien  sind,  indem  wir  die  Sache 
gleich  allgemein  nehmen,  die  beiden  gemeinschaftlichen  (reellen  oder  imaginären)  Chor- 
den der  beiden  gegebenen  Curvcn;  die  beiden  Dircclriccn  dieser  Curvcn  schneiden  sich 
in  ihrem  Cbordal-Pnnctc. 

(Dasselbe  Resultat  können  wir  direct  aus  einem  im  ersten  Bande  der  »Entwicklungen* 
bewiesenen  Satze  (3ÖJ)  hcrlciten,  indem  wir  den  Brcnnpunct  als  den  Durchschnittspunct 
zweier  (imaginärer)  gemeinschaftlicher  Tangenten  der  beiden  gegebenen  Curven  be- 
trachten). 

Man  überzeugt  sich  sogleich,  dass  die  beiden  Dircclriccn  und  die  beiden  eben  be- 
zeichnten gemeinschaftlichen  Chorden  der  beiden  gegebenen  Curven  Ilarmonicalcn 
sind,  wenn  man  etwa  die  Durchschnitte  dieser  vier  Linien  mit  der  ersten  Axe  betrachtet. 

Wenn  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (t)  insbesondere  eioen  Kreis  darstellt,  so 
reducircn  sich  die  Ausdrücke  (3)  und  (4),  indem  wir  v'  = o und  a — o setzen,  auf 
folgende : 

kV"  kV’ 

v = u - pyp. 

nn  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (1)  insbesondere  eine  gerade  Linie  (ein  Sy- 
stem zweier  imaginärer  Puncte)  darstellt,  so  ist  k — o und  cs  ergibt  sich  sowol  ans  (3) 
als  aus  (4): 

v = v‘,  u = u’. 

Es  fallen  also  für  diesen  Fall  die  beiden  in  Rede  stehenden  geraden  Linien  in  die  gege- 
bene zusammen. 

577-  Wir  wollen  diesen  Paragraphen  mit  einigen  Constrnctioncn  bescblicssen,  die 
unmittelbar  sich  uns  darbictcn  und  mit  den  in  der  vorigen  Nummer  erhaltenen  Resultaten 
in  Verbindung  stehen, 

Eine  Parabel  zu  beschreiben,  welche  durch  zwei  gegebene  Puncte  geht  und  einen 
drillen  gegebenen  Punct  zum  Drcnnpuncte  hat. 

Die  Bestimmung  der  Directrix  der  zu  construircnden  Parabel  kommt  nach  einem  all- 
bekannten Satze  (5  6 4)  darauf  hinaus,  eine. solche  gerade  Linie  zu  finden,  welche  von 
den  beiden  ersten  gegebenen  Punctcn  eben  so  weit  abstclit,  als  diescPunctc  von  dem  dritten 
gegebenen  I uncte  abstehen.  Beschreibt  man  zu  diesem  Ende  ans  den  beiden  erstgenann- 
ten Punctcn,  als  Miltclpuncten,  zwei  durch  den  gegebenen  Brcnnpunct  gehende  Kreise, 
so  ist  jede  gemeinschaftliche  Tangente  dieser  beiden  Kreise  die  Directrix  einer  Parabel, 
die  den  Bedingungen  der  Aufgabe  Genüge  leistet.  Solcher  reellen  gemeinschaftlichen 
Tangenlcn  gibt  cs  immer  zwei  und  nnr  zwei,  und  also  gibt  es  auch  zwei  Parabeln,  wel- 
che durch  zwei  gegebene  Puncte  gehen  und  einen  dritten  gegebenen  Punct  zum  Brenn- 

nnnetn  li-iLon  u u 
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578.  Eine  Curve  za  eher  Classc  zu  beschreiben,  die  durch  drei  gegebene  Puncte 
gehl  und  einen  eierten  gegebenen  Punct  zu  einem  ihrer  Brennpuncle  hat. 

Es  folgt  aus  der  5'6.  Nummer,  dass  die  Dircetricen  aller  derjenigen  Curven , welche 
durch  zwei  gegebene  I’uncto  gehen  und  iibcrdicss  einen  gegebenen  Punct  zum  gemein- 
schaftlichen Brennpuncle  haben,  sich  in  ein  und  demselben  festen  Puncte  oder  in  irgend 
einem  von  mehreren  festen  Punqten  schneiden.  Man  sicht  leicht  ein,  dass  der  letztere 
Fall  Statt  findet  und  dass  cs  zwei  solcher  festen  Puncte  gibt.  In  dem  einen  derselben 
schneiden  sich  die  Directriccn  unendlich  vieler  Ellipsen,  zweier  Parabeln,  deren  Con- 
slrurtion  wir  in  der  vorigen  Nummer  angezeigt  haben,  und  unendlich  viele  solcher  Hy- 
perbeln, auf  deren  ein  nnd  demselben  Zweige  die  beiden  ersten  gegebenen  Puncte  liegen. 
In  dein  andern  festen  Puncte  schneiden  sich  die  Directriccn  aller  solcher  Hyperbeln,  de- 
ren ein  Zweig  durch  den  einen  und  deren  anderer  Zweig  durch  den  andern  der  beiden 
gegebenen  Puncte  gehl.  Dieser  zweite  feste  Punct  ergibt  sich  durch  eine  ganz  ähnliche 
Construction  als  der  erste.  Während  dieser  ncmlich  der  Durchschnittspuncl  der  beiden 
äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten  derjenigen  beiden  Kreise  ist,  welche  durch  den 
gegebenen  Brcnnpunct  gehen,  und  die  beiden  ersten  gegebcucn  Puncte  zu  ihren  Mitlcl- 
punctcn  haben,  ist  jener  zweite  feste  Punct  der  (reelle)  Durchschnitt  der  beiden  (imagi- 
nären) innern  gemeinschaftlichen  Tangenten  derselben  beiden  Kreise.  Die  beiden  gege- 
benen und  diese  beiden  so  bestimmten  festen  Panctc  sind  vier  harmonische  Theilungs- 
punctc  und  werden  von  dem  gegebenen  Brcnnpunctc  aus  unter  rechtem  Winkel  gese- 
hen. (192)  ' 

Das  \ orstchcnde  ist  in  CcLcrcinstimmung  mit  der  867.  Nummer,  nach  welcher  in 
allen  Curvcn  zweiter  Ordnung  flder,  was  dasselbe  heisst,  (552)  zweiter  Classc,  welche 
durch  zwei  gegebene  Punclc  geben  und  zwei  gegebene  gerade  Linien  berühren , die  Bc- 
riihrongs- Chorden  durch  einen  von  solchen  zwei  festen  Pnncten  gehen,  die  mit  den  bei- 
den gegebenen  in  gerader  Linie  liegen.  An  die  Stelle  derjenigen  Curvcn , welche  zwei 
gegebene  gerade  Linien  berühren , treten  Curven  mit  demselben  Brcnnpunctc  und  die 
Polaren  dieser  Brcnnpunctc  (die  Directriccn)  an  die  Stelle  der  Beriilirnngs  - Chorden. 

Hiernach  ergibt  sich  folgende  Construction  der  an  die  Spitze  dieser  Nummer  gestell- 
ten Aufgabe : 

«Man  beschreibe  aus  den  drei  ersten  gegebenen  Punctcn,  als  Mittelpunctcn,  drei 
.Kreise,  welche  durch  den  vierten  gegebenen  Punct  gehen,  und  consfrnirc  die  vier  Sym- 
.metralen  (162)  *)  dieser  drei  Kreise.  Diese  vier  Symmctralen  sind  die  Directriccn  derje- 
nigen vier  Curven  zweiter  Classc,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  Genüge  leisten.“ 
Die  äussere  Symmctrale  entspricht  einer  Ellipse  oder  Parabel  oder  einer  solchen  Hy. 
pcrbcl,  deren  ein  und  derselbe  Zweig  die  drei  ersten  gegebenen  Puncte  enthält.  Die 
drei  innern  Symmctralen  entsprechen  solchen  Hyperbeln  , deren  ein  Zweig  durch  zwei, 
und  deren  anderer  Zweig  durch  den  dritten  jener  drei  gegebenen  Puncte  geht. 

vY  enn  wir  annehmen , dass  zwei  der  drei  gegebenen  Puncte , durch  welche  die  zu 
construircudc  Curve  gehen  soll,  zusammcnfallen , und  also  eine  Tangente,  auf  derselben 
der  Bcrübrungspnncl  und  ausserdem  noch  ein  Punct  gegeben  sind,  so  reducirt  sich  die 
Zahl  der  Auflösungen  anf  zwei.  Indem  wir  den  gegebenen  Bcrührungspnnct  mit  deal 
andern  gegebenen  Puncte  zusammenstcllcn,  erhalten  wir,  wie  eben,  zwei  feste  Puncte, 

*)  oxi  1 Je  t imilitnd 4. 
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durch  welche  die  Direclricen  der  verlangten  Cnrven  gehen.  Ausserdem  gehen  die  Direc- 
tricen  aller  Curvcn  zweiter  ('lasse,  welche  denselben  Hrennpnnct  haben  und  eine  gege- 
bene gerade  Linie  in  demselben  Punctc  berühren , durch  ein  und  denselben  Pnnct  der 
gegebenen  geraden  Linie  und  zwar  durch  einen  solchen  Punct,  der  zugleich  auf  dem, 
im  gegebenen  Brennpuncle  auf  der  diesen  Punct  mit  dem  Berilhrnngspunclc  verbindenden 
geraden  Linie  errichteten,  Perpendikel  liegt  (566).  Hiernach  erhalten  wir  die  beiden  Direc- 
tricen  derjenigen  beiden  Curvcn,  die  den  Bedingungen  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

579.  Eine  Hyperbel  zu  beschreiben , die  durch  zwei  gegebene  Punctc  geht,  einen 
dritten  gegebenen  Punct  zum  Jlrennpuncte  hat  und  deren  eine  Asymptote  einer  gegebe- 
nen geraden  Linie  parallel  ist. 

Nach  der  169.  Nummer  modificirt  sich  für  diesen  Fall  die  Construction  der  vorigen 
Nummer  auf  folgende  W eisse  : 

„Man  construire  aus  den  beiden  ersten  gegebenen  Punctcn,  als  Miltelpnnclcn , zwei 
„Kreise,  welche  durch  den  dritten  gegebenen  Punct  geben,  ziehe  in  diesen  beiden  Krei- 
„sen  diejenigen  beiden  Durchmesser,  welche  der  gegebenen  geraden  Linie  parallel  sind 
„und  verbinde  die  Eodpunctc  dieser  beiden  parallelen  Durchmesser  durch  vier  gerade  Li- 
„nien.  Diese  geraden  Linien  sind  alsdann  die  Direclricen  derjenigen  vier  Hyperbeln, 
„welche  den  Forderungen  der  Aufgabe  Genüge  leisten.“ 

Die  beiden  ersten  gegebenen  Punctc  liegen  auf  demselben  Zweige  zweier  dieser  vier 
Hyperbeln,  und  auf  den  beiden  Zweigen  jeder  der  beiden  übrigen  Hyperbeln. 

Eine  Hrpcrbel  zu  beschreiben,  deren  Asymptoten  zweien  gegebenen  geraden  Linien 
parallel  sind,  die  durch  einen  gegebenen  Punct  geht  und  einen  zweiten  gegebenen  Punct 
zum  Brennpuncle  hat. 

Hier  erhalten  wir,  mit  Berücksichtigung  der  eben  angezogenen  Nummer,  sogleich 
folgende  Construction: 

„Man  beschreibe  ans  dem  ersten  gegebenen  Punctc,  als  Miltclpanctc,  einen  Kreis, 
„der  durch  den  zweiten  gegebenen  Punct  geht,  ziehe  in  diesem  Kreise  zwei  den  gegebe- 
nen gera  len  Linien  parallele  Durchmesser  und  verbinde  die  Endpuncte  derselben  durch 
„vier  gerade  Linien.  Auf  diese  Weise  erhalt  mau  ein  dem  Kreise  eingeschriebenes  Pa- 
rallelogramm, dessen  Seiten  die  Dircctriccn  der  vier  verlangten  Hyperbel  sind.“ 

Eine  Hyperbel  zu  beschreiben , die  durch  einen  gegebenen  Punct  geht,  einen  zwei- 
ten gegebenen  Punct  zu  einem  ihrer  Brennpuncle  und  eine  gegebene  gerade  Linie  zu 
einer  ihrer  Asymptoten  hat. 

„Man  beschreibe  aus  dem  ersten  gegebenen  Pnhctc,  als  Mittclpuncte,  einen  Kreis, 
„der  durch  den  zweiten  gegebenen  Punct  gebt,  ziehe  in  diesem  Kreise  den  der  gegebe- 
nen Asymptote  parallcllcn  Durchmesser  und  verbinde  die  Endpuncte  dieses  Dnrchmcs- 
„sers  mit  dem  Fusspuncte  des  anf  diese  Asymptote  vom  gegebenen  Brennpuncle  aos  ge- 
ballten Perpendikels  durch  zwei  gerade  Linien  (566).  Diese  gerade  Linien  sind  die  Directri- 
„ccn  der  verlangten  Hyperbeln,  deren  cs  zwei  gibt“. 

Wenn  statt  des  ersten  gegebenen  Pnnctcs  die  zweite  Asymptote  der  Bichlang  nach 
gegeben  ist,  so  erhalt  man  leicht  diese  Asymptote  selbst,  (nach  der  Bemerkung,  dass 
der  Brcnnpurict  von  beiden  Asymptoten  glcicbwcit  abstehl}  und  zwar  zweifach.  Die  je- 
desmalig entsprechende  Dircclrix  erhält  man,  indem  man  die  Fusspuncte  der  auf  die  bei- 
den Asymptoten  gefällten  Perpendikel  durch  eine  gerade  Lime  verbindet  (566). 
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Wir  brechen  hier  ab,  weil  wir  Jen  Gegenstand  dieses  Paragraphen  auch  noch  in 
der  zweiten  Abtheilung  des  vorliegenden  zweiten  Bandes  berühren  werden.  — 

S-  7- 

Theorie  der  Osculation.  Osculation  hyperbolischer  und  parabolischer  Zweige 
in  unendlicher  Entfernung. 

ößO.  Wenn  die  allgemeine  Gleichnng  des  zweiten  Grades: 

Aw3  t-2Bvw-t-Cv5-t-2Duw-t-2Euv+Fu3  <=  o, 

eine  solche  Gurre  darstcllen  soll,  welche  von  der  ersten  Axe  berührt  wird,  so  müs- 
sen wir 

F = o 

setzen.  Wenn  wir  ferner  den  Berührnngspunet  anf  dieser  Axe  zum  Anfangspuncte  neh- 
men, so  kommt  iibcrdicss: 

E = o. 

Für  die  Gleichungen  irgend  zweier  gegebener  Curven,  welche  die  erste  Axe  im  An- 
fangspnnclc  berühren,  können  wir  hiernach  folgende  nehmen: 

A w!+2ß  vw-t-C  v3-+-2D  nw  = o, 

AwI-f-2ll'vu4-C'v?-f-2Duw  = o. 

Wenn  wir  diese  beiden  Gleichungen  zu  irgend  einer  neuen  Gleichung  des  zweiten  Grades 
verbinden,  so  stellt  diese  nene  Glciihnng  einen  solchen  geometrischen  Ort  zweiter  Classc 
dar,  der  mit  den  beiden  gegebenen  Curven  (t)  dieselben  vier  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten hat.  Ziehen  wir  insbesondere  die  Gleichungen  fl)  von  einander  ab,  nachdem  wir  die 
erste  derselben  mit  C',  die  zweite  mit  C multiplicirt  haben,  so  kommt: 
w[(AC'— A'C)w-t-2(BC— B'C)v-t-2(DC— D'C)uJ  = o. 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  Puncle  dar,  und  diese  Punctc  sind  also  nolhwcndig  solche, 
in  welchen  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Curven  (l),  zu  zwei  und 
zwei  genommen,  sich  schneiden.  Der  eine  dieser  beiden  Puncle  ist  der  Anfangspunct,  in 
welchem  die  beiden  Curven  sich  berühren,  und  der  als  der  Dnrchschniltspunct  zweier  in 
der  ersten  Axe  zusamracnfallendcr  gemeinschaftlicher  Tangenten  anziischcn  ist.  Der  an- 
dere Punct,  flir  dessen  Gleichung  wir  folgende  erhalten: 

(AC‘— A’C)w-t-2(BC— BC)v+2cDC-DQu  = o,  0) 
ist  also  der  Durchschnitt  der  beiden,  einzig  noch  übrigen,  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten der  beiden  gegebenen  Curven. 

Die  Discussion  der  Gleichung  (2)  führt  zn  einfachen  und  symmetrischen  Resultaten. 
Wenn  wir  erstens  annehmen,  cs  sei: 

DC  - D C, 

so  redneirt  sich  die  Gleichnng  (2)  auf  folgende : 

(AC— A’C)w-+-1(BC'— B'C)v  = o,  (I) 

nnd  stellt  also  einen  solchen  Punct  dar,  der  auf  der  ersten  Axe  io  einer  Entfernung 
vom  Anfangspuncte  liegt,  die  gleich  ist: 

BC— BC  

’äÜ^A'C  ' 

Von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  gegebenen  Curven  fallen  also  drei 
in  der  ersten  Axe  zusammen  nnd  die  vierte  erhält  man,  indem  man  durch  den  Punct  (2) 
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eine  Tangente  an  eine  beliebige  dieser  Curven  legt.  In  dem  vorliegenden  Falle  haben 
die  beiden  gegebenen  Curven  drei  auf  einander  folgende  Klrmcnlc  mit  einander  gemein ; ej 
findet  zwischen  denselben  eine  drcipuncligc  (dreitangentige)  üsculation 
Statt.  *) 

Wenn  wir  zweitens  voranssetzen,  cs  sei: 


BC  = B'C, 


so  redneirt  sieb  die  Gleichung  (2)  auf  folgende  i 

* (AG1 — A’C)w+2(DC'— D’C)n  = o, 

und  stellt  also  einen  solchen  Punrt  dar,  der  auf  der  zweiten  Axe 
ner  Entfernung  vom  Anfangspunctc,  die  gleich  ist: 


nc-DC 


M 


liegt , und  zwar  in  ei 


Wenn  wir  drittens  voraussetzen,  cs  sei: 

AC’  = A'C, 

io  verwandelt  sich  die  Gleichung  (2)  in  folgende: 

(BC-  BC)t+{D  C-  DC)u  = o, 

und  stellt  also  einen  Pnnct  dar,  der  nach  einer  leicht  zu  bestimmenden  Richtung  bin,  un- 
endlich weit  liegt.  Die  beiden  gegebenen , sich  berührenden  Curven  haben  also  zwei  pa- 
rallele , gemeinschaftliche  Tangenten. 

Hierhin  gehört  als  besonderer  Fall,  dass 

A = A'  = o, 

und  also  die  beiden  gegebenen  Curven  Parabeln  sind;  die  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente liegt  alsdann  nncndlicb  weit,  und  ist  als  mit  jeder  gegebenen  geraden  Linie  paral- 
lel anzu sehen. 

Wenn  viertens  die  beiden  Gleichungen: 

DG  = D'C,  BC  = B'C. 

zugleich  bestehen , so  rcducirt  sich  die  Gleichung  (2)  auf: 

w ■=  o, 

auf  die  Gleichung  des  Anfangspunetes.  Der  Durchschniltspunct  der  Tangente  im  Üscu- 
lationspunctc  des  ersten  Falles  mit  der  vierten  gemeinschaftlichen  Tangente  fällt  alsdann 
mit  dem  Osculalionspuucte , die  vierte  gemeinschaftliche  Tangente  mit  den  drei  ersten, 
zusammen,  oder,  wenn  wir  vom  zweiten  Falle  ansgehen,  der  Durchschniltspunct  der 
beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  anf  der  zweiten  Axe  fällt  mit  dem  BcrUlmtngspunclc, 
diese  Tangenten  fallen  mit  der  Tangente  im  BertlhrungspnnLc  zusammen  und  die  Küh- 
lung der  zweiten  Axe  kann  wieder  jede  beliebige  sein:  die  beiden  gegebenen  Cur- 
ven haben  einen  vicrpiincligcn  (viert  angen  t igen)  Contact. 

Wenn  fünftens  die  beiden  Gleichungen:  * 

DC  = DC,  AC'  = A'C, 


*)  Auf  gewisse  Weise  wird  die  Theorie  der  Qsculation  hier  noch  anschaulicher  als  da,  wo  mau 
dieselbe  aus  dem  Zusammenfalle«:  von  Durchschnittspnncten  fierleitet.  Denkt  man  aich  nem- 
lich  eine  <;TT:v c als  die  Gräme  eines  Polygone*  mit  immer  zunehmender  Seitenzahl,  so  ent- 
sprechen die  Tangenten  der  Curve  verlängerten  Seilen  des  Polygons,  Der  Berührung  zweier 
Curven  entspricht  ein  Zusammenfällen  zweier  auf  einander  folgender  Seilen  der  beiden  he- 
täglichen  Polygone,  der  einfachen  Osculation  ein  Zusammenfällen  dreier  consecntivrr  Sei- 
ften des  einen  Polygons  mit  dreien  consecutivcn  Seiten  des  andern  uud  so  fort. 
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zugleich  befriedigt  werden,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (2)  in  folgende: 

v = o; 

die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  sind  also  der  ersten  Axe  parallel,  nnd  mithin 
osenliren  die  beiden  gegebenen  Curven  sich  im  Anfangspuncte  und  berühren  dieselbe,  der 
Tangente  in  diesem  Punctc  parallele,  gerade  Linie. 

W enu  insbesondere 

A = A'  = o, 

so  sind  die  beiden  Curven  beliebige  Parabeln,  die  sich  im  Anfangspuncte  osenliren. 
Wenn  sechstens  die  beiden  Gleichungen: 

BC’  = BC,  AC  = .VC, 

zugleich  Statt  Buden , so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (2)  in  folgende : 

u = o, 

die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  sind  also  unter  sich  nnd  mit  der  zweiten  Axe 
parallel. 

W enn  insbesondere 

A = A'  = o, 

so  sind  die  gegebenen  Curven  Parabeln,  welche  die  erste  Axe  im  Anfangspuncte  berüh- 
ren und  eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben,  die  der  zweiten  Axe  parallel  ist. 

5ßi.  Wir  können  die  vorstehenden  Bestimmungen  dadurch  noch  vereinfachen, 
dass  wir 

C = C‘  = i 


setzen.  Wenn  wir  demgemäss  die  Gleichung: 

vM-Aw5-t-2Bvw4-2Duw  =>  o,  ' (s) 

zu  Grunde  legen,  so  erhalten  wir  folgende  Zusammenstellung  verschiedener  Fälle: 


D = consl. 


B = consl. 


consl. 


D 

B 

D 

A 

B 

A 


IAIle  Curven  osenliren  einander  drcipnnctig  auf  der  ersten  Axe  im 
Anfangspuncte;  die  Richtung  der  zweiten  Axe  bleibt  unbestimmt. 

Alle  Curven  berühren  sich  auf  der  ersten  Axe  im  Anfangspuncte  und 
die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten,  je  zweier  derselben,  schnei 
den  sich  auf  der  zweiten  Axe. 

r Alle  Curven  berühren  sich  auf  der  ersten  Axe  im  Anfangspuncte  nnd 
'die  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  derselben  sind  parallel.  Die 
^zweite  Axe  hat  eine  beliebige  Biebtnng. 

, Alle  Curven  osruliren  sich  vicrpunctig  auf  der  ersten  Axe  im  Au- 
rons/. \fangspnnctc.  Die  Richlnng  der  zweiten  Axe  ist  beliebig. 

, Alle  Curven  osenliren  einander  dreipuuetig  auf  der  ersten  Ax<  im 
r Anfangspuncte  und  berühren  dieselbe,  «lieser  Axe  parallele  gerade  Linie. 
'Die  Richtung  der  zweiten  Axe  ist  beliebig. 
consl  ( ^nrvcn*  berühren  sich  auf  der  ersten  Axe  im  Anfangspuncte, 

( und  jede  derselben  berührt  iibcnlicss  zwei  gegebene,  der  zweiten  Axe 
cons  . V.paral|c|c  ^ gerade  Linien. 


consl. 


consl 

consl. 


582.  Wenn 

A = o, 

so  ist  die  resnltircndc  Gleichung: 

v’-f-2 B v w+?D uw  <=  o, 

die  allgemeine  Gleichung  aller  Parabeln , welche  die  erste  Axe  im  Anfangspuncte  berüh- 
ren. Fs  ergeben  sich  hier  folgende  besondere  Fälle: 
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U 0 ! \ Alle  Parahein  oscidircn  sich  dreipunctig  anf  der  ersten  Aie  im  An- 
I faugspuncle.  Die  zweite  Axc  hat  eine  beliebige  Richtnng. 

IAlle  Parabeln  berühren  einander  anf  der  ersten  Axe  im  Anfangs- 
puncte  und  überdiess  eine  gegebene  gerade  Linie,  die  der  zweiten  Axc 
parallel  ist.  Wenn  insbesondere  ß = o,  so  liegt  diese  gerade  Linie 
unendlich  weit,  und  die  zweite  Axc  ist  ein  gemeinschaftlicher  Durch- 
messer aller  Parabeln. 

i&t.  Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curvcn  zweiter  Classc: 
Aw’-f-2Bvw+CvJ-l-2Duw-i-  'Euv-f-Fn’  = o, 

zu  gleicher  Zeit : 

~ J r,  rv 

r = o,  I)  = o, 

nehmen,  so  erhalten  wir  die  allgemeine  Gleichung  solcher  Curvcn  dieser  Classc,  welch« 
die  erste  Cnordinatcn  - Axc  berühren,  und  deren  Mittclpunrt  zugleich  auf  dieser  Axe  liegt. 
Hieraus  ist  klar,  dass  alle  diese  Curvcn  Hyperbeln  sind,  die  eine  gemeinschaftliche  Asymp- 
tote haben , und  dass  diese  Asymptote  in  die  erste  A.xc  fallt. 

Hiernach  stellen  also  folgende  beiden  Gleichungen: 

A w’-mB  vw-f-C  v’-f-uE  uv  =»  o, 

A'wM-Hi'vu-f-CV-t-zEiiv  = o, 

zwei  Hyperbeln  dar,  welche  beide  die  erste  Axc  zu  einer  ihrer  Asymptoten  haben.  Zie- 
hen wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  nachdem  wir  zuvor  die  erste  mit  A‘, 
die  zweite  mit  A multiplicirt  haben,  so  kommt: 

v[2(A’ß— AB)w+(AC— AC')v-f-2(AE— AE‘)n]  ~ o. 

Der  Factor  v des  ersten  Tlicilos  dieser  Gleichung  bezieht  sich  anf  die  beiden  in  der  er- 
sten Axe  zusammcnfallenden  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  gegebenen  Cnrven, 
als  deren  Dnrchschnittspunct  man  den,  nach  der  Richtung  der  ersten  Axc  hin,  unend- 
lich weit  liegenden  BcrUhriuigspnnct  anznschcn  hat.  Die  Gleichung: 

2(A’ß— AR>+<A'C— AC')T-t-2(A'E— AE>  = o,  (.) 
stellt  also  den  Dnrchschnittspunct  der  beiden  übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  dar. 
Wenn  erstens: 

A'E  *53  AE', 

so  rcducirt  sich  die  Gleichung  (2)  anf  folgende: 

Q(AB— AB  )w-f-(A'C— AC)v  = o, 

und  stellt  mithin  einen  Panel  der  ersten  Aza  dar.  Wenn  wir  die  beiden  durch  diesen 
Punct  gehenden  gemeinschaftlichen  Tangenten,  die  immer  reell  sind,  construircn,  so 
fallt  die  eine  derselben  in  die  erste  Axe  und  mithin  fallen  drei  gemeinschaftliche  Tangen- 
ten der  beiden  durch  die  Gleichungen  (l)  gegebenen  Hyperbeln  in  ihre  gemeinschaftliche 
Asymptote  zusammen:  die  Hyperbeln  oseniiren  sich  drcipunctig  anf  der  er- 
sten Axc  in  unendlicher  Entfernung. 

W'cnn  zweitens: 

A'C  =»  AC, 

so  redneirt  sich  die  Gleichung  (2)  anf  folgende: 

(AB-AB)w-KA'E— AE>  = o, 

und  folglich  geht  die  zweite  Axe  durch  den  Dnrchschnittspunct  der  beiden  gemeinschaft- 
lichen Tangenten. 

Wenn  drittens: 

A B 3«  AB', 
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und  also  die  beiden  Hyperbeln  denselben  Mittelpnnct  haben,  so  rcducirt  sieb  die  Glei- 
chung (2)  auf  folgende : 

(AC-AC>+2(A‘E~AE>  = o; 
die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  sind  also  parallel. 

Wenn  viertens  zugleicb: 

A'E  = AE‘,  A’C  = AC", 

so  redneirt  sich  die  Gleichung  (2)  auf: 

w = o. 

Die  beiden  gegebenen  Hyperbeln  haben  einen  dreipnnctigen  Contaet  in  unendlicher  Ent- 
fernung auf  der  ersten  Axe  und  ihre  gemeinschaftliche  Tangente  geht  durch  den  An 
fangspunct. 

Wenn  fünftens  zugleich: 

A'E  = AE',  AU  = AB', 

so  redneirt  sich  die  Gleichung  (2)  auf: 

v = o. 

Alle  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  fallen  also  in  die  gemeinschaftliche  Asymptote  zu- 
sammen, cs  haben  die  beiden  Hyperbeln  auf  dieser  Asymptote  (der  ersten  Axe)  in  un- 
endlicher Entfernung  einen  vicrpunctigen  Contaet  Solche  Hyperbeln  ha- 
ben denselben  Mittelpnnct 

VVenn  sechstens  zugleich: 

AC  = AC',  AU  •=  AB’, 

so  redneirt  sich  die  Gleichung  (2)  auf: 

u *=  o. 

Die  erste  Axe  ist  in  diesem  Falle  eine  gemeinschaftliche  Asymptote  der  beiden  Hyper- 
beln, es  haben  dieselben  iiberdiess  zwei  parallele  gemeinschaftliche  Tangenten,  und  mit 
diesen  Tangenten  ist  die  zweite  Axe  parallel. 

5Ö£(.  Wenn  wir  zusammenfassen  und,  indem  wir  A = I setzen,  von  der  Gleichung: 
w’-+-2Bvw-t-Cv’-t-2Euv  = o, 

als  von  der  allgemeinen  Gleichung  solcher  Hyperbeln,  welche  die  erste  Coordinatcn- 
Axe  zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  haben,  ausgehen,  so  erhalten  wir  folgendes  Schema: 
Alle  Hyperbeln  osculircn  sich  dreipunctig  auf  der  ersten  Axe  in  un- 
endlicher Entferpung;  die  zweite  Axe  ist  beliebig. 

Die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  schneiden  sich  auf  der 
zweiten  Axe. 

Alle  Hyperbeln  haben  denselben  Mittelpnnct;  die  zweite  Axe  ist  be- 
liebig. 

Alle  Hyperbeln  osculircn  sich  dreipunctig  auf  der  ersten  Axe  in  un- 
endlicher Entfernung,  und  berühren  dieselbe  durch  den  An  fangspunct 
(gebende  gerade  Linie;  die  Richtung  der  zweiten  Axe  ist  beliebig. 

[ Alle  Hyperbeln  osculiren  sich  vierpunctig  auf  der  ersten  Axe  in  un. 
endlicher  Entfernung;  dj^. zweite  Axe  ist  beliebig. 

Alle  Hyperbeln  berühren  dieselben  beiden,  unter  einander  und  mit 
der  zweiten  Axe  parallelen  geraden  Linie.  — 

585.  Die  Discussionen  in  den  vorstehenden  Nummern  dieses  Paragraphen  werden 
dadurch  bedingt,  dass  wir  zwei  Coefficientcn  in  der  allgemeinen  Gleichung  gleich  Noll 
II.  19 


E «=  const. 


B 

E 

C 

E 

B 

C 

B 


const. 

const. 

const. 

tonst. 

const. 

const. 

const. 

const. 
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setzen  und  zwar  einmal  F und  E,  das  andere  Mal  F und  D.  Wir  erhalten  ganz  ähnli- 
che Discussioncn,  wenn  wir  C und  E,  oder  C and  1$  beide  gleich  Null  nehmen,  und 
die  geometrische  Deutung  bleibt  dieselbe  als  in  dem  Vorhergehenden , mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  die  beiden  Axen  sich  mit  einander  vertauschen. 


Man  sieht  sogleich,  dass  man  auch  noch  zu  analogen  Discussioncn  kommt,  wenn 
man  einmal  A and  B,  das  andere  Mal  A und  D gleich  Null  setzt.  Diese  beiden  Fälle 
unterscheiden  sich  offenbar  wiederum  nur  dadurch,  dass  die  eine  Coordinaten • Axe  an 
die  Stelle  der  andern  tritt.  Wir  wollen  in  dem  Folgenden  einen  dieser  beiden  Fälle  nä- 
her betrachten. 

Es  sind  (ti&i): 

2B  vw-t-C  vM-2E  uv+F  u’  = o,” 

2B'vw-t-C'TM-2E'nv-+-Ful  ■=  o, 

die  Gleichungen  irgend  zweier  Parabeln,  deren  Durchmesser  der  ersten  Axe  parallel 
sind.  Ziehen  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  nachdem  wir  znvor  die  er- 
ste mit  F',  die  zweite  mit  F multiplicirt  haben,  so  kommt: 

v[2(BF-B'F)w+<CF— CF)v+2(EF-EF)n]  »=  o. 

Der  Factor  v des  ersten  Theiles  dieser  Gleichung  bezieht  sich  auf  zwei,  der  ersten 
Axe  parallele,  gemeinschaftliche  Tangenten  der  beiden  Parabeln  (1),  die  folglich  als  un- 
endlich weit  liegend  und  als  zusammcnfallcnd  zu  betrachten  sind.  Man  kann  also  sagen, 
dass  die  beiden  Parabeln  in  unendlicher  Entfernung  sich  berühren.  Sol- 
che Parabeln  haben  ausserdem  nur  noch  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten.  In  dem  vor- 
liegenden Falle  schneiden  sich  dieselben  in  dem  Pnncte: 

2(BF'-BF)w+{CF— CF)v+2(EF— ET)u  = o.  (.) 


Wenn: 


EF  = EF, 


so  geht  die  erste  Axe  durch  den  Dnrchschnittspunct  der  beiden  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten. Wenn: 

CF  = C'F, 


so  liegt  dieser  Pnnct  auf  der  zweiten  Axe.  Wenn  endlich  zugleich: 

EF  = EF,  CF  = w F, 

so  ist  der  Durchschnittspunct  der  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  Anfangspunct  der 
Coordinaten. 

Wenn : 

BF  = BF, 

so  reducirl  sich  die  Glcichnng  (2)  auf  folgende : 

(CF— CF)vH-2(EF— E'F)n  = o, 

und  stellt  folglich  einen,  nach  einer  gegebenen  Richtung  hin,  nncndlich  weit  entfernt  lie- 
genden Punct  dar.  Es  liegt  also  auch  eine  der  in  Rede  stehenden  gemeinschaftlichen 
Tangenten  der  beiden  Parabeln  (t)  unendlich  weit,  und  ist  mithin  als  mit  den  beiden 
ersten,  unendlich  weit  liegenden,  gemeinschaftlichen  Tangenten  zusammcnfallcnd  anzuse- 
hen. Man  kann  also  sagen,  dass  die  beiden  Parabeln  in  unendlicher  Entfer- 
nung sich  dreipunctig  osculiren. 

Wenn  zugleich: 

BF  = BF,  EF  = EF, 

so  liegt  der  Punct  (2)  nach  der  Richtung  der  ersten  Axe  hin  unendlich  weit.  Es  liegen 
also  auch  alle  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  unendlich  weit  und  sind  mithin  als  *n- 


Digitizedby  Google 


Oerter  zweiter  Classe. 


147 


satnmcnfallcnd  zu  betrachten.  Die  beiden  Parabeln  (l)  haben  in  diesem  Falle  einen  vicr- 
punctigcn  Conlact  in  unendlicher  Entfernung. 

Wenn  zugleich : 

BF  = BF,  CF'  = CT, 

so  haben  die  beiden  in  Rede  stehenden  Parabeln  in  unendlicher  Entfernung  einen  drei- 
punctigcn  Contact  und  die  zweite  Axc  ist  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangente  parallel. 


586  Wenn  wir  die  verschiedenen  in  der  vorigen  Nummer  disentirten  Fälle  zusam- 
inenfassen,  so  erhalten  wir,  indem  wir,  der  Kürze  halber,  F =»  I setzen  und  demnach 
von  der  Gleichung: 

u :-f-2  B v C v ' -f-2  H u v = o,  • 

als  von  der  allgemeinen  Gleichung  solcher  Parabeln,  deren  Durchmesser  der  ersten  Axe 
parallel  sind,  ausgehen,  zu  folgendem  Schema: 

Die  erste  Axe  geht  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  gemcinschaft- 
E = const.  'liehen  Tangenten  je  zweier  Parabeln-,  die  zweite  Axe  ist  durchaus  be- 
Miebig. 

Die  zweite  Axc,  deren  Richtung  jede  beliebige  sein  kann,  geht  durch 
C = const.  den  Durchschniltspunct  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  Pa- 
rabeln. 

IAlle  Parabeln  osenliron  sich  dreipunctig  in  unendlicher  Entfernung. 
Der  Anfangspunct  und  die  Richtung  der  zweiten  Axe  sind  beliebig. 

Alle  Parabelu  berühren  dieselben  beiden  geraden  Linien,  die  im  An- 
Ifangspuncte  der  Coordinaten  sich  schneiden;  die  Richtung  der  zweiten 
JAxc  ist  beliebig. 

const.  i Alle  Parabeln  osculircn  sieb  vicrpunctig  in  unendlicher  Entfernung; 
const.  1 die  zweite  Axc  und  der  Anfangspunct  sind  beliebig. 

Alle  Parabeln  osculiren  sich  dreipunctig  iu  unendlicher  Entfernung, 
und  berühren  dieselbe  der  zweiten  Axe  parallele  gerade  Linie. 


B •=  const. 


E 

C 

E 

B 

C 

B 


const. 

const. 


const. 

const. 


:l 


587.  Das  System  irgend  zweier  Puncte,  die  auf  der  ersten  Axc  liegen,  können  wir 
durch  folgende  Gleichung  darstcllen : 

vJ-f-(*-4-*')vw-H«<'w2  <=  o.  («) 

Wenn  wir  diese  Gleichung  von  der  allgemeinen  Gleichung  solcher  Curvcn,  welche  die 
erste  Axe  im  Anfangspunctc  berühren: 

v,-f-2Bvw-4-Aw3-J*2Dnw  =s  o,  (») 

abziehen,  und  im  Resultate  den  gemeinschaftlichen  Factor  w fortlassen,  so  ergibt  sich: 
(A — xx')w-+-(2B-  (x-f-x))v-t-2Du  = o.  (ä) 

Diese  Gleichung  stellt  den  Durchscbnittspunct  derjenigen  beiden  durch  die  Puncte  (l) 
gehenden  Tangenten  der  Curvc  (2)  dar,  welche  nicht  in  die  erste  Axe  fallen. 

Die  Richtung  der  geraden  Linie,  welche  den  Punct  (3)  mit  dem  Anfangspunctc  ver- 
bindet, ist  durch  folgende  Gleichung  bestimmt: 

v _ 2P 

u 2B — ' 

Dieser  Ansdruck  ist  unabhängig  von  A und  bleibt  also  nnverändert  derselbe , wenn  wir 
statt  (2)  irgend  eine  andere  Corvc  zweiter  Classe  betrachten , welche  mit  derselben  im 
Anfangspanctc  einen  vierpunctigen  Contact  bat.  Also: 

19* 
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Wenn  man  von  irgend  zwei  festen  Puncten  der  gemeinschaßlichen  Tangente  im 
Osculations-Punctc  mehrerer  sich  vierpunctig  osculircndcr  Curven  zweiter  Classe  an 
jede  derselben  noch  zwei  Tangenten  zieht,  so  liegen  die  Durchschnitte  je  zweier  solcher 
Tangenten  auf  einer  festen,  durch  den  Osculationspunct  gehenden,  geraden  Linie. 

588.  Hiernach  erhalten  wir  eine  Conslruction  folgender  Aufgabe : 

Eine  Curve  zweiter  Classe  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  in  einem  gegebenen 
Puncte  vierpunctig  osculirt  und  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt. 

Es  sei,  indem  wir  die  Figur  in  Gedanken  hinzuthun,  TS  die  gegebene  gerade  Linie, 
welche  der  Tangente  des  Oscnlalionspnnctes  O im  Puncte  T begegne.  Man  lege  durch 
T an  die  gegebene  "Curve  die  zweite  Tangente  TS'  und  eine  beliebige  dritte  Tangente 
TS',  die  den  beiden  ersten  Tangenten  in  T'  und  S'  begegne.  Man  ziehe  OS',  die  der 
gegebenen  geraden  Linie  TS  in  S begegne  and  endlich  TS.  Diese  gerade  Linie  T'S  ist 
alsdann  eine  nene  Tangente  der  zn  constrnirenden  Cnrve,  welche  durch  den,  beliebig  auf 
der  Tangente  im  Osculationspuucte  anzunehmenden , Pnnct  T gebt. 

Wenn  die  beiden  Puncte  T und  T,  und  also  auch  die  durch  dieselben  gehenden 
zweiten  Tangenten,  zusammcnfallen,  (was  darauf  binanskommt,  x x zu  setzen),  so 
sind  S'  und  S Puncte,  von  welchen  der  eine  auf  der  gegebenen,  der  andere  auf  der  zu 
constrnirenden  Cnrve  liegt,  und  diese  beiden  Puncte  liegen  immer  noch  mit  dem  Oscu- 
lationspnnctc  O in  gerader  Linie.  Auf  diese  Weise  kommen  wir  zu  der  Umkchrnng  ei- 
nes Salzes,  den  wir  schon  früher  erwähnt  haben  *)  und  nach  welchem  wir,  wenn  ein 
Pnnct  der  zu  constrnirenden  Curve  gegeben  ist,  in  diesem  Puncte  die  Tangente  legen, 
und  wenn  eine  Tangente  gegeben  ist,  auf  dieser  Tangente  den  Bcrükrungspunct  bestim- 
men können. 

589-  Wir  erhalten  ferner,  wenn  wir  annchmcn,  dass  die  gegebene  zu  berührende 
gerade  Linie  nncndlich  weit  liegt,  die  Construction  folgender  Aufgabe: 

Eine  Parabel  zu  beschreiben,  welche  eine  gegebene  Curve  zweiter  Classe  in  einem 
gegebenen  Puncte  vierpunctig  osculirt. 

Man  lege,  parallel  mit  der  Tangente  im  Oscnlationspnnctc  O,  eine  zweite  Tangente 
an  die  gegebene  Cnrve,  und  irgend  eine  dritte  Tangente  T'S',  welche  der  ersten  in  T' 
und  der  zweiten  in  S'  begegne;  man  ziehe  OS'  und  endlich  durch  T'  eine  gerade  Linie 
parallel  mit  OS'.  Diese  letztgezogenc  gerade  Linie  ist  eine  Tangente  der  gesuchten  Pa- 
rabel. Der  Beruhruugspunct  auf  dieser  Tangente  ist  derjenige  Pnnct,  in  welchem  der- 
selbe von  einer  durch  O und  den  BcrUbrungspunct  auf  der  Tangente  der  gegebenen 
Curve  T’S'  gehenden  geraden  Linie  geschnitten  wird. 

Man  sicht  ferner,  indem  man  den  BcrUhrnngspuncl  auf  der  nncndlich  weit  entfernten 
Tangente  der  zn  constrnirenden  Parabel  sucht,  dass  der  durch  den  Osculationspunct  ge- 
hende Durchmesser  der  gegebenen  Curve  auch  ein  Durchmesser  der  Parabel  ist. 

5Q0.  Der  Abstand  des  Punctcs  (3)  von  der  ersten  Axc  ist  durch  folgenden  Ausdruck 
gegeben : 

w _ 2D 
u A — xx  ' 

welcher  von  B unabhängig  ist  omLalso  derselbe  bleibt,  wenn  wir  mit  der  Curve  (3)  ir- 


*)  Entwicklungen , 355. 
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gern!  eine  andere  Tcrtansclien,  welche  dieselbe  im  Anfangspunclc  drcipunctig  oscnlirl  nnd 
mit  ihr  eine  gemeinschaftliche  Tangente  hat,  die  der  Tangente  im  Osculationspnncte 
parallel  ist.  Also: 

Wenn  mehrere  Curven  zweiter  Classe,  welche  dieselben  beiden  Parallelen  berüh- 
ren und  sieh  auf  einer  derselben  dreipunctig  oseuliren , gegeben  sind  und  man  legt  von 
irgend  zweien  festen  Punctcn  der  ’ Tangente  im  gemeinschaßlichen  Osculationspuncte 
zwei  neue  Tangenten  an  jede  der  Current  so  liegen  die  Durchschnitte  dieser  Tangen- 
ten - Paare  auf  einer  dritten  parallelen. 

Wenn  man  von  irgend  einem  Puncte  der  Tangente  im  Osculationspnncte  noch  eine 
zweite  Tangente  an  jede  Ctirve  zieht,  so  Hegen  die  Berührungspuncle  alle  auf  derselben 
geraden  Linie , die  den  beiden  parallelen  Tangenten  parallel  ist. 

Es  lässt  sich  mit  dem  ersten  dieser  beiden  Sätze  der  Satz  der  5C7.  Nummer  als  be- 
sonderer Fall  in  Verbindung  bringen,  wenn  man  mit  der  Tangente  im  Osculationspuncte 
die  zweite,  ihr  parallele  gemeinschaftliche  Tangente  zusammcnfallen  lässt.  Diejenige  ge- 
rade Linie  nemlich,  welche  der  geometrische  Ort  fiir  die  Dnrchschnittspnnctc  der  ver- 
schiedenen Tangenten  - Paare  ist,  geht,  weil  sic  mit  den  beiden  parallelen  Tangenten 
parallel  ist,  durch  den  (unendlich  weit  entfernten)  Durchschnitt  derselben.  Fallen  aber 
die  beiden  parallelen  Tangenten  zusammen,  so  ist  der  Osculationspunct  als  ihr  Durch- 
sehnittspunct  anznschcn. 

591.  Wenn  wir  annchmcn,  dass  in  der  Gleichung  (2)  A ■=  o ist,  so  erhalten  wir 
statt  der  beiden  Sätze  der  vorigen  Nnmmcr  die  folgenden: 

Wenn  man  von  irgend  zwei  festen  Punctcn  der  TangenTe  im  Osculationspuncte  meh- 
rerer sich  osculirender  Parabeln  nach  zwei  Tangenten  an  jede  Parabel  legt,  so  liegt 
der  Durchschnittspunct  solcher  zwei  Tangenten  auf  einer  festen  geraden  Linie , die  der 
gemeinschaftlichen  Tangente  im  Osculationspuncte  parallel  ist. 

Wenn  man  von  irgend  einem  festen  Puncte  der  Tangente  im  Osculationspuncte  an 
jede  Parabel  noch  eine  zweite  Tangeide  legt , so  liegen  die  Berührungspuncle  auf  allen 
diesen  Tangenten  auf  einer  festen  geraden  Linie,  welche  der  Tangente  im  Osculalions- 
puncte  parallel  ist. 

Nach  dem  ersten  der  beiden  vorstehenden  Sätze  können  wir  folgende  Aufgabe  con- 
struiren: 

Eine  Parabel  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  in  einem  gegebenen  Puncte  ascu- 
lirt  und  überdiess  eine  gegebene  gdradc  Linie  berührt. 

Es  sei  SQ  die  gegebene  gerade  Linie,  die  der  Tangente  des  Oscnlationspnnctcs  ö 
im  Pnnctc  T.  begegne.  Man  lege  durch  T eine  zweite  Tangente  TM  an  die  gegebene 
Parabel  und  an  dieselbe  Parabel  noch  irgend  eine  beliebige  dritte  Tangente,  die  der 
Tangente  TM  in  S',  and  der  Tangente  OT  in  T'  begegne.  Durch  S’  ziehe  man,  paral- 
lel mit  OT,  die  gerade  Linie  S'S,  die  der  gegebenen  SQ  in  S begegne,  und  endlich 
ST.  Diese  gerade  Linie  ist  alsdann  eine  nene  Tangente  der  zn  constrnircndcn  Curvc. 

Nach  dem  zweiten  der  beiden  vorstehenden  Sätze  können  wir  in  der  letzten  Aufgabe 
auf  der  gegebenen  geraden  Linie  den  BerUhrnngspunct  bestimmen. 

593.  Der  Abstand  des  Punctes  (s)  von  der  zweiten  Axe  ist  gleich : 

w 2B— («■+*) 

v “ A— **'  ’ 
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und  bleibt  also  derselbe,  so  lange  A und  B dieselben  Wcrthe  behalten,  das  heisst,  für 
alle  beliebige  Curvcn , welche  die  erste  Axc  im  Anfangspiinclc  and  iiberdicss  zwei  gege- 
bene, unter  sich  und  mit  der  zweiten  Axe,  parallele  gerade  Linien  berühren.  Also: 

Wenn  mehrere  Curvcn  zweiter  Classe  eine  gegebene  gerade  Linie  in  demselben 
Punctc  und  iiberdicss  norh  zwei  gegebene  gerade  Linien  berühren,  und  man  von  irgend 
mvei  festen  Punclen  der  ersten  geraden  Linie  noch  zwei  Tangenten  an  jede  Curve  legt,  so 
schneiden  sich  die  verschiedenen  Tangenten  - Paare  auj  einer  festen  geraden  Linie , * di t 
mit  den  beiden  gegebenen  parallelen  Linien  parallel  ist. 

Wenn  man  von  demselben  festen  Punct  der  ersten  gegebenen  geraden  Linie  Tau- 
genten  an  alle  Curvcn  zieht,  so  liegen  die  Berührungspancte  aal  allen  diesen  Tangenten 
auf  einer  nenen  Parallelen. 

IVenn  mehrere  Parabeln  zwei  gegebene  gerade  Linien  berühren  und  zwar  die  erste 
derselben  in  einem  gegebenen  Puncle,  so  schneiden  sich  je  zwei  Tangenten,  die  sich 
von  irgend  zwei  festen  Punclen  dieser  ersten  geraden  Linie  an  jede  Parabel  legen  las- 
sen, in  einem  Puncte  einer  Jcslen  geraden  Linie,  die  der  zweiten  gegebenen  paral- 
lel ist. 

Wenn  man  von  irgend  einem  festen  Pnncte  der  ersten  gegebenen  geraden  Linie  eint 
zweite  Tangente  an  jede  Parabel  legt,  so  liegen  die  Berührungspancte  auf  allen  diesen 
Tangenten  in  derselben  geraden  Linie,  die  der  zweiten  gegebenen  parallel  ist. 

Aas  den  vorstehenden  Sätzen  ergeben  sich  wiederum  lineare  Constrnctionen,  die  wir 
hier  übergehen.  Die  Sätze  der  zunächst  vorhergehenden  Nnmmcm  sind  als  besondere 
Fälle  derselben  anzuseben. 

593.  Wenn  wir  von  der  allgemeinen  Gleichung  solcher  Hyperbeln,  welche  die  erste 
Axc  zur  gemeinschaftlichen  .Asymptote  haben:  * 

w’-f-aBvw-i-Cv’-HtEnv  = o,  (4)  . 

folgende  Gleichung : 

— o,  («) 

welche  das  System  irgend  zweier  auf  der  ersten  Axe  liegenden  Punctc  darstellt , abziehn 
and  dann  den  gemeinschaftlichen  Factor  w fortlassen,  so  kommt: 

(2B-(?-Kl)w+(C-?S>+2F.o  = o.  (6) 

Diese  Gleichung  stellt  den  Durchschnittspnnct  derjenigen  beiden  Tangenten  dar,  die  sich 

von  den  beiden  Punctcn  (5),  die  auf  der  Asymptote  der  Curve  liegen,  an  die  Curve  zie- 
hen lassen.  Wenn  wir  diese  beiden  Punctc  als  fest,  nnd  demnach  £ und  5 als  gegeben 
betrachten,  so  erhalten  wir  die  folgenden  drei  Fälle  aus  der  Discussion  der  Glei- 
chung (6). 

1)  Der  in  Bede  stehende  Dnrchschnittspunct  (6)  liegt  auf  einer  festen,  durch  den  An- 
fangspunet  gehenden,  geraden  Linie,  wenn  wir  nach  einander  statt  der  Curve  (5) 
verschiedene  Cnrven  nehmen,  in  deren  Glcicbnngen  B beliebig  ist,  C nnd  E aber  ein 
für  alle  Mal  gegeben  sind. 

2)  Der  Durchschnittspnnct  (6)  liegt  auf  einer  festen,  der  ersten  Axc  parallelen,  gera- 
den Linie,  wenn  C nach  einander  verschiedene  Wcrthe  erhält,  B und  E aber  ein 
für  alle  Mal  bestimmt  sind. 

3)  Der  Dnrchschnittspunct  (6)  liegt  auf  einer  festen,  der  zweiten  Axc  parallelen,  gera- 
den Linie,  wenn  C und  B durchaus  bestimmte  Wcrthe  erhalten,  der  Coefficient  E 
aber  unbestimmt  bleibt. 
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5QA.  Die  geometrische  Deutung  des  ersten  dieser  drei  Falle  gibt  die  folgenden 
Sätze: 

Wenn  man  von  irgend  zwei  fcstch  Punctcn  der  gemeinschaftlichen  Asymptote  meh- 
rerer Hyperbeln,  welche  auf  dieser  Asymptote  in  unendlicher  Entfernung  einen  drei- 
punctigen  Contacl  haben,  und  überdiess  eine  gegebene  gerade  Linie  berühren,  an  jede 
Hyperbel  zwei  Tangenten  zieht , so  liegt  der  üurchschnitlspunel  aller  dieser  Tangentcn- 
Paare  auf  ein  und  derselben  geraden  Linie,  welche  durch  den  Durchschnitt  der  ge- 
meinschaftlichen Tangente  und  Asymptote  geht. 

IVenn  man  von  irgend  einem  festen  Puncle  der  gemeinschafilichen  Asymptote  an 
jede  Hyperbel  eine  Tangente  legt,  so  liegen  die  Bcriihrungspuncle  auf  allen  diesen 
Tangenten  in  einer  ebenfalls  durch  jenen  Durchschnitt  gehenden  geraden  Linie- 
in der  13.  Figur,  die  ich  hinzufiige,  uin  von  der  Beziehung  zweier  sich  in  anend- Fig.  13. 
lieber  Entfernung  drcipnnclig  osculircndcr  Hyperbeln  zu  einander  eine  Anschauung  zu  ge- 
ben, ist  AB  die  gemeinschaftliche  Asymptote  der  beiden  Cnrvcn,  rr'  die  gemeinschaft- 
liche Tangente,  nnd  r der  Punct,  in  welchem  diese  beiden  geraden  Linien  sich  Schnei- 
den. T und  T'  sind  zwei  beliebige  feste  Pun-:te  der  gemeinschaftlichen  Asymptote,  die 
durch  diese  beiden  Puncle  gehenden  Tangenten  der  einen  Curv£  schneiden  sich  iu  S, 
die  der  andern  in  S'.  Der  Punct  r liegt  mit  den  beiden  Puncten  S und  S’  in  gerader 
Linie. 

Nach  dem  ersten  der  beiden  vorstehenden  Sätze  erhalten  wir  eine  lineare  Constroc- 
tion  folgender  Aufgabe: 

Eine  Hyperbel  zu  beschreiben , die  mit  einer  gegebenen  in  unendlicher  Entfernung 
einen  dreipunctigen  Contacl  hat  und  überdiess  irgend  zwei  gegebene  gerade  Linien 
berührt. 

VVir  wollen  erstens  annchmcn,  dass  eine  der  beiden  gegebenen  zu  berührenden  ge- 
raden Linien  rr'  zugleich  eine  Tangente  der  gegebenen  Hyperbel  MN  sei.  Die  andere 
gegebene  gerade  Linie  sei  TQ  nnd  schneide  diejenige  Asymptote  AB  der  gegebenen  Hy- 
perbel, anf  welche  der  Contact  Statt  finden  soll,  im  Puncte  T.  Man  lege  von  T aus 
an  die  gegebene  Hyperbel  die  Tangente  TS'  und  an  dieselbe  Gurre  noch  irgend  eine 
zweite  Tangente  TS’,  welche  der  Tangente  TS'  in  S’  und  der  Asymptote  AB  in  T'  be- 
gegne. Man  ziehe  iS',  welche  der  gegebenen  geraden  Linie  TQ  in  S begegne  und  end- 
lich TS.  Diese  letzte  gerade  Linie  ist  alsdann  eine  neue  Tangente  der  zn  construircodrn 
Gorve. 

Wenn  zweitens  irgend  zwei  beliebige  gerade  Linien,  welche  von  der  gesuchten 
Gurvc  berührt  werden  sollen,  gegeben  sind,  so  können  wir  sogleich  die  gemeinschaftli- 
che Tangente  der  beiden  Curvcn  bestimmen.  Es  seien  nemlieh  TS  lind  T'S  die  beiden 
gegebenen  geraden  Linien;  alsdann  ergibt  sich  der  Punct  S’,  indem  wir  von  T und  T 
ans  Tangenten  an  die  gegebene  Hyperbel  legen.  Die  durch  S nnd  S’  gehende  gerade 
Linie  schneidet  AB  in  r,  durch  welchen  Punct  jrnc  gemeinschaftliche  Tangente  geht. 

Nach  dem  zweiten  der  beiden  vorstehenden  Sätze  können  wir  sogleich  die  beiden 
Berührongspnncte  anf  den  beiden  gegebenen  geraden  Lioicn  bestimmen.  Der  Berlib- 
rungspunct  t auf  TQ  zum  Beispiel  liegt  zugleich  auf  derjenigen  geraden  Linie  rf,  welche 
den  Bcrübrungspunct  t'  anf  TS’,  der  durch  T gebenden  Tangente  der  gegebenen  Hyper- 
bel mit  dem  Puncle  t verbindet. 
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An  den  letztgenannten  Satz  schlossen  sich  noch  einige  specielle  Constrnctionen  an, 
von  denen  wir  die  Construction  der  folgenden  Aufgabe  noch  hervorheben  wollen. 

Eine  Hyperbel  zu  beschreiben , die  mit  einer  gegebenen  auf  einer  gegebenen  Asymp- 
tote derselben  einen  dreipuncligen  Contact  und  iiberdiess  eine  gegebene  gerade  Linie 
. ' zur  zweiten  Asymptote  hat. 

Es  sei  AC  die  gegebene  gerade  Linie , welche  der  gemeinschaftlichen  Asymptote  AB 
in  A begegne.  Man  lege  durch  A eine  Tangente  At"  an  die  gegebene  £urve  und  t"  sei 
.der  Bcrilhrungspunct.  Durch  t"  lege  man  eine  gerade  Linie  parallel  mit  AC  Diese  ge- 
rade Linie  schneidet  AB  in  T. 

595.  Die  geometrische  Deutung  des  zweiten  Falles  der  593.  Nummer  gibt  die  folgen- 
den beiden  Sätze : 

Wenn  man  von  irgend  zu-ei  festen  Punclen  der  gemcinschafilichen  Asymptote  meh- 
rerer in  unendlicher  Entfernung  sich  vierpunciig  osculircndcr  Hyperbeln,  zwei  Tangen- 
ten an  jede  derselben  legt,  so  liegen  die  Durch  schnitt  spuncte  aller  dieser  Tangcnlen- 
Paarc  auf  einer  der  gemcinschafilichen  Asymptote  parallelen  geraden  Linie.  Die  Be- 
rilhrungspuncte  auf  allen  durch  denselben  Punct  der  gemeinschaftlichen  Asymptote  ge- 
henden Tangenten  liegen  ebenfalls  auf  einer  dieser  Asymptote  parallelen  geraden  Linie. 

Nach  dem  vorstehenden  Satze  können  wir  folgende  Aufgabe  construircn : 

Eine  Hyperbel  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  in  unendlicher  Entfernung  vier- 
punciig osculirt  und  iiberdiess  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt. 

► 

Fi",  ta,  Ls  sei  MN  die  gegebene  Hyperbel’,  AB  diejenige  Asympsote,  auf  welcher  der  Con- 
tact Statt  linden  soll,  und  die  von  der  gegebenen  geraden  Linie  TQ  in  T geschnitten 
wird.  An  die  gegebene  Hyperbel  lege  man  irgend  zwei  Tangenten  TS'  und  TS",  von 
welchen  die  erstgenannte  dorch  T geht.  Durch  S’,  den  Durchschnitt  dieser  beiden  Tan- 
genten, lege  man  S'S  parallel  mit  AB  nnd  S sei  der  Punct , in  welchem  diese  gerade 
Linie  der  gegebenen  TQ  begegnet.  Zieht  man  alsdann  TS,  so  erhält  man  eine  neue 
Tangente  der  zu  construircndcn  Curvc.  • , 

Wenn  die  gegebene  gerade  Linie  insbesondere  TQ  durch  den  Mittclpunct  der  gege- 
benen Curvc  geht,  so  ist  dieselbe  die  zweite  Asymptote  der  verlangten  Curvc.  In  der 
eiten  angezeiglcn  Construction  der  Tangenten  dieser  Curvc  ändert  sich  nichts. 

Um  auf  der  gegebenen  geraden  Linie  TQ  den  BcrUhrungspnnct  t zn  bestimmen, 
hraticbcu  wir  nur  tt',  parallel  mit  AB  durch  t',  den  Bcrbbrungspnnct  auf  Tt',  zn  ziehen. 

Eine  Hyperbel  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  in  unendlicher  Entfernung  vier- 
punctig  osculirt  und  iiberdiess  durch  einen  gegebenen  Punct  geht. 

Es  sei  t der  gegebene  Punct.  Durch  diesen  Punct  lege  man  tt'  parallel  mit  AB,  und 
t’  sei  der  Pnnct,  in  welchem  diese  gerade  Linie  der  gegebenen  Hyperbel  begegnet  An 
diese  Hyperbel  lege  man  im  Punctc  l’  eine  Tangente,  die  der  Asymptote  AB  in  T be- 
gegne. Zieht  man  endlich  Tt,  so  erhält  man  die  Tangente  der  verlangten  Curve  in  dem 
gegebenen  Punctc  t. 

Man  sieht  ohne  Mühe , dass  die  Sätze  nnd  Constrnctionen  dieser  Nummer  ans  den 
Sätzen  und  Constrnctionen  der  vorigen  als  besondere  Fälle  sich  hcrleitcn  lassen.  Aus 
der  Discnssion  des  dritten  Falles  der  593.  Nnmracr  ergehen  sich  ganz  analoge , nnd  noch 
allgemeinere  Resultate,  bei  deren  Herlcitnng  wir  hier  nicht  verweilen  wollen. 
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5g6.  Wenn  wir  von  der  allgemeinen  Gleichung  solcher  Parabeln,  deren  Durchmes- 
ser der  ersten  Axe  parallel  sind : 

u’-t-sBvw-t-Cv’-f-lEuv  = o,  (j) 

folgende  Gleichung: 

n’-f^J.-t-A'Jnv+UV  = o,  (s) 

die  ein  System  von  zwei  nach  gegebenen  Richtungen  hin  unendlich  weit  liegenden  Punc- 
ten  darstellt,  abziehen,  und  in  der  rcsultircndcn  Gleichung  den  gemeinschaftlichen  Fac- 
tor v vernachlässigen,  so  kommt: 

2Bw-t-(C — U')v+(2E — (A-f*A))u  “ o.  (9) 

Diese  Gleichung  stellt  offenbar  den  Dnrchschnittspunct  derjenigen  beiden  Tangenten  dar, 
welche  die  der  Gleichung  (8)  entsprechenden  Richtungen  haben.  Wir  erhalten  hier  wie- 
derum drei  verschiedene  Fälle : (586) 

1)  Der  Poncl  (9)  liegt  auf  einer  festen,  durch  den  Anfangspunct  gehenden,  geraden 
Linie,  wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  (7)  für  C und  £ ein  für  alle  Mal 
bestimmte,  für  B aber  nach  einander  alle  möglichen  Werlhe  annehmen. 

2)  Der  Punct  (9)  liegt  auf  einer  der  zweiten  Aze  parallelen  geraden  Linie,  wenn  die 

Coeflicientcn  B und  C bestimmt  sind,  aber  £ unbestimmt  bleibt.  u 

3)  Der  Punct  (9)  liegt  auf  einer  der  ersten  Axe  parallelen  geraden  Linie,  wenn  die 
Coefficienten  B und  £ gegeben  sind,  der  CoefBcieut  C aber  beliebig  angedommen 
werden  kann. 

597-  Die  geometrische  Deutung  des  ersten  Falles  der  vorigen  Nummer  führt  uns  zu 
folgendem  Satze. 

W enn  man  nach  zwei  gegebenen  Richtungen,  an  jede  von  solchen  Parabeln,  die 
zwei  gegebene  gerade  Linien  berühren  und  deren  Durchmesser  parallel  sind,  zwei 
Tangenten  legt , so  liegen  die  Durchschnitt spuncle  solcher  Tangenten  - Paare , so  wie 
die  RcrUhrungspuncte  auf  alten  unter  sich  parallelen  Tangenten,  auf  denselben  gera- 
den Linien  und  diese  geraden  Linien  gehen  durch  den  Durchschnittspunct  der  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  beiden  Parabeln. 

Nach  diesem  Satze  ergibt  sich  unter  Andcrm,  wie  sogleich  erhellet,  die  Constrnction 
der  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Parabeln,  deren  Durchmesser  parallel  sind. 

598.  Die  geometrische  Deutung  des  2.  Falles  der  596.  Nommer  gibt  folgenden  Salz: 

Wenn  man  nach  zwei  gegebenen  Richtungen , an  jede  von  solchen  Parabeln,  die 
sich  in  unendlicher  Entfernung  dreipunctig  osculircn  und  überdiess  eine  gegebene  gerade 
Linie  berühren,  zwei  Tangenten  legt,  so  liegen  die  Durchschnitte  aller  dieser  Tangen- 
ten • Paare  in  gerader  Linie  und  diese  gerade  Linie  ist  der  gegebenen  parallel.  Die 
Rerührungspunde  auf  allen  unter  einander  parallelen  Tangenten  der  verschiedenen 
Parabeln  liegen  ebenfalls  in  einer  solchen  geraden  Linie. 

Hiernach  ergibt  sich  die  Constrnction  folgender  Aufgabe : 

Eine  Parabel  zu  beschreiben , die  eine  gegebene  in  unendlicher  Entjernung  drei - 
punctig  osculirt  und  überdiess  irgend  zwei  gegebene  gerade  Linien  berührt. 

£s  sei  MN  die  gegebene  Parabel,  QS  und  RS  seien  die  beiden  gegebenen  geraden  fig.  15. 
Linien  und  S ihr  Durchschnitt.  Man  lege  an  die  gegebene  Parabel  zwei  diesen  geraden 
Linien  parallele  Tangenten  Q'S'  und  R'S',  die  sich  in  irgend  einem  Pnnctc  S’  schneiden 
werdeu.  Man  ziehe  SS’  und  lege,  parallel  mit  dieser  geraden  Linie,  an  die  gegebene 
Parabel  die  Tangente  TT.  Diese  Tangente  berührt  zugleich  auch  die  verlangte  Parabel. 

II.  20 
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Sobald  diese  gemeinschaftliche  Tangente  gefunden  ist,  ist  cs  leicht,  beliebig  siele  Tan- 
genten der  letztgenannten  I'arabel  in  bestimmen. 

Um  die  BcrUhrnngspuncle  t nnd  t"  anf  den  beiden  geraden  Linien  OS  und  RS  za 
finden , brauchen  wir  nur  durch  t'  und  t”,  die  Bcrührungspuncte  auf  Q'S'  und  R'S',  zwei 
gerade  Linien,  parallel  mit  SS',  zu  ziehen. 

599-  Die  geometrische  Deutung  des  dritten  Falles  der  596.  Nummer  zeigt,  dass  als- 
dann alle  Parabeln  denselben  Haupt-Durchmesser  und  gleiche  Parameter  haben  und  also 
Zusammenfällen  würden,  wenn  man  dieselben  nach  der  Richtung  der  ersten  Azc  gehörig 
verschöbe.  Dasselbe  folgt  unmittelbar  aos  der  48O.  nnd  306.  Nummer. 

600.  Die  Gleichung  (3)  der  387.  Nummer  stellt,  indem  wir  von  irgend-  einer  bestimm- 
ten, der  durch  die  allgemeine  Gleichung  (1)  dargestcllten,  Curvcn  ausgehen  und  nach  und 
nach  für  x und  x'  alle  möglichen  Werlhc  nehmen,  alle  möglichen  Puncte  in  der  Ebene 
der  Curvc  dar.  Bestimmen  wir  x nnd  x'  so,  dass 

x-f-x-  = const., 

so  liegen  alle  diese  Puncte  auf  derselben  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  ge- 
henden geraden  Linie.  Hiernach  erhalten  wir  folgenden  Satz : 

Wenn  wir  auf  einer  gegebenen  Tangente  einer  gegebenen  Curve  zweiter  Classe,  sol- 
che Paare  von  Punclen  bestimmen,  die  mit  dem  Bcrührungspunctc  und  irgend  einem 
festen  Puncte  der  gegebenen  Tangente  vier  harmonische  Theilungspuncle  bilden,  so 
schneiden  sich  die  Tangenten- Paare , welche  durch  diese  Puncte  gehen,  auf  einer  fe- 
sten, durch  den  Berührungspunct  gehenden,  geraden  Linie. 

Dieselbe  gerade  Linie  geht  offenbar  auch  durch  den  Berührungspunct  auf  der  zweiten 
durch  jenen  festen  Punct  gehenden  Tangente.  Hiernach  können  wir  demselben  Satze 
auch  folgende  Aussage  geben: 

Irgend  zwei  Tangenten  einer  gegebenen  Curve  zweiter  Classe  werden  von  zweien 
andern  harmonisch  geschnitten,  wenn  der  Durchschnitt  dieser  auf  der  Polaren  des 
Durchschnittes  von  jenen  liegt. 

Die  Beziehung  der  beiden  Tangenten  - Paare  zu  einander  ist  durchaus  gegenseitig. 

Wenn  wir  insbesondere 

x-f-x’  = o 

setzen,  so  ist  der  in  Rede  stehende  Ort  ein  Durchmesser  der  Curve  nnd  wir  kommen  zu 
einem  allbekannten  Satze. 

Der  Punct  (3)  liegt  ferner  auf  einer  der  ersten  Axc  paralellen  geraden  Linie,  wenn 

, xx’  h const., 

und  somit  erhalten  wir  den  nachstehenden  Satz: 

tf  enn  wir  von  zwei  beliebigen  Puncten  einer  gegebenen  Tangente  einer  gegebenen 
Curve  zweiter  Classe,  für  welche  das  Product  der  Abstände  vom  Berührungspuncte, 
derselben  beliebigen  Grösse  gleich  ist,  Tangenten  an  die  Curve  legen,  so  schneiden 
dieselben  sich  auf  einer  festen,  der  gegebenen  Tangente  parallelen,  geraden  Linie. 

60t.  Die  ganz  analoge  Discussion  der  Gleichung  (6)  der  593.  Nummer  gibt,  in- 
dem wir 

= const. 

setzen,  folgenden  Satz,  den  wir  durch  Gränsbctrachtongen  sogleich  aus  dem  ersten  Salze 
der  vorhergehenden  Nummer  hätten  berleitcn  können. 
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Wenn  man  von  solchen  Puncten  einer  Asymptote  einer  gegebenen  Hyperbel,  die 
von  einem  gegebenen  Puncte  dieser  Asymptote  gleich  weit  ab  stehen,  Tangenten  an  die 
Hyperbel  legt,  so  schneiden  sich  diese  Tangenten , paarweise  genommen,  auf  einer  fe- 
sten, jener  Asymptote  parallelen  geraden  Linie. 

Hiernach  ergibt  sich  eine  leichte  Construction  einer  Hyperbel,  die  iron  vier  gegebe- 
nen geraden  Linien  eine  zu  einer  ihrer  Asymptoten  nnd  die  drei  übrigen  zu  Tangen- 
ten hat. 

Wenn  wir 

& = const. 

setzen,  so  ergibt  sich  folgender  Satz: 

Wenn  man  von  solchen  zwei  Puncten  einer  Asymptote  einer  gegebenen  Hyperbel, 
für  welche  das  Product  der  Abstande  von  einem  festen  Puncte  derselben  Asymptote  con- 
st ant  ist,  Tangen' en  an  die  Hyperbel  legt,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einem  Puncte 
einer  durch  den  festen  Punct  gehenden  festen  geraden  Linie. 

602.  Aus  einer  analogen  Discussion  der  Gleichung  (9)  erhalten  wir  endlich  noch 
zwei  allbekannte  Sätze,  die  den  Sätzen  der  beiden  vorigen  Nummern  entsprechen  und 
die  wir  aus  diesem  Grunde  hier  anfubren. 

Irgend  zwei  Tangenten  einer  gegebenen  Parabel,  derjenige  Durchmesser , welcher 
durch  den  Durchschnittspunct  derselben  geht,  und  die  Tangente  im  Scheitel  dieses 
Durchmessers,  haben  die  Richtung  von  vier  Harmonicalen. 

Dieser  Salz  bezieht  sich  auf  die  Bedingung: 

1+A'  — const. 

Wenn  wir 

XV  = const.  <• 

setzen  und  insbesondere  const.  =»  ( — 1)  nehmen,  so  kommen  wir  tu  folgendem  zweiten 
Satze : 

Die  Scheitel  alter  rechten  Winkel,  deren  Schenkel  eine  gegebene  Parabel  berüh- 
ren. liegen  in  gerader  Linie  ( der  Direct  rix).  — 

603.  Wenn  wir  irgend  eine  Curvc  zweiter  Classe,  welche  die  erste  Coordinatcn- 
Axe  im  Anfangspuncte  berührt,  durch  die  Gleichung: 

AwM-2Bvw+Cv’-t-2Duw  ss  o,  * (1) 

darstellen,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  aller  möglichen  Cnrven  derselben  Classe,  die 
die  gegebene  im  Anfangspuncte  drcipunctig  osenliren,  wenn  wir,  unter  der  Bedingung, 
dass  der  Qootient  p unverändert  derselbe  bleibt,  den  Coefficicntcn  der  vorstehenden  Glci- 

Vi 

chung  beliebige  Wcrthc  beilegen  (58l).  Eine  von  diesen  Gleichungen  insbesondere  stellt 
einen  Kreis  dar.  Diesen  Kreis  wollen  wir  in  dem  Folgenden  bestimmen. 

Bei  der  Annahme  rechtwinkliger  Coordinatcn  - Axcn  ist  die  allgemeine  Gleichnng  des 
Kreises : 

(au-t-bv-f-w)1  s=  f’Cv’-t-o7), 

wenn  p den  Radios  desselben  bezeichnet  nnd 

au-+-bv-f-w  se  o 

die  Gleichnng  seines  Mittclponctcs  ist  (442}.  W enn  der  Kreis  die  erste  Coordinaten-Axe  im 
Anfangspuncte  berühren  soll,  so  verwandelt  sich  seine  Gleichung,  indem  wir 

b = o,  a = p, 

setzen,  in  folgende: 

w’ — p’v,4.2oow  «a  o.  («) 

20  • 
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Wenn  der  Kreis  (3)  die  gegebenen  Cnrve  (l)  dreipnnctig  oscolireo  soll,  so  erhalten 
wir  (561)  die  Bedingung!  - Gleichung : 


mithin : 


D 

C 


c 

e - -D- 

Wir  erhalten  hiernach  eine  einfache  Constrnction  des  Krümmungshalbmessers  ei- 
ner gegebenen  Curve  (weiter  Classe  in  einem  gegebenen  Poncte.  Es  ist  ncmlich  .(S) 
gleich  dem  Producte  der  beiden  Abstande  der  beiden  der  zweiten  Coordioatcn -Axc  pa- 
rallelen Tangenten  von  dieser  Axc  (der  Normalen  im  gegebenen  Poncte)  und  ^ — 
gleich  dem  Abstande  derjenigen  Tangente,  die  der  ersten  Coordinaten-Axc  parallel  ist, 
von  dieser  Axc  (der  Tangente  im  gegebenen  Punctc).  Hiernach  gelangen  wir  za  folgen- 
dem Satze: 

Der  Krümmungshalbmesser  einer  in  ein  gegebenes  Rechteck  beschriebenen  Curve 
zweiter  Classe  in  demjenigen  Puncte,  in  welchem  dieselbe  eine  Seite  des  Rechtecks  be- 
rührt, ist  gleich  der  vierten  Proportionalen  zu  der  Hälfte  einer  der  beiden  anliegenden 
Seiten  des  Rechtecks  und  den  beiden  durch  den  Berührungspunct  auf  der  erstgenannten 
Seite  bestimmten  Segmente. 

Unmittelbar  an  diesen  Satz  knüpft  sich  .die  Constrnction  folgender  Aufgabe: 

In  ein  gegebenes  Rechteck  eine  Ellipse  zu  beschreiben,  die  in  demjenigen  Puncte, 
in  welchem  eine  Seite  des  Rechtecks  berührt  wird,  eine  gegebene  Krümmung  hat. 

Man  würde  nur  leichte  Modificalioncn  erhalten,  wenn  man  an  die  Stelle  des  flecbt- 
etks  ein  beliebiges  Parallelogramm  setzte. 

604.  Die  in  der  vorigen  Nummer  entwickelte  Constrnction  des  Krümmungshalbmes- 
sers einer  gegebenen  Cnrve  zweiter  Classe  in  einem  gegebenen  Puncte  verliert  ihre  An- 
wendbarkeit für  den  Fall  der  Parabel.  Wir  erhalten  eine  zweite  Constrnction,  wenn  wir 
za  der  allgemeinem  Constanten-  Bestimmung  in  der  527.  Nummer  zurllckgclicn , nach  der 
sich,  wenn  wir  dea  Miltclpunct  der  Cnrve  durch  (y,  x'),  und  den  Pol  der  zweiten  Axc, 
der  in  dem  vorliegenden  Falle  auf  der  ersten  Axe  liegt,  durch  (Oj  x")  ^bezeichnen,  fol- 
gende Gleichung  ergibt:  1 

x „ 

P =.  -ß  = -j,x. 

Fig.  16. In  der  16.  Figur,  auf  die  wir  uns,  der  Kürze  halber,  beziehen  wollen,  ist  O der  auf 
dem  Umfange  der  Cnrve  liegende  Anfangspunct  und  OY  und  OX  sind  die  beiden  sich 
rechtwinklig  schneidenden  Coordinaten  - Axcn.  K ist  der  Mittelpunct  nnd  X"  der  Pol  der 
zweiten  Axc.  Alsdann  kommt: 

x~  = OX% 

— — es  tangYOK  = tanga, 

nnd  mithin : 

. p = OX  tangu  gb  OP, 

indem  wir  durch  X"  die  gerade  Linie  PX"  so  legen,  dass  der  Winkel  OX"P  gleich  u ist. 
Man  kann  "hiernach  den  Punct  P auch  coustruiren,  indem  man  vom  Punctc  X"  aus  auf 
den  durch  den  gegebenen  Punct  O gehenden  Durchmesser  KO  ein  Perpendikel  fallt,  und 
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mit  diesem  Perpendikel,  verlängert  bis  zom  Durchschnitte  mit  der  zweiten  Axe,  als  Radius, 
aut  X",  als  Mittclpunct,  ciocn  Kreis  IIP  beschreibt.  Wir  haben  also  folgenden  Sali: 
Wenn  eine  Curve  eaciter  Classe  und  auf  dem  Un  fange  derselben  ein  Punct  gege- 
ben ist,  so  bildet  der  durch  diesen  Punct  gehende  Durchmesser  mit  der  Normalen  den- 
selben Winkel , als  die  Tangente  mit  einer  durch  den  Pol  der  Normalen  und  den 
Mittclpunct  des  Osculations-  Kreises  in  dem  gegebenen  Punct e gehenden  geraden  Linie. 

Es  besteht  dieser  Satz  offenbar  auch  für  denjenigen  Fall,  dass  die  gegebene  Corvc 
eine  Parabel  ist. 

605.  Aus  dem  Anblick  der  beiden  Gleichungen  (l)  und  (2)  der  603.  Nummer  ergibt 
sich  sogleich , dass  der  Kreis  (2)  mit  der  gegebenen  Cnrve  nnr  dann  einen  vierpnnctigen 
Contact  haben  kann,  wenn  (581} : 

B «=  o,  , 

das  heisst,  wenn  die  zweite  Axe  durch  den  Mittclpunct  der  gegebenen  Curve  gebt.  Also 
nor  in  den  Scheitelpuncten  der  beiden  Haoptdnrchmesser  einer  gegebenen  Curve  zweiter 
Classe  wird  dieselbe  von  einem  Kreise  vicrpnnctig  osculirL  *) 


*)  Wir  wollen  in  dieser  Note  kan  andeaten,  wie  die  im  Texte  entwickelte  Theorie  der  Oscn- 
l&tion  sich  unmittelbar  auf  Curvcn  einer  beliebigen  Classe  ausdehnen  lässt. 

Es  sei: 

aw,4-(bv+cu)w2+(dv,+euv+fu*)w+gv3+huv34-iu3v+kus  =»  o,  (i) 
die  allgemeine  Gleichung  der  Curven  dritter  Classe. . Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  w = o 
setzen,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

gv3+huv7+iuJv+ku3  = o, 

tur  Bestimmung  der  Richtung  der  drei  durch  den  Anfaugspuuct  gehenden  Tangenten.  In 
dem  Falle,  dass  k = o,  wird  die  Curve  von  der  ersten  Axe  berührt.  Wenn  xugleich 
i s=  o,  so  fallen  zwei  durch  den  Anfangspunct  der  Coordioaten  gebende  Tangenten  mit 
der  ersten  Axe  zusammen:  die  Curve  geht  durch  den  Anfangspunct.  Wenn  endlich  über- 

diess  auch  h =a  o,  so  fallen  drei  durch  den  Anfangspunct  gehende  Tangenten  mit  der  er- 
sten Axe  zusammen.  Der  Anfangspunct  ist  ein  singulärer  Punct,  drei  aufeinander  folgende 
Elemente  der  Cunc  fallen  in  die  erste  Axe;  man  könnte  sagen:  zwischen  Curve  und  An* 
fangspunct  finde  eine  drcitangentige  Osculation  Statt. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung-  (i)  v = o setzen , so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der- 
jenigen Puncte,  in  welchen  die  drei  der  ersten  Axe  parallelen  Tangenten  in  die  zweite  Axe 
einschncidcn,  folgende  Gleichung : 

aws-fcuwM-fu2w-l-ku8  es  o. 

Diese  Gleichung  zeigt  wiederum , dass,  wenn  k = _o  ist,  eine  Tangente  der  Curve  mit  der 
ersten  Axe  zusammenfällt.  Wenn  zugleich  f = o,  so  gehen  zwei  der  ersten  Axe  parallele 
Tangenten  durch  den  Anfangspunct:  die  erste  Axe  berührt,  im  Allgemeinen,  zwei  Zweige 

der  gegebenen  Curve.  Wenn  überdies^  auch  noch  c = o , so  gehen  drei  der  ersten  Axe 
parallele  Tangenten  durch  den  Anfangspunct;  cs  wird  diese  Axe  von  der  gegebenen  Curve, 
im  Allgemeinen,  In  drei  Puncten  berührt.  — 

Wenn  wir  den  Anfaugspunct  der  Coordioaten  auf  dem  Umfange  irgend  einer  gegebe- 
nen Curve  dritter  Classe  beliebig  auoehmeo,  und  mit  der  Tangente  in  diesem  Puncte  die 
erste  Axe  zu  tarn  men  fallen  lassen,  so  erhalten  wir  fiir  die  Curve,  wie  wir  eben  gesehen  ha- 
ben, eine  Gleichung  von  folgender  Form: 

aw3+(bv4-cu;w7+(dv2+euv+fuJ)w+gv3+huv2  0#  (j) 

Ferner  ist  die  allgemeine  Gleichung  derjenigen  Curven  zweiter  Classe,  welche  die  erste  Axe, 
und  mithin  auch  die  gegebene  Curve  dritter  Classe,  im  Anfangspuncte  berühren, 

Aw2+2Bvw+Cva-f-2Duw  sa  o.  (3) 

Es  ist  leicht,  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  eine  solche  Gleichung  herzuleiten, 
die  ebenfalls  vom  dritten  Grade  ist,  und  in  welcher  w als  gemeinschaftlicher  Factor  er- 
scheint. Wir  brauchen  zu  diesem  Ende  in  der  Gleichung  (2)  nur  statt  v3  und  uv2  folgende 
Ausdrücke,  welche  wir  aus  (3)  erbalteo,  zu  substituiren: 
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606.  In  der  584.  Nummer  haben  wir  nachgewiesen,  dass  alle  Curvcn , welche  durch 

folgende  Gleichung:  ' • 

w-+2Bvw+Gv,+i2Eut  = O, 

dargestellt  werden,  wenn  B und  C beliebige  Cocfficienten  sind,  E aber  rin  für  alle  Mal 


Aw*-f*2Bvw-f-2Dow 


A w *-|-2  Bv  w *4-2  Du  w 


C C 

Hier  nach  kommt: 

w[Caw*+(Cb  - AgKw-KCd— 2Be>M-(Cc— Ab)uw+(Ce— 2Dg-2Bk)uv+(Cf—  2Db)urJ  « o.  (4) 
Da  die  Gleichung  (4)  eine  algebraische  Folge  ans  den  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  ist, 
so  können  wir  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  gegebenen  Curvcn  auch  aus  der 
Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungen  (2)  und  (4)  bestimmen.  Die  Anzahl  dieser  ge* 
meinschaOlichcn  Tangenten  beträgt  sechs.  Zwei  dieser  sechs  Tangenten,  worauf  sich  der 
Factor  er  in  der  letzten  Gleichung  bezieht,  fallen  in  die  erste  Axe;  die  vier  übrigen  erhai- 
ten  wir,  indem  wir  aus  (3)  und  der  Gleichung: 

Caw2-f(Cb— Ag)vw+(Cd— 2Bg)v2+(Cc— Ah)uw+(Cc — 2Dg— 2Bb)uv+(Cf— 2Db)n2  = o,  (5) 

etwa  die  Werthe  für  ^ und  — ziehen,  lim  auszudrücken,  dass  diese  letztgenannten  vier 

gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  gegebenen  Curvcn,  die  also  auch  gemeinschaftli- 
che Tangenten  jeder  dieser  Curvcn  und  der  durch  (5)  dargestelltcn  Gurre  zweiter  Classe 
sind,  mit  der  ersten  Axe  zusammen  fallen , erhalten  wir  sogleich  folgende  Gleichungen: 

Cf—  2l)h  =3  o,  (6) 

Ce— 2l)g— 2Bh  «=*  o,  (7) 

C(Cc — Ah)  = 2D(Cd— 2Bg),  (8) 

C(Cb-Ag)  = 2B(Cd— 2Bg),  (9) 

Die  Gleichung  (6)  bedeutet,  dass  die  Curve  (5)  die  erste  Axe  berührt,  die  Gleichungen 
(6)  und  (7)  zeigen  an,  dass  der  ßerühmngspunct  auf  der  ersten  Axe  mit  dem  Anfangspuncte 
Zusammenfälle  Die  Gleichungeu  (6),  (7)  und  (8^  drücken  aus,  dass  die  Curve  (5)  die  ge- 
gebene Curve  zweiter  Classe  (3)  dreipunctig  osculirt,  und  die  letzten  Gleichungen,  alle  vier 
zugleich,  dass  diese  Osculation  eine  vierpunctigc  ist.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  beiden  ge- 
gebenen Curvcn  (2)  und  (3)  sich  in  diesen  verschiedenen  Fällen  drei-,  vier-,  fünf-, 
sechs-punctig  osculiren  auf  der  ersten  Axe  iui  Anfangspuncte  der  Coordinaten. 

Aus  den  letzten  vier  Gleichungen  erhallen  wir  ohue  Mühe  die  nachstehenden,  welche 
ihre  Stelle  vertreten  können : 

Cf—  2Dh  = 0, 

C(he— fg)—  2Bh2  = o, 

C(ch3 — dfl»2-^-lcgh— fV2)— Ah4  «=  o, 
bhv  — (cg-f-dhJh^-He’g-^-Zdfg)!!^— 3feg‘h-4-2f2gJ  = 0. 

Hiernach  ergibt  sich  unmittelbar  für  den  Usculations-Kreis  der  gegebenen  Curve 
im  Anfangspuncte  (bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten- Axen)  folgende  Glei- 
chung: 

fJw2— 4h2v* — 4fhuw  = o.  (14)  * 

Wollen  wir  die  Krümmung  der  Curve  noch  genauer  bestimmen,  so  können  wir  dies*  am 
täglichsten  vermittelst  der  0 sculatio  11  s-  Parabel  thun.  Für  diese  Parabel  finden  wir 
folgende  Gieichuug: 

(he — fg)v«H-h*v2+fhuw  = o.  (is) 

Wollen  wir  die  Krümmung  der  gegebenen  Curve  im  Anfangspuncte  durch  die  (fünfpunctig) 
osculirende  Curve  zweiter  Classe  bestimmen , so  erhalten  wir  für  diese  Curve  folgende 
Gleichung: 

(ch* — dfliH-fegh— fIg2)w*-4-h2(he+fg)vw+h4v5+flisuw  = o.  (16) 

Weiter  können  wir  hier  im  Allgemeinen  nicht  gehen.  Die  Gleichung  (13)  ist  eine  ßedln- 
gungs  - Gleichung  zwischen  den  Constanten  der  gegebenen  Gleichung  der  Curve  dritter  Classe, 
die  befriedigt  werden  muss , wenn  diese  Curve  im  Anfangspuncte  mit  einer  Curve  zweiter 
Classe  einen  scchspunctigen  Contact  haben  soll.  Eine  Curve  dritter  Classe  hat  nur  in  ge- 
wissen Pitnclen  ihres  Umfangs  mit  einer  Curve  zweiter  Classe  einen  scchspunctigen  ContacL 
Wenn  ein  solcher  Punct  zum  Anfangspuncte  der  Coordinaten,  und  die  Tangente  in  diesem 
Poncte  zur  ersten  Axe  genommen  wird,  so  stellt  die  letxte  Gleichung  jene  sechspuncüg  04- 


(10) 

(■■) 

(«■) 

(■3) 
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gegeben  ist,  solche  Hyperbeln  sind,  welche  sich  auf  der  ersten  Axe  in  anendlicher  Ent- 
fernung osculiren.  Für  alle  diese  Curvcn  ist  das  Prodnct  der  beiden  Haupt  Durchmesser 
derselben  eine  constantc  (imaginäre)  Grösse.  Das  Quadrat  dieses  Productes  ist  nemlich 
(511),  wenn  wir  die  allgemeine  Gleichung  za  Grande  legen,  gleich: 

(AE-BD)3— (AC— B’XAF-D* 

A* 

nnd  dieser  Ausdruck  redadrt  sich,  indem  wir  A = 1,  D = o und  F = o setzen,  auf: 

— E2. 

E ist  aber  nach  der  532.  Nummer  gleich  dem  Inhalte  des  von  einer  beliebigen  Tangente 
nnd  den  beiden  Asymptoten  einer  der  gegebenen  Hyperbeln  gebildeten  Dreiecks. 

In  allen  Hyperbeln , welche  sich  in  unendlicher  Entfernung  dreipunctig  osculiren , 
ist  der  Inhalt  alicr  Dreiecke , die  von  dem  Asymptoten -Winkel  durch  eine  beliebige 
Tangente  abgeschnitten  werden , conslant . *) 

culirendo  Cune  dar,  und  es  gibt  eigentlich  keine  fdnfpunctig  osculireode  Curve  zweiter 
Classe  fiir  diesen  Punct. 

Die  Construction  des  Krümmungshalbmessers,  die  wir  in  der  603.  Nummer  für  den  Fall, 
dass  die  gegebene  Curve  von  der  zweiten  Classe  ist,  entwickelt  haben,  lässt  sieb  auf  belie- 
bige algebraische  Curven  .ausdehnen.  Es  sei: 

awro4-(bv-hcu)wm”1+  . . +(dvB,_ ^ l+eav™*3+  . . fum“3)w3+(gvm“,+  . . -f-ham_3v-fkum-,)w 
-trlv^-t-  . . -$-n«im“\s-fnu!n“3v2  o, 

die  Gleicliung  irgend  eioer  Curve  m.  Classc.  Der  Krümmungshalbmesser  dieser  Curve  im 
Anfangspuncte  der  Coordinaten  ist  alsdann  gleich: 

2 n 

m — 1 k* 

•was  unter  Andern  auch  aus  der  544.  Nummer  folgt,  nach  welcher: 
fw3-fhvw+(m— l)kuw+nv2  = o, 

eine  Cune  zweiter  Classe  darslcllt,  welche  die  gegebene  im  Anfangspuncte  der  Coordina- 
ten dreipunctig  osculirL 

Wenn  wir  die  Abstände  derjenigen  m Tangenten  der  gegebenen  Curve,  welche  der 
zweiten  Axe  parallel  sind,  durch  17*,  rj2t  . . rjmt  ferner  die  Abstände  derjenigen  (ra— 1) 
Tangenten,  welche  der  ersten  Axe  parallel  sind,  durch  ll»  £* « • • Sm— 1 und  endlich  dieje- 
nigen Winkel,  welche  die  durch  den  Anfangspunct  gehenden  (m— 2)  Tangenten  (die  beiden 
in  die  erste  Axe  fallenden  Tangenten  nicht  mitgerechnet)  durch  n>| , co4 , . . o>n_,  bezeich- 
nen , mo  erhallen  wir,  abgesehen  vom  Zeichen,  sogleich  folgende  Ausdrücke: 
n 

| — tanga \ . tangto2  . . . lang com_,, 

1 

J 5=3  Vi  * *12  • • • 9m  > 


und  hiernach  ist  der  zu  bestimmende  Krümmungshalbmesser  gleich: 

_2  fr  • .1?-  . tangm,  . tangv,  . . . tangm^  . 

m— 1 Sn-, 

Der  Baum  verbielel  in  die  Discussion  dieses  bemerkenswerthrn  Ausdrucks , der  mm 
Beispiel  für  den  Fall,  dass  wir  aom  Anfangspnncte  einen  der  Beriihrungspuncte  auf  einer 
solchen  geraden  Linie  nehmen , welche  awei  oder  mehrere  Zweige  der  gegebenen  Corre  so- 
gleich berührt,  unter  der  Form  - erscheint. 

’)  Weno  irgend  eine  Curve  gegeben  ist,  die  reelle  Asjmploteo  hat,  so  können  wir  Hyperbeln  be- 
stimmen, «eiche  mit  der  gegebenen  Curve  auf  jeder  Asymptote  in  unendlicher  Entfernung 


Digitized  by  Google 


160 


Zur  Theorie  der 


60".  Wir  haben  in  der  586.  Nummer  gesehen,  dass,  wenn  wir  in  der  Gleichung: 
2Bvw+Cv1+2Env+o5  =»  o,  » 

C and  E beliebig  annchmen,  während  wir  B als  ein  für  alle  Mal  gegeben  betrachten, 
diese  Gleichung  solche  Parabeln  darstellt,  die  sich  in  unendlicher  Entfernung  dreijumetig 
osculiren.  Alle  diese  Parabeln  haben,  wie  wir  schon  gezeigt  haben,  Durchmesser,  die 
der  ersten  Axe  parallel  sind,  ond,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  gleiche  Parameter. 
Indem  wir  ncmlich  die  Gleichung: 

^Bvw+Cva-+-2Duw-f-2Env+Fua  t=  o, 

zu  Grunde  gelegt,  haben  wir  für  den  vierten  Thcil  des  Parameters  der  bezüglichen  Curve 
in  der  506.  Nummer  folgenden  Ausdruck  erhalten: 


einen  dreipunctigen  Cootact  haben.  Wenn  wir  eine  dieser  oseutirenden  Hyperbeln  durch 
die  Gleichung : 

W,+2BvW+Cv’+Huv  ma  O, 

darstellcn,  so  künnen  wir  E als  das  Maus  der  Krümmung  der  gegebenen  Corve  auf  einer 
der  Asymptoten  in  unendlicher  Entfernung  betrachten. 

Es  seit 

as>“+tbv+cu)vr“>-'+  . . +(dv">-J+euv“-J+  . . +fu'"-2)w,+(gv“-*4-  . . +bu“~,v)ir 
+lvB+  . . +num*1vJ+pum~‘v  = o, 

die  Gleichung  einer  gegebenen  Corve  m.  Classe.  Die  erste  Aze  ist  eine  Asymptote  der 
Cnrve;  denn  wenn  wir  in  der  vorstehenden  Gleichung  w = o setzen,  kommt: 
v(lvm-*+  . . +num-2v+pu‘D_1)  ms  o, 
und  wenn  wir  v = Ro  setten  , so  ergibt  sicht 

vr,(awm~2+cuw“-J+  . . +fom-a)  to  o. 

Hiernach  ergibt  sich  nach  der  511.  Nummer  für  eine  der  in  Rede  stehenden  osculircnden 
Hyperbeln  folgende  Gleichung: 

fwM-hvw+nv^fm— l)puv  = o, 

und  mithin: 

m— 1 p 

2 f * 

Um  diesen  Ausdruck  tn  construiren,  wollen  wir  die  Abstände  der  (m— 2)  Tangenten, 
die  derjenigen  Asymptote,  auf  welcher  in  unendlicher  Entfernung  die  dreipunctige  Uscula- 
tion  Statt  finden  soll,  parallel  sind,  von  dieser  Asymptote,  durch  fl,,  tja,  . . ’/m— ii  die 
Abstände  der  m Tangenten,  welche  der  zweiten  Axe  parallel  sind,  und  also  hei  unserer 
Coordinaten  - Annahme  auf  jener  Asymptote  senkrecht  stehen,  von  der  aweiten  Axe,  durch 
. . $m;  und  endlich  die  Winkel,  welche  die  (m — 1)  durch  den  Anfangspnnct  ge- 
henden Tangenten,  mit  der  Asymptote  bilden,  durch  tu,,  tu,,  . , oim-i  bezeichnen,  — so 
finden  wir  ohne  Mühe: 

p 

-j  =»  tangca,  . langte  , . . tangwm.t, 


~ — 9s  • tfa  • • • *?m> 

J a St  • & i • • £m— a# 

und  endlich : 

E •»  ^1-3 . . langtu,  . . . t<mgma^ . 

£ 5t  • 5»  • • • Sm-2 

Je  griisser  der  Werth  von  E ist,  desto  langsamer  nähert  sich  die  Cnrve  der  in  Rede 
stehenden  Asymptote.  Wenn  wir  diese  Annäherung  noch  genauer  bestimmen  wollen,  ao  müs- 
sen wir  höhere  Ordnungen  der  Oiculation  in  unendlicher  Entfernung  betrachten.  Wir  ge- 
langen hier»,  ohne  irgend  einer  Schwierigkeit  su  begegnen,  auf  dem  in  der  Note  xur 
*0*.  Nummer  eiogeschlagenen  Wege. 
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(CD*-  aB  D F.+FB  Vn*$ 
2(B*-t-2bDf0i»-<-D  *J  '/T 5 

tmd  dieser  Ansdruck  rcdacirt  sich,  indem  wir  F ■=  1 and  D = o setzen, 

Ir-  - *> 


anf 


*)  Die  Gleichung  irgend  einer  Curve  m.  Classe,  welche  ein  Paar  parabolischer  Zweige  hat,  ist, 
nach  der  Note  der  524.  Nummer,  von  folgender  Form: 

(Bv+C)w»-M-(Dva+Ev+F)w“-*-h  . . . = o. 

Eine  solche  Corvc  berührt,  wie  die  Parabel,  eine  unendlich  weit  liegende  gerade  Linie,  die 
mit  einer  gegebenen  parallel  ist;  das  heisst,  wenn  man  auf  jedem  der  beiden  ins  Unendli- 
che bin  sich  erstreckenden  Zweige  immer  weiter  fortgeht,  so  nähert  sich  die  Richtung  der 
entsprechenden  Tangenten  immer  mehr  einer  bestimmten  Richtung  und  tugleich  entfernen 
»ich  die  Tangenten  auf  beiden  Zweigen  immer  weiter,  bis  sie,  nach  entgegengesetzter  Seite 
ins  Unendliche  bin  weiterrückend,  zuletzt  als  zusammenfallend  anzusehen  sind« 

Wir  können  die  vorstehende  Gleichung  leicht  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Welse  in 
eine  andere  verwandeln,  in  welcher  das  mit  wm~*  behaftete  Glied  fehlt  Lessen  wir  nein- 
lieh , indem  wir  von  einem  rechtwinkligen  Coordinaten  - Systeme  tu  einem  rechtwinkligen 
übergehen,  die  beiden  Axcn  um  einen  Winkel  fp  sich  drehen,  so  geht  (552  (D))  jene 
Gleichung  in  folgende  über: 

(Bco#y+C«>xp)v — (JUinj — Ccos<jr)u  , ( 

(vmp+wvv)™  + etC‘  “ 

■q d nimmt  also,  indem  wir: 

. C 

tangip  = g, 

setzen,  folgende  Form  an: 

bvwm~,-Kcv2+düV+2fu*)wm’~*+  . . +lv"l+  • * pu»-Sr+qum  = O. 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  u » o setzen,  so  kommt: 

v(bw“-,+dvw®-2+  . . +IV®-1)  =s  o, 
und  wenn  wir  v = ^o  setzen,  so  ergibt  sich: 

U2(fwa—a+  . • . +qum*“2)  =a  O. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  gegebene  Curve  m.  Classe  die  onendfjch  weit  entfernte  der 
ersten  Axe  parallele  gerade  Linie  berührt 

Nach  der  544.  Nummer  erhalten  wir  für  eine,  die  gegebenen  Curve  auf  der  unendlich 
weit  entfernt  liegenden  geraden  Linie,  (v  » o,  a = o),  drcipunctig  osculirende  Parabel, 
folgende  Gleichung: 

(m — l)bvw+dva-4-euv+fu2  = o. 

Der  vierte  Theil  des  Parameters  dieser  Parabel  ist  gleich: 

1 _f 
m — 1 l>  * 

Um  diesen  Ausdruck  zu  construiren,  wollen  wir  die  Abstände  derjepigen  (m — 1)  Tangenten, 
die  der  zweiten  Axe  parallel  sind,  von  dieser  Axe,  durch  Iji»  £2,  . . £*-i ; die  Abstände 
der  (m — 2),  der  ersten  Axe  parallelen  Tangente  (die  in  die  unendlich  weit  liegende  gerade 
Linie  zusammenfalicnden  bei  Jen  Tangenten  nicht  mitgcrcchnet)  von  dieser  Axe,  durch  iji9 
ff • • rjm-if  und  endlich  diejenigen  Winkel,  welche  die  m durch  den  Anfangspunct  ge* 
henden  Tangenten  mit  der  ersten  Axe  bildet),  durch  o^,  L — !A — A,  J — 

ergibt  sieb,  abgesehen  vom  Zeichen: 


cam  befeichneu.  Alsdann 


- = 


•.Sj  ? • 
tangu. 


tangOai  * 


■ nd  mithin  s 


T.  *=  9»  • 9 a • 


?- 


II. 


_1 f 

m — 1 b 


& • Sa 


9i  • 9» 


9 =»-3 


tangPi  , tangat , 


»eng»*! 
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ÖOO.  Wir  kommen  zn  einer,  namentlich  in  Bcziehang  anf  die  Annahme  des  Coordi- 
naten  - Systems,  allgemeinem  Bestimmang  der  Gleichungen  solcher  Carven,  welche  sich 
berühren  und  osculircn,  wenn  wir  zu  dein  Schema  der  539.  Nummer  zurUckgchen.  Wir 
wollen  uns  hier  auf  den  ersten  Fall  dieses  Schema  beschränken. 

Die  allgemeine  Gleichung: 

Aw’+^Bvw+Cv’-HlDuw+lEaTH-Fu1  =»  o,  (1) 
stellt,  wenn  alle  in  derselben  vorkommenden  Coeßicientcn,  A und  B ausgenommen,  ein 
für  alle  Mal  gegeben  sind  ond  zwischen  jenen  beiden  Coefficienten  folgende  Bedingungs- 
Gleichung  Statt  findet: 

B = aA+b,  (1) 

solche  Gurven  zweiter  Classe  dar,  welche  dieselben  vier  gegebenen  (reellen  oder  imagi- 
nären) geraden  Linien  berühren.  Von  diesen  vier  geraden  Linien  schneiden  sich,  im  All- 
gemeinen, zwei  im  Anfangsponctc  der  Coordinatcn , und  ihre  Richtung  bestimmt  sich 
durch  die  Gleichung: 

Cv’-t-iEur+F  n3  = o.  (j) 

Die  beiden  Übrigen  geraden  Linien  schneiden  sich  in  einem  solchen  Punctc  der  ersten 
Coordinatcn -Axe,  dessen  Abstand  vom  Anfangspnncte  gleich  (2a)  ist,  und  ihre  Rieh, 
tung  bestimmt  sich  durch  folgende  Gleichung  (530) : 

(C — 4ab)v!+2(E — 2Da)uv-+-Fu1  = o.  (4) 

Die  Coordinalen  des  Mittelpunctes  der  durch  (1)  dargestellten  Curvc  sind: 

B D ' 

X = Ä'  y=Ä- 


Den  auf  diese  Weise  bestimmten  vierten  Theil  des  Parameters  einer  den  parabolischen 
Zweig  der  gegebenen  Curvc  in  unendlicher  Entfernung  dreipunctig  osculirenden  Parabel, 
können  wir  als  das  Maass  der  Krümmung  des  parabolischen  Zweiges  iu  unendlicher 
Entfernung  betrachten. 

Wenn  wir  statt  der  dreipunctig  osculirenden  Parabel  eine  vierpunctig  osculirendc  betrach- 
ten, so  erhalten  wir  für  diese  denselben  Parameter  als  wir  für  jene  erhalten  haben:  denn  dir 
beiden  Parabeln  bähen  nothwendig  auch  unter  sich  in  unendlicher  Entfernung  einen  drei- 
punctigen  Contact.  Die  vierpunctig  osculirende  Parabel  unterscheidet  sich  von  den  andern 
nur  dadurch,  dass  sie  eine  bestimmte  gerade  Linie  zu  ihrer  Axe  hat,  und  wir  erhalten  eine 
solche  Parabel,  wenn  wir  eine  dreipunctig  osculirendc  beliebig  so  verrücken,  dass  ihre  Axe, 
während  sie  parallel  mit  sich  selbst  bleibt,  mit  jener  bestimmten  geraden  Linie,  die  wir 
die  Axe  des  parabolischen  Zweiges  nennen  können,  zusammenfällt.  Es  gibt  un- 
endlich viele  in  unendlicher  Entfernung  vierpunctig  osculirende  Parabeln,  unter  denselben 
befindet  sich  eine  einzige,  welche  den  parabolischen  Zweig  in  unendlicher  Entfernung  fiinf- 
punctig  osculirt;  und  die  sich  durch  die  Lage  ihres  Brennpunktes  auf  der  gemeinschaftlichen 
Axe  bestimmen  lässt.  Durch  diese  Parabel  können  wir  den  Lauf  des  parabolischen  Zweiges 
der  gegebenen  Curve  auch  noch  in  geringerer  Entfernung  annäherungsweise  darstellen. 

Wir  erhalten  die  eben  bezeichnten  verschiedenartig  osculirenden  Parabeln  nach  demsel- 
ben Verfahren  als  in  der  Note  zur  605.  Nummer.  Um  ein  einzelnes  Beispiel  zu  geben,  wol- 
len wir  folgende  Gleichung: 

cuwM-(dv2-t-cuv-t-fu3)w+gv  *+huv,+iuflv+ko*  = o, 
zu  Grunde  legen,  welche  die  allgemeine  Gleichung  aller  Curven  dritter  Classe  ist,  die  einen 
parabolischen  Zweig  haben,  wenn  wir  die  zweite  Coordinaten  - Axe  (ich  nehme  hier  die 
zweite,  wo  ich  bisher  die  erste  Coordinaten • Axe  genommen  habe)  parallel  mit  der  Axe  des 
parabolischen  Zweiges  annehmen.  Alsdann  brauchen  wir,  um  die  Gleichung  derjenigen  Pa- 
rabel zu  erhalten,  welche  die  gegebene  in  unendlicher  Entfernung  fütifpunctig  osculirt,  wie 
man  leicht  sieht,  in  der  Gleichung  (16),  in  der  Note  zur  605.  Nummer,  bloss  w mit  u, 
und  dann  c mit  f und  d mit  h gegenseitig  zu  vertauschen.  Auf  diese  Weise  kommt: 

(fdJ—  hcd3+cegd— c2g^)u2+2d3(de+cg)uv-f-3d*v2+2cd!,uw  = o.  — 
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Wenn  wir  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  und  der  Bedingung! •Gleichung  (2)  die 
Coefficicnten  A und  B eliininiren,  so  kommt: 

D(t-a)  = Ly.  (s) 

Die  Mittclpuncte  aller  durch  die  allgemeine  Gleichung  (1)  darstellbaren  Curven  liegen 
also  auf  der  durch  die  vorstehende  Gleichung  (5)  dargcstellten  geraden  Linie,  Diese  ge- 
rade Linie  ist  im  Allgemeinen  der  zweiten  Are  parallel,  wenn  b = o.  Sic  geht  durch 
die  Mitte  der  zur  ersten  Axe  genommenen  Diagonale  derjenigen  vierseitigen  Figur,  deren 
vier  Seiten  von  allen  in  Bede  stehenden  Curven  berührt  werden.  Da  wir  auf  gleiche 
Weise  jede  der  drei  Diagonalen  dieser  vierseitigen  Figur  zur  ersten  Coordinatcn- Axe 
nehmen  können,  so  sicht  man  sogleich,  dass  die  gerade  Linie  (5)  durch  die  Mitten  aller 
drei  Diagonalen  geht,  und  hiernach  sich  leicht  construiren  lässt. 

Wenn  wir  besondere  Voraussctznngen  Uber  die  vier  gegebenen  Coeflicionton  C,  D, 
£ und  F machen,  so  unterwerfen  wir  dadurch  die  vier,  ebenfalls  als  gegeben  zu  be- 
trachtenden, geraden  Linien,  von  welchen  alle  in  Rede  stehenden  Curven  berührt  wer- 
den, gewissen  gegenseitigen  Beziehungen.  Hierüber  wollen  wir  beispielsweise  in  ciu  aus- 
führlicheres Detail  eingehen. 

1)  Wenn  wir 

C = o 

setzen,  so  zeigt  die  Gleichung  (3),  dass  alsdann  eine  der  gegebenen  geraden  Linien 
mit  der  zweiten  Axe  zusammcnfällt. 

Wenn  zugleich : 

C = o,  b = o, 

so  zeigt  die  Gleichung  (4),  dass  alsdann  eine  zweite  ded  gegebenen  geraden  Linien 
mit  der  zweiten  Axe  parallel  ist.  Alle  Curven  sind  also  einem  Parallel -Trapez  ein- 
geschrieben, von  dessen  parallelen  Seiten  eine  in  die  zweite  Axe,  und  dessen  eine 
Diagonale  in  die  erste  Axe  fällt 
8)  Wenn  wir 

D = o 

nehmen,  so  enthält,  was  die  Gleichung  (5)  zeigt,  die  erste  Axe  die  Mittclpuncte 
aller  Curven.  Zwei  Diagonalen  der  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  gebilde- 
ten vierseitigen  Figur  werden  alsdann  nothwendig  von  der  dritten  Diagonale  halhirt 
Diese  (bitte  Diagonale  ist  die  erste  Coordinatcn- Axe. 

Wenn  zugleich 

D =>  0,  h *=  o, 

so  erscheint  der  Ausdruck  für  die  Ordinate  des  Durchschnittspunctes  der  geraden 
Linie  (5)  mit  der  zweiten  Axe,  ncmlich  der  Ausdruck :a 

(~tt) 

unter  der  unbestimmten,  nicht  redneirbaren.  Form  -.  Der  Grnnd  hiervon  ergibt 
sich  sogleich,  wenn  wir  zu  den  Ansdrückcn  für  y und  x,  aus  welchen  wir  die  Glei- 
chung (5)  hcrgelcitct  haben,  zurückgehen,  wonach  wir  sogleich  y *=  o , und  x = a 
- erhalten.  Alle  Curven  haben  also  denselben  Mittelpunct,  und  dieser  liegt  auf  der  er- 
sten Coordinatcn  - Axe.  Die  Richtung  der  zweiten  Axe  kann  jede  beliebige  sein.  Die 
geometrische  Bedeutung  der  beiden  letzten  Bedingungs  - Gleichungen  ergibt  sich  un- 
gleich ans  der  Bemerkung,  dass  alsdann  die  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4)  identisch 

' 31  * 
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werden.  Alle  Curven  sind  alsdann  demselben  Parallogramm  eingeschrieben,  ein 
Winkclpunct  desselben  ist  Anfangspnnct  der  Coordinaten  und  die  durch  denselben 
gebende  Diagonale  erste  Coordinaten- Axe. 

S)  Wenn  wir 

E — o 

setzen,  so  bilden,  was  die  Gleichung  (8)  zeigt,  die  beiden  gegebenen  durch  den  An- 
fangspanet gehenden  geraden  Linien  und  die  beiden  Coordinaten -Axen  ein  System 
von  vier  Harmonicalen.  Wenn  wir  zugleich  noch  eine  Bestimmung  Uber  b hinzufU- 
gen,  so  kann  die  allen  Curren  (l)  umschriebene  vierseitige  Figur  nicht  mehr  jede 
beliebige  sein. 

U)  Wenn  wir  zugleich 

C = O,  D m O 

setzen,  so  bleibt  Alles  wie  in  dem  unter  3)  betrachteten  Falle,  nnr  dass  die  zweite 
Axe,  deren  Richtung  beliebig  war,  nun  mit  einer  der  beiden  durch  den  Anfangspunct 
gebenden  geraden  Linien  zusammcnfällt. 

5)  Wenn  zugleich 

D *=»  o,  E = o, 

so  berühren  alle  Curven  die  vier  Seiten  einer  vollständigen  vierseitigen  Fignr,  deren 
zwei  Diagonalen  parallel  sind  and  also  von  der  dritten  Diagonale  halbirt  werden.  Die 
erste  Axe  fällt,  wie  im  3.  Falle,,  mit  der  letztgenannten  Diagonale  zusammen.  Die 
zweite  Axe  ist  parallel  mit  jenen  beiden  parallelen  Diagonalen.  Wenn  Uberdiess 
auch  noch 

b = o, 

so  berühren  alle  Curven  die  Seiten  eines  Parallelogrammes,  dessen  ein  Winkclpunct 
Anfangspunct  des  Coordinaten  ist.  Die  durch  diesen  Punct  gehende  Diagonale  ist 
die  erste  Coordinaten- Axe , parallel  mit  der  andern  Diagonale  ist  die  zweite  Axe. 

6)  Wenn  zugleich 

C = o,  E = o, 

so  zeigt  die  Gleichung  (3),  dass  alsdann  zwei  der  gegebenen  geraden  Linien  in  der 
zweiten  Axe  zusammenfallcn.  Alle  Curven  berühren  die  drei  Seiten  eines  gegebenen 
Dreiecks  und  zwar  die  eine  dieser  Seiten,  welche  zur  zweiten  Axe  genommen  wird, 
in  demselben  Pnnctc,  dein  Anfangspunctc  der  Coordinaten.  Die  erste  Axe  geht  zu- 
gleich durch  den  dieser  Seite  gegenüberliegenden  Winkelponct. 

Wenn  (ibcrdicss 

b = o, 

so  sehen  wir  aus  der  Glcicbnng  (4),  dass  alsdann  eine  der  beiden  gegebenen,  durch 
den  Punct  (o,  3a)  gebenden,  geraden  Linien  mit  der  zweiten  Axe  parallel  ist,  und 
also  alle  Curren  drei  gegebene  gerade  Linien,  von  welchen  zwei  parallel  sind,  und 
zwar  eine  dieser  letztem  in  demselben  Puncte , berühren. 

7)  Wenn  ferner  folgende  drei  Bedingungs- Gleichungen: 

C = o,  D«=o,  E = o 

zugleich  befriedigt  werden,  so  bleibt  Alles  wie  in  dem  vorigen  Falle,  nur  dass  über- 
diess  die  beiden  durch  den  Puuet  (o,  3a)  gehenden  geraden  Linien  und  die  beiden 
Coordinaten  - Axen  die  Richtungen  von  vier  llariiionicalcn  haben.  Alle  Curven  sind 
demselben  Dreieck  eingeschrieben  und  berühren  die  eine  Seite  desselben  in  einem  fe- 
sten Pnnctc,  in  ihrer  Mitte. 
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Wenn  überdies*  aoeb  noch 

b = o, 

so  rcducircn  sich  die  Gleichungen  (3)  nnd  (4)  beide  auf: 

tt1  M O. 

Alle  Curvcn  berühren  also  zwei  gegebene  Parallellinicn  in  denselben  beiden  Ponctcn. 
Die  eine  dieser  beiden  Parallellinicn  ist  tnr  zweiten  Axc  genommen,  die  erste  Axe 
geht  durch  die  beiden  Berührangspunctc. 

8)  Wenn  wir 

F « o 

setzen,  so  zeigen  die  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4),  dass  alsdann  zwei  der  vier  ge- 
gebenen geraden  Linien  in  der  ersten  Axc  znsammcnfallcn,  und  also  alle  Curvcn 
demselben  Dreiecke  eingeschrieben  sind,  und  die  eine  Seite  dieses  Dreiecks,  die  zur  er- 
sten Axc  genommen  worden  ist,  in  demselben  l’uncie  berühren.  Um  diesen  Punct 
zu  bestimmen,  brauchen  wir  nur  den  Pol  der  ersten  Axe  zu  suchen.  Für  die  Glei- 
chang  dieses  Poles  ergibt  sich  sogleich,  nach  der  549.  Nummer,  wenn  wir  die  Glei- 
chung (1)  in  Beziehung  auf  u diflerentiiren : 

Dw+Ev  = o, 

und  der  Abstand  desselben  von  dem  zum  Anfangspuncte  genommenen  Winkelpunctc 
des  Dreiecks  ist  also  gleich 

(6)- 

9)  Wenn  zugleich 

C =»  o,  F c o, 

so  bleibt  Alles  wie  im  vorigen  Falle,  nur  dass  eine  Seite  des  Dreiecks  inil  der  zwei- 
ten Axe  zusammenfiillt. 

Die  Gleichung  (5)  ist  noch  immer  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  des  geo- 
metrischen Ortes,  fiir  die  Mittclpuncte  aller  in  ltcde  stehenden  Curvcn.  Nach  einer 
einfachen  Gränz  - Betrachtung  in  der  Construction  ist  aus  dem  Frühem  klar,  dass 
diese  gerade  Linie  durch  die  Mitte  derjenigen  Seile  des  allen  Curvcn  umschriebenen 
Dreiecks,  welche  in  demselben  Puncte  berührt  wird,  und  die  Mitte  der  diesen  Bc- 
rUlmmgspunct  mit  dem  gegenüberliegenden  Winkelpunctc  des  Dreiecks  verbindenden 
geraden  Linie,  geht.  Wir  finden  diess  auch  unmittelbar  bestätigt,  denn  die  Glei- 
chung (5)  wird  befriedigt,  einmal,  wenn  wir  zugleich 
x = a,  jr  = o 

setzen  , das  andere  Mal , wenn  wir  zugleich 

E E— aDa 

1 “ 2Ü’  1 äC 

setzen. 

Wenn  wir  über  b eine  bestimmte  Voraussetzung  machen,  so  kann,  weil  die 
Coordinaten - Axea  beide  vollkommen  bestimmt  sind,  das  allen  Cnrvcn  umschriebene 
Dreieck  nicht  mehr  jedes  beliebige  sein.  Wenn  wir  insbesondere 

b = o 

setzen,  so  folgt  ans  (4),  dass  alsdann  alle  Curvcn  nicht  eigentlich  mehr  - demselben 
Dreiecke  eingeschrieben  sind,  sondern  dass  dieselben  die  beiden  Coordinaten- Axen, 
nnd  zwar  die  erste  in  demselben  Ponctc,  und  überdies*  eine  der  zweiten  Axc  paral- 
lele gerade  Linie  berühren. 
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io)  Wenn  zugleich 

D = o,  F «=  o, 

so  haben  alle  Cnrven  die  erste  Aue  zu  einer  ihrer  Asymptoten  (t,6l)  nnd  berühren 
itberdiess  irgend  zwei  gerade  Linien,  von  welchen  eine  durch  den  Anfangspunct  geht.  E> 
folgt  dicsi  auch  ans  dem  Ausdrucke  (6),  der,  wenn  wir  D = o setzen,  unendlich  wird. 
Wenn  ausserdem  noch 

h «=  o, 

so  rcducircn  sich  die  Gleichungen  (3)  und  (ft)  beide  zugleich  auf : 

Cv*-|-2Euv  =*  o, 

nnd  alle  in  Rede  stehenden  Curven,  mit  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote,  berüh- 
ren also  zwei  gegebene  parallele  gerade  Linien. 


II)  Wenn 


C — o,  D «=*  o,  Fco, 


so  bleibt  Alles  gerade  wie  in  dem  vorigen  Falle,  nnr  dass  eine  gemeinschaftliche 
Tangente  aller  Curven  mit  der  zweiten  Axe  zusamincnf.illt. 


12)  Wenn  wir 

E = o,  F = o,  (7) 

setzen,  so  zeigen  die  beiden  Gleichungen  (3)  nnd  (4),  dass  alsdann  drei  gemein- 
schaftliche Tangenten  in  der  ersten  Axe  zusammcnfallcn,  dass  mithin  alle  Curven  auf 
dieser  Axe  sich  drcipnnctig  osenliren  und  zwar,  was  unter  Anderm  auch  der  Aus- 
druck (6)  zeigt,  im  Anfangspuncte  der  Coordinaten.  Ausserdem  berühren  alle  Cnr- 
veu  eine  gegebene  gerade  Linie,  welche  von  der  ersten  Axe  ein  Segment  (2a)  ab- 
schncidet  und  deren  Richtung  durch  die  Gleichung 

v _ 2Üa 

u C-ftab 

gegeben  ist.  Die  zweite  Coordiuaten  - Axe  ist  dieser  gegebenen  geraden  Linie  paral- 
lel, wenn 

C sv  ft  ab, 

sie  ist  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  Mittclpnncte  aller  Curven  enthält,  pa- 
rallel, wenn 

b = o. 


Wenn  neben  den  beiden  vorstehenden  Bedingungen  (7)  auch  noch  folgende  er- 
füllt wird: 

a v»  0, 

wonach  sich  die  Gleichung  (2)  auf 

B = b 

rcducirt,  und  also  A jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  B aber  gegeben  ist,  so 
führen  die  Gleichungen  (3)  und  (ft)  beide  auf 

v3  = o. 

Es  fallen  also  alle  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  die  erste  Axe,  alle  Cnrven 
haben  anf  dieser  Axe  im  Anfangspuncte  einen  vierpunctigen  Contact  (581).  Wenn 

B vs  b =,  o, 

so  ist  die  zweite  Coordinaten- Axe  derjenigen  geraden  Linie,  welche  dio  Mittelpuncte 
aller  Curven  enthält,  parallel. 

13)  Wenn  wir 

F v,  o,  E b aDa 

setzen,  so  zeigen  die  beiden  Gleichungen  (3)  nnd  (ft),  dass  alsdann  all«  Cnrven  sich 
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drcipunctig  auf  der  ersten  Axe  in  einer  Entfernung  vom  An&ngspuncle,  die  gleich 
(2a)  ist , • osculircn , und  eine  solche  gerade  Linie  berühren,  die  durch  den  Anfangs- 
punct  geht,  nnd  deren  Richtung  durch  die  Gleichung 

Cv+2Eu  = o 

gegeben  ist.  Wenn  also  zugleich 

C «=  o, 

so  wird  die  zweite  Coordinalen  - Axe  berührt. 

Es  können  auch  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  durch  die  allgemeine 
Gleichung  dargcstclltcn  Cnrvcn,  alle  oder  zmn  Theil , imaginär  werden.  Hierhin  ge- 
hören insbesondere  die  folgenden  Fälle. 

14)  Wenn  wir,  indem  9 den  Coordinalen  - Winkel  bezeichnet, 

F *a  C,  E = C.cos9  (1) 

setzen,  so  ist  der  Anfangspunct  der  Coord'natcn  gemeinschaftlicher  Brennpunet  aller 
Curven.  Es  berühren  dieselben  Uberdiess  zwei  auf  der  ersten  Coordinalen  • Axe  sich 
schneidende  Tangenten.  Wenn 

F t=  C — 4ab,  E— 2Öa  <=  F cos9,  (») 

so  berühren  alle  Curven  zwei  durch  den  Anfangsp'unct  gehende  gerade  Linien  und 
haben  einen  gemeinschaftlichen  Brennpunet,  welcher  auf  der  ersten  Coordinalen  - Axe 
liegt.  Wenn  wir  cos9  =»  o setzen,  so  ist  das  Coordinalen  - System  ein  rechtwinkli- 
ges ; wenn  wir  b = o setzen,  so  ist  die  zweite  Axe  derjenigen  geraden  Linie  paral- 
lel, welche  der  geometrische  Ort  ftlr  die  iMiltclpunctc  aller  Cnrvcn  ist.  In  dem  zu- 
letzt betrachteten  Falle,  kommt,  indem  wir  b =»  o setzen: 

C - F, 

wonach  wir  die  Richtung  der  letztgenannten  geraJen  Linie  leicht  bestimmen  können. 

Wenn  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  alle  zugleich  befriedigt  werden,  oder  wenn 
zugleich : 

F = C,  E = Ceor£,  D = o,  b = o, 

so  erhalten  wir  solche  Curven,  welche  zwei  gegebene  I’unclc,  die  auf  der  ersten 
Axe  liegen  nnd  von  denen  der  eine  mit  dem  Anfangspunctc  zuzanimcnfällt,  zu  ih- 
ren Bronnpunctcn  haben. 


§.  8. 

Verbindung  der  Gleichungen  irgend  zweier  Ocrter  zweiter  Clntse  zu  der 
Gleichung  eine s Systems  ran  zwei  Pusteten. 

609.  Wenn  wir  zwischen  den  beiden  Gleichungen: 

A wM-2B  vw-t-C  vM-2D  w+2E  v+F2  as  o, 
A'wM-2B’vw-+-C'v?-t-2l)'w-f-2E  v-t-F’  >=  o, 

welche  irgend  zwei  Ocrter  zweiter  Classe  darstellen,  nach  einander  v und  w climiniren, 
so  kommen  wir  zu  zwei  Gleichungen  des  vierten  Grades  in  Beziehung  an)  die  Uhrigblei- 
henden  veränderlichen  Grössen.  Die  Wurzeln  dieser  beiden  Gleichungen  gehören  paar- 
weise zusammen  und  bestimmen  vier  gerade  Linien:  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  beiden  Oertcr  zweiter  Classe.  Es  können  1.  diese  gemeinschaftlichen  Tangenten  alle 
vier  reell,  2.  zwei  derselben  reell  und  die  Leiden  übrigen  imaginär,  3.  alle  vier  imagisär 
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»ein.  Wir  können  den  Coordinatcn- Werthen  dieser  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
allgemein  folgende  Form  geben: 

I ö m-t— n,  ^ | j jw  s:  m r>, 

’ V = p+q;  ‘ <v"  = p-q; 

in.  <w;  - “•+-n>  iv.  ;w:  “ 

<y  — p +q  i t = p — q. 

ln  dem  ersten  der  oben  bezeichncten  drei  Fälle  müssen  wir  unter  n,  q,  n'  and  q’  reelle 
Grössen  verstehen,  in  dem  zweiten  Falle  (etwa)  unter  n und  q reelle,  unter  n'  und  q' 
imaginäre  Grössen  von  der  Form  bl'— 1,  und  im  dritten  Falle  endlich  unter  n,  q,  n' 
und  q'  vier  imaginäre  Grössen  von  der  eben  bezeichncten  Form,  m,  p,  m'  und  p’  sind 
immer  als  reell  zu  betrachten. 

Flir  den  Durchschnittspunct  der  beiden  ersten  gemeinschaftlichen  Tangenten  (w‘,  v) 
und  (w",  v")  hat  man  folgende  Gleichung: 

w— w’  = ^ — ^(v— v'), 
v — v 1 

und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  wir  substituiren: 

qw— nv-f-(np— mq)  — o.  (») 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir,  indem  wir  accentuiren: 

q’w—  nv+(n'p'—  m'q')  = o,  (ä) 

für  die  Gleichung  des  Durchschnittspunctcs  der  beiden  übrigen  Tangenten  (w"',  v’”)  und 
(w-,  O 

Oie  beiden  Gleichungen  (3)  und  (3)  bleiben,  wie  man  sogleich  sieht,  in  allen  drei, 
eben  bezeichncten,  Fällen  reell:  die  vier  (reellen  oder  imaginären)  gemein- 
schaftlichen Tangenten  schneiden  sich  also  immer  in  wenigstens  zwei 
reellen  Puncten. 

Die  Coordinatcn  der  durch  die  beiden  Pnncte  (3)  und  (a)  gehenden  geraden  Li- 
nie  sind: 

_ (n'p‘— m'q')n— (np — mq)ri 

’ (i) 

v ö (np- m'q )^— (np— mq)q' 
nq  — n'q 

Wrenn  wir  auf  demselben  Wege,  als  vorhin,  die  Gleichung  des  Durchschnittspunc- 
tes  der  beiden  Tangenten  (w‘,  v’)  und  (w"',  v’“)  suchen,  so  finden  wir: 

[p’-p-f-q— q]w— [m— m+n'— n]v-f-[(m-f-n')(p-4-q)-(m-(-n)(p'+q')]  *■  o,  (s) 
und  hieraus  ergibt  sich,  indem  wir  bloss  das  Zeichen  von  n,  q,  ri  und  q’  ändern,  für 
den  Dnrchschnittspunct  der  beiden  Tangenten  (w",  v")  nnd  (w”",  v"")  folgende  Gleichung : 

[p'— P~ (q— q)]w-K— m— (u— n)]v-t-[(m'— n')(p-q)— (ra— n)(p'— q';]  „ 0.  (t) 

Die  beiden  Pnncte  (5)  und  (6)  sind  nur  in  dem  Falle,  dass  die  beiden  Curven  (1) 
vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben , reell.  Durch  Zusammenstellung  der  bei- 
den letzten  Gleichungen  erhalten  wir  fUr  die,  durch  diese  beiden  Pnncte  gehende,  gerade 
Linie  (w,  v-)  folgende  Coordinatcn- Werlhe: 

_ (m'1-n,’)q+(mi-n1)q'-(nim' — nn')fq'-t-q) — (in‘n — mn'Xp' — p) 

(n— nXp’-p)— (m— m)(q'-q)  ' . 

v =.  -<P'8— 1 q'^n-KP8— ' q^n'-Cpp— qq'Xn-f-n)— (p'q— pq’Xm'— m)  ' 

(n  nXp,— p)  (,m  m)(q  q) 
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Um  die  Gleichungen  der  beiden  Dnrcbschnitlspnncte  der  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten (w‘,  v1)  und  (w"",  v""),  (w'',  v")  und  (w",  v"),  und  dann  ferner  die  Coordinaton- 
Wcrthe  derjenigen  geraden  Linie  (w,  r”),  welche  durch  diese  beiden  Dnrchschnittspnnctc 
geht,  za  erhalten,  brauchen  wir  offenbar  nnr  die  Vorzeichen  von  n und  (j  in  den  Glei- 
chnngen  (5),  (6)  nnd  (7)  zu  ändern.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich: 

lp'— p-(q+q)]w— [m—  m-(n-Hi)]v-p.[(m'-n')(p-H[)-(m-n)(p’-q')]  =»  o,  (1) 
[p‘-p+{q+q)]w— [ro— m-f<n'-t-n)]v+.[(m'+n’)(p— q)— (m— n)(p-f-q')]  = 0;  (,) 

and : 

(m'*— n'^q— (ma— ir)q'— (mm'-<-nn,)(q—  q1)—  (m'n+mn'jfp'-  p) 

(n'+n)(P- p)-(<n’-m)(q'-Hl)  ’ , , 

(p‘a— q'a)n— (PJ~ q^n-fPP'-Hq'Xn-n'l-ÜP'q  ~ pq'Xm’-tn) 
(n'4-n)(p'-p)-(m‘— in((<i'4-q) 

Die  Werthc  von  w nnd  v,  w uud  v ((7)  und  (10))  sind  reell,  nicht  nur  in  dem 
Falle,  dass  alle  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  der  beiden  Cnrven  (!)  reell  sind,  son- 
dern auch,  wie  man  leicht  sicht,  in  dem  Falle,  dass  dieselben  alle  vier  imaginär  sind. 


ln  dem  erstem  Falle  bilden  die  sechs  Pnnctc  (2)  und  (3),  (5)  und  (6),  (8)  und  (9)  die 
sechs  Winlcclpnncte  einer  vollständigen  vierseitigen  Fignr,  nnd  bestimmen,  paarweise 
genommen,  die  drei  Diagonalen  derselben.  In  dem  letztem  Falle  bleiben  diese  drei 
Diagonalen  reell,  während  die  beiden  P u nc ten - P aar e (5)  und  (6),  (8)  und 
(9)  imaginär  werden. 

Wenn  die  beiden  gegebenen  Oerter  zweiter  Classe  (1)  zwei  reelle  nnd  zwei  imaginäre 
gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  so  sind  nicht  nnr  vier  Winkelpunctc  der  ihnen  bei. 
den  umschriebenen  vierseitigen  Figur,  sondern  auch  zwei  Diagonalen  derselben  imaginär. 
Dicss  erhellet  sogleich  aus  dem  Anblick  der  Gleichungen  (7)  und  (10).  Aber  der 
Dnrchschoitt  dieser  beiden  imaginären  Diagonalen  ist  ein  reeller 
Pnnct  Um  uns  hiervon  auf  dircctcm  Wege  zu  überzeugen,  brauchen  wir  nur  die  Glei- 
chung  dieses  Durchschnitlspunctes : 


w — W , . 

W — V = (V — vn, 

V** — V*  ' . y 

zn  entwickeln,  indem  wir  für  w,  w,  v nnd  v die  oben  gefundenen  Werthe  substitui- 
rcn.  Aber  zn  demselben  Resultate  fuhrt  unmittelbar  die  allgemeine  Theorie  der  Glei- 
chungen. Denn,  in  derjenigen  Gleichung  des  dritten  Grades  in  Beziehung  auf  y und  x, 
welche  das  System  der  drei  Diagonalen  der  den  beiden  gegebenen  Cnrven  zweiter  Classe 
umschriebenen  vierseitigen  Figur  darstcllt,  sind  nothwendig  alle  Cocflicienten  symmetri- 
sche Functionen,  sowol  von  vr’,  w",  w"'  und  w'*',  als  von  v',  v”,  v'"  und  v”,  Es  folgt 
diess  unmittelbar  aus  der  Art,  wie  diese  Gleichung  gebildet  wird.  Und  somit  sind  alle 
Cocflicienten  reell  nnd  rational.  Eine  der  drei  durch  diese  Gleichung  des  dritten  Grades 
dargestellten  Diagonalen  ist  immer  reell.  Indem  wir  denjenigen  Factor,  der  auf  diese 
reelle  Tangente  sich  bezieht,  fortlassen,  reducirt  sich  die  in  Rede  stehende  Gleichung 
aaf  den  sweiten  Grad,  und  stellt,  da  ihre  Cocflicienten  nothwendig  reell  bleiben,  entwe- 
der zwei  reelle  oder  zwei  solche  imaginäre  gerade  Linien  dar,  die  sich  in  einem  reellen 
Puncte  schneiden.  (234) 

Jede  der  beiden  Diagonalen,  welche  ein  imaginäres  Puncten-Paar  (5)  und  (6)  oder 
(8)  und* (9)  verbindet,  lässt  sich  durch  eine  Gleichong  des  zweiten  Grades  darstellen. 
Um  die  Gleichungen  dieser  beiden  Diagonalen  zn  erhalten,  brauchen  wir  nur  die  ersten 
Theils  der  Gleichungen  (5)  und  (6),  (S)  und  (9)  mit  einapfjer  zu  mnlüplicireu  und  dann 
»•  » 
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das  Prodoct  gleich  Null  nt  setzen.  Auf  diese  Weise  kommt:  * 

[(p'-pW]»1 

— a[(m—  mXp’— p)— (n'TnXq’TqlJrw 

+a((p  — p)[(m'p-  mp)±(n'q— nq;]+(q'Tq)[(mq+mq')±(n'pTnp')]’)w 
— a((m'— m)f(m'p— mp')±(n'q— nq)]±(n'Tn)[(m'q+mq')+(n'pTnp')])v 
-(-[(m'1— ^^(p1— q^-Km5— n’Xp-2— q'3) — (m'mTn’nXpp'+qq')T(n'm+nm'Xp'qTpq’)]  = o.  (to) 
Je  nachdem  wir  die  obem  oder  untern  Zeichen  nehmen,  stellt  diese  Gleichung  die  ge- 
rade Linie  (r,  v)  oder  die  gerade  Linie  (w-,  v")  dar.  Dann,  dass  alle  Coefficienlcn 
in  dieser  Gleichung,  in  dem  Falle,  dass  die  beiden  gegebenen  Cnrvcn  keine  reellen  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  haben,  reell  sind,  liegt  ein  neuer  Beweis,  dass  alsdann  auch 
jene  beiden  geraden  Linien  reell  sind. 

Wenn  wir  die  ersten  Theile  der  vier  Gleichungen  (5),  (6),  (8)  und  (9)  in  einander 
mnltipliciren  und  das  Product  gleich  Null  setzen,  so  kommen  wir  za  einer  Gleichung  des 
vierten  Grades  in  Beziehung  auf  w und  v,  und  .diese  Gleichung  wird  einen,  in  allen 
Fällen  reellen,  Ponct  darstellen. 

Indent  wir  zusammenfassen,  kommen  wir  also  za  folgendem  Satze: 

Je  nachdem  zwei  Curven  zweiter  Classc 

1)  vier  reelle , 

2)  vier  imaginäre  oder  endlich 

3)  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre 
gemeinschaftliche  Tangenten  haben , sind 

1)  die  W inkclpuncte  der,  beiden  Curcen  umschriebenen,  vollständigen  vierseitigen  Fi- 
gur alle  sechs  reell,  die  drei  Diagonalen  dieser  Figur,  und  die  drei  Durchschnitt s- 
puncte  je  zweier  derselben  reell ; 

2)  zwei  Winkelpuncle  reell  uhd  vier  imaginär,  die  drei  Diagonalen  und  mithin  auch 
die  drei  Durchschnittspuncte  je  zweier  derselben  reell ; 

3)  zwei  Winkclpuncle  reell,  die  vier  übrigen  imaginär,  eine  Diagonale  reell,  die 
beiden  übrigen  imaginär;  der  Durchschnitispunct  dieser  beiden  imaginären  Diago- 
nalen reell,  die  beiden  übrigen  Durchschnittspuncte  imaginär. 

6l0.  Nach  der  vorigen  Nummer  gibt  es  also  in  dem  Falle,  dass  die  gemeinschaftli- 
chen Tangenten  zweier  gegebener  Curven  zweiter  Classe,  alle  oder  zuni  Theil , imaginär 
werden,  immer  zwei  reelle  Punctc,  deren  Coordinaten  auf  dieselbe  VVoise  durch  die  Cocf- 
Qcieulen  in  den  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Curven  ausgedrückt  werden,  als  die 
Coordinaten  der  Durchschnittspuncte  der,  paarweise  genommenen,  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten der  beiden  Curven,  in  dem  Falle,  dass  diese  Tangenten  reell  sind.  Jene  beiden 
reellen  Punctc  stehen  also  zu  den  beiden  gegebenen  Curven  gerade  in  derselben  Bezie- 
hung als  diese  Durchschnittspuncte  reeller  gemeinschaftlicher  Tangenten  za  den  bezüg- 
lichen Cnrveh;  und  alle  Eigenschaften  dieser  letztgenannten  Punctc,  bei  denen  die  Rea- 
lität der  durch  dieselben  gehenden  Tangenten  nicht  in  Betracht  kommt,  gelten  unmittel- 
bar auch  für  jene  beiden  reellen  Punctc.  Wir  müssen  hier  ein  allgemeines  Wbrt  cinfüh- 
ren,  tun  den  reellen  Durchschnitispunct  irgend  zweier,  reeller  oder  imaginärer,  gemein- 
schaftlicher Tangenten  tu  bezeichnen.  Da  sich  mir  indess  sogleich  kein  cbaracteristischcs 
Wort  darbietet,  so  übersetze  ich  den  von  H.  PONCELET  gebrauchten  Ausdruch  ncentre 

II 
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<F  Homologie“,  indem  ich  solche  Pnnclc:  „homologe  Puncte  in  Beziehung  anf 
die  beiden  gegebenen  Cnrven  zweiter  Classe“,  nenne. 

Nnr  in  dem  Falle,  dass  die  beiden  gegebenen.  Cnrvcn  vier  reelle  gemeinschaftliche 
Tangenten  haben,  gibt  cs  sechs,  sich  paarweise  znsammenordnender,  homologer  I’nnctc: 
drei  Systeme  von  zwei  reellen  homologen  Poncten.  ln  den  übrigen  Fällen  gibt  es  nur 
ein  einziges  System  solcher  Puncte.  Es  existiren  aber,  nach  dem  Vorstehenden,  auch 
in  dem  Falle,  dass  alle  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  imaginär  sind,  reelle  gerade 
Linien,  welche,  analytisch,  anf  dieselbe  Weise  durch  die  Cocflicienten  in  den  Gleichun- 
gen der  bezüglichen  Cnrven  bestimmt  sind , und  also  aoeh  dieselben  Eigenschaften  ge- 
messen, als,  in  dem  Falle  reeller  gemeinschaftlicher  Tangenten,  diejenigen  geraden  Li- 
nien, welche  zwei  zusammengehörige  reelle  homologe  Pnncte  verbinden.  Fiir  solche  ge- 
rade Linien  bedürfen  wir  ein  neues,  allgemeines,  Wort;  ich  nenne  dieselben  „homo- 
loge gerade  Linien,  in  Beziehung  anf  die  beiden  gegebenen  Cnrven 
zweiter  Classe“.  *) 

Wir  können  auch  weiter  gehen  nnd  die  Dnrchschnittspunctc  je  zweier  der  drei  ho- 
mologen geraden  Linien  zweier  Curven  zweiter  Classe  „homologe  Pnncte  zweiter 
Ordnung“  nennen.  Es  gibt  für  je  zwei  Cnrven  zweiter  Classe  immer  einen  reellen  ho- 
mologen Punct  zweiter  Ordnung;  das  heisst,  einen  Puncl,  der  alle  Eigenschaften  sol- 
cher Pnncte  besitzt,  in  welchen  sich,  für  den  Fall  reeller  gemeinschaftlicher  Tangenten, 
zwei  Diagonalen  der,  den  gegebenen  Cnrven  beiden  zugleich  umschriebenen , vierseitigen 
Figur  schneiden.  **) 


*)  Nach  H.  Poucelet  „o.ves  d’homologi* *.  Vergl.  Prop.  pro).  208. 

**)  Die  den  Entwicklungen  der  800.  Nummer  analogen  Entwicklungen  im  dritten  Abschnitte  des 
ersten  Baudcs,  können  wir  noch  dahin  vervollständigen,  dass,  in  dem  Falle,  wo  zwei  Cnr- 
ren  zweiter  Ordnung  (und  zweiter  Classe)  sich  in  zwei  reellen  und  zwei  imzginären  Puncten 
schneiden,  und  man  zwei  Paare  imaginärer  gemeinschaftlicher  Chorden  erhält,  auch  die  bei- 
den Durchsehniltspoocte  der  zusammengehörigen  imaginären  Chorden  imaginär  sind , aber 
diejenige  gerade  Linie,  welche  diese  beiden  imaginären  Dorebschniltspuncte  enthält,  reell 
ist.  — 

Man  sieht  leicht  ein,  wie  die  Betrachtungsweisen  der  beiden  letzten  Nummern  des  Text« 
sich  ins  Uebcrgränzle  ausdehnen  lassen,  wenn  wir,  statt  Curven  zweiter  Classe,  Curven 
vou  beliebigen  Classcn  betrachten.  Ich  beschränke  mich  hier  darauf,  nnr  den  ersten  Schritt 
zu  diesem  Ziele  zu  thnn.  Es  seien  i 

?(» i »)  = o,  «K w,  v)  =»  o, 

irgend  zwei  Glmhongen  des  m.  und  n.  Grades,  in  Beziehung  anf  die  beiden  veränderlichen 
Grössen  w und  v.  Wenn  wir  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  nach  einander  v und  w 
cUminiren,  so  erhalten  wir  twei  Gleichungen,  die,  wie  bekannt,  in  Beziehung  aof  die  je- 
desmalig übrigbleibende  veränderliche  Grösse,  im  Allgemeinen  zum  mn.  Grade  ansteigen. 
Wenn  m oder  o eine  gerade  Zahl  ist,  oder  wenn  m und  n beide  gerade  Zahlen  sind,  so 
können  alle  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  betiiglicheir  Cnrven  der  m,  und  n, 
Classe  imaginär  sein.  Wenn  m und  n beide  ungerade  Zahlen  sind , so  haben  die  beiden 
Curven  notbwendig  eine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente.  Alle  übrigen  gemeinschaftlichen 
Tangenten  können  imaginär  sein.  Die  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten  ordnen  sieb 
indess  paarweise  so  zusammen,  dass  ein  solches  Paar  Coordrnateo  - Werthe  von  folgender 
Form  halt 

Iw  — ra+n  V — X,  tw'  = m-nK — 1, 

l*  = p+qWr-1;  \v  = p— ql^— 1; 

und  also  ist,  nach  der  Schlussweise  der  800.  Nummer,  der  Durclisclin||lspunct  der  beiden 
imaginären  Tangenten  eines  solchen  Paares  ein  reeller  Punct,  der  alle  Eiganichafteu  ei- 
nes Darchsrhoittspanctes  reeller  gemeinschaftlicher  Tangenten  bat.  Hiernach  ergibt  sieb, 

?a  * 
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6t  1.  Wenn  die  beiden  Gleichungen: 

A w’+aB  vvM-C  v*-}-3D  uw+2E  uv*f-F  oJ  = o, 
A'w,+2B'vw-f-C'v,-t-2D'uw-f-2£'uv-f-FaJ  ■=»  o, 
irgend  zwei  gegebene  geometrische  Oertcr  zweiter  CI  aase  darstcllcn,  so  erhalten  wir  die 
allgemeine  Gleichung  aller  Oertcr  derselben  Classc,  welche  mit  den  beiden  gegebenen 
dieselben  vier  (reellen  oder  imaginären)  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben,  wenn  (wir 
die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  addiren,  nachdem  wir  eine  derselben,  etwa  die 
zweite,  mit  einem  .unbestimmten  Coefficienten  ft  multiplicirt  haben.  Aof  diese  Weise 
kommt : ... 

(A*t-nA')w,-H2(B-f.^B')vw+(G+-/iC')v3+2(D-t-/iD')nw-+-2(E*f-(«C)uv-l-(F-f.1ur)aJ  o. 
Wenn  diese  Gleicbuug  ein  System  von  zwei  reellen  oder  imaginären  Punctcn  darstellen 
soll,  so  erhalten  wir  folgende  liedingnngs  - Gleichung  (458):  , 

[(A4-,nA')(E-l-/«E')-(B-huB')(D-f-MD')],-[(A+M')(C+/*C')-(B-H*B')*} 
[(A+*iA’)(F+*iF) — (D-f-^D-)1]  = o,  (.) 

die,  wenn  wir  entwickeln,  in  folgende  Übergeht: 

[A’Ea— 2BÜ'E— ACF+CDM-BTTm3 

+(AE'«+2AEE'-2BDE'-2B'DE,.2B'DE+CD'1+2CDD'+B,>F+2BB'F-AC'F-A'CF'-ACF]^* 
+[A  EHaAEE'-aBDE'-aBD  E-aBDE+CD’+aCDD'+B^F'+aBB  F-ACF-ACF-A’CF]s» 

. +[AE5— aBDE— ACF+CDM-BF2]  = o.  . (3) 

Wir  können  also  durch  algebraische  Verbindung  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 
(1),  im  Allgemeinen,  bei  einer  dreifachen  Bestimmung  des  unbestimmten  Coefhcien- 
len  ft,  zu  der  Gleichung  eines  Systcmcs  zweier  reeller  oder  imaginärer  Puncte,  d.  b.  zu 


indem  vir  die  Benennung  der  610.  Nummer  auch  auf  den  allgemeinen  Fall  ausdehnen,  fol- 
gender Satt: 

Zwei  Curren  m.  und  n,  Clane  haben,  im  Allgemeinen,  je  nachdem  mn  eine  gerade 


oder  ungerade  Zahl  ist , wenigstens  — oder 


reelle  homologe  Funde. 


Ohne  in  nähere  Erörterungen  eimogehen,  können  wir  neben  den  vorstehenden  Satt 
sogleich  folgenden  stellen : 

Zwei  Curie n m.  und  n.  Ordnung  haben,  im  Allgemeinen,  je  nachdem  mn  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  ist,  wenigstens  — oder  reelle  gerade  Linien  zu  gemeinschaft- 

lichen Chorden. 

Es  ist  klar,  dass  die  vorstehenden  Resultate,  auf  die,  wie  mir  scheint,  die  neuen  Be- 
handlungsweisen der  Geometrie  sich  hauptsächlich  stiitien,  anders  nichts  sind,  als  die  un- 
mittelbarste geometrische  Interpretation  desjenigen  Satzes,  welcher 
die  Grundlage  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  bildet,  des 
Sattes  ncmlicb,  „dass  jede  gante  algebraische  Funetion  einer  veränderlichen  Grösse  von  ei- 
nem beliebigen  Grade  sich  in  reelle  Factoren  des  ersten  oder  tweilen  Grades  tcrlcgcn  lässt." 
Ich  tweifle , ob  man  auf  rein  geometrischem  Wege  tu  jenen  allgemeinen  Resultaten  gelan- 
gen kann:  wenn  man  es  könnte,  so  erhielte  man  einen  geometrischen  Beweis  von  dem  eben 
angeführten  Saite,  über  die  Zerlegung  algebraischer  Functionen.  Denn  jede  algebraische 
Function,  etwa  F(z),  können  wir  als  das  Hesultat  der  Elimination  von  j mischen  den  Glei- 
chungen algebraischer  Gnrven  ansehen.  Wir  brauchen  tu  diesem  Ende  tum  Beispiel  mir 
folgende  beide  Gleichungen  r 

7 = F(t)+fCx), 

...  y-«WF--ttb. 

in  denen  wir  irgend  eine  beliebige  algebraische  Function  von  x durch  f(s)  betei ebnen , für 
die  Gleichungen  der  beiden  Gnrven  zu  nehmen. 
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der  Gleichung  eine«  System  es  zweier  homologer  Pnncte  oder  einer  homologen  geraden 
Linie  der  beiden  Cnrvcn  (1).  Die  Gleichung  (a)  redneirt  sich  nur  dann  auf  den  zweiten 
Grad,  wenn  einer  von  folgenden  beiden  Ausdrücken: 

AE'1— 2B'DE'-+-CD1-f-B'F'J— A'CF, 

AE’— 2BDE-t-CDH-BF3— ACF, 

verschwindet,  also  nur  in  dem  Falle,  dass  eine  der  beiden  Gleichungen  (1)  schon  ein 
System  von  zwei  Punctcn  oder  eine  gerade  Linie  darstcllt;  sic  rcducirt  sich  auf  den  er- 
sten Grad,  wenn  die  vorstehenden  Ausdrücke  beide  zugleich  verschwinden.  Wenn  die 
beiden  Gleichungen  (1)  zwei  Curven  darstellen,  so  gibt  also  die  Gleichung  (3)  tiolh- 
wendig  einen  reellen  Werth  flir  /«,  dem  ein  System  zweier  homologer  Punctc  ent- 
spricht Dass  diese  beiden  homologen  Punctc  reell  sind,  folgt  aus  der  609.  Nummer. 
Es  folgt  diess  (3 59)  auch  daraus,  dass  nothwendig  eine  reelle  Wurzel  dcr*Gleichung  (3) 
dem  folgenden  Ausdrucke : 

(A+geA^&MTMB+gdr)*, 

einen  negativen  Werth  gibt  Statt  aber  in  die  hierdurch  angezeigten  Entwicklungen  cin- 
zugehen,  wollen  wir  dasselbe  Resultat  noch  anf  einem  andern  V\  cge  hcrlcitcn. 

612.  Wenn  wir,  ohne  die  Richtung  der  beiden  Azen  zu  ändern,  den  Anfangspnnct 
der  Coordinaten  in  irgend  einen  Punct  (y,  x)  verlegen,  so  erhalten  wir  statt  (1)  zwei 
Gleichungen  von  derselben  Form,  für  welche  wir  folgende  beide  nehmen  wollen: 
aw,+2bvw+c  v*+2dnw-t-2euv+fu3  = o, 
a'wa+2b'vw+c'v14-2d'uw+2c'av+fuJ  =*  o. 

Alsdann  hat  man  nach  der  (,55.  Nummer,  indem  man  A = a und  A — ,Y  setzt: 
c — C — 2Bj+Ai,i  c"-  q C — jB’i+A'i1, 

e = E — Dz— By+Azy,  c’  =>  E' — D’z— -B'y-f-A'zy, 

f = F— 2Dy+Ay»;  f = P'-aDy-fAy*. 

Wenn  wir  die  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunctcs  (y,  z)  so  bestimmen,  dass 


so  ist  dieser  Punct  offenbar  der  DurchschniUspnnct  zweier  (reeller  oder  imaginärer)  ge- 
meinschaftlicher Tangenten  der  beiden  gegebenen  Curven;  denn  die  Richtungen  der  bei- 
den von  diesem  Poncte  an  jede  der  beiden  Cnrvcn  gelegten  Tangenten  sind  alsdann  durch 
folgende  Gleichung  gegeben: 

. cv3+2euv+fu3  = o. 

Wir  wollen  annchmcn , dass  die  zweite  ursprüngliche  Coordinaten  - Axc  durch  die 
Mittclpuuclc  der  beiden  gegebenen  Curven  gehe.  Alsdann  ist  B = B’  **  o und  zur  Be- 
stimmung von  y und  z erhalten  wir  aus  (h)  folgende  beide  Gleichungen: 

F — 2Dy-f-Ay3  F' — 2D’y-4*AV  , , 

“Ü4-Az3  ' “ CJ+Xx-  -• 

E — Dz-4-Azy  E' — D'x-frA'zy 

C+A*1  C'+Äi^ 

Wenn  wir  entwickeln,  so  kommt: 

(CF-CF')-2(CD- CO’)y-HC  A-CA’)y3-HA'F-AF)z3-2(A  D-ADVy  = o,  (s) 
(CE— CE')-(CD-CD>+(C'A-CA')xy+{A'E— AE>3-(A*D-AD>J  = o.  (s) 
Die  Durcbsckniuspnnctc  der  durch  die  vorstehenden  beiden  Gleichungen,  wenn  wir 
z und  y als  veränderlich  betrachten , dargcstclltcn  Curven  sind  also  die  Durcbscbnitts- 
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puncte  je  zweier  gemeinschaftlicher  Tangenten  der  beiden  gegebenen  Curvcn  zweiter 
Classe.  In  der  Glcicbong  (6)  kommt  y nur  in  der  ersten  Potenz  vor.  Nehmen  wir  aus 
dieser  Gleichung  den  Werth  von  y,  ncmlicb: 

(A'D— AD')**— (A'E— AE'Js’-HC'D— C0')z— (CE— CE') 
y “ CA- CA' 

und  sobstituiren  denselben  in  (5),  so  erhalten  wir  offenbar  eine  Gleichung  von  folgender 
Form: 

Mx<4-NxM-Pi1-f-Q  = o.  (r) 

Die  sechs  Wnrzcln  dieser  Gleichung  und  die  sechs  entsprechenden  Wcrthc  von  y,  sind 
die  Coordinalcn  der  sechs  Dnrchschnittsponcte  je  zweier  der  vier  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten. Die  Form  dieser.  Gleichong,  in  der  keine  mit  ungeraden  Potenzen  von  x behaf- 
teten Glieder -Vorkommen,  wird  dadurch  bedingt,  dass  jene  sechs  Durchschnittspnncte, 
paarweise  genommen,  gleich  weit  von  der  zweiten  Axc  abstchcn,  oder,  mit  andern  Wor- 
ten, dass  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  Milte  der  drei  Diagonalen  der  von  den  vier 
gcuieinscbaftlicben  Tangenten  gebildeten  vollständigen  vierseitigen  Figur  enthält,  zu* 
zweiten  Axc  geuommeu  worden  ist.  Die  Gleichung  (7)  gibt  nothwendig  einen  Werth  für 
x1,  der  reell  und  liberdicss  positiv  ist.  Denn  ^ , wofür’ man  leicht  folgenden  Ansdrnck 
erhält: 

/ CE-CE'  V 
“VAD-aDV  ’ 

ist  immer  negativ.  Es  sind  also  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  reell : die  Gleichungen 
irgend  zweier  Oertcr  zweiter  Classe  lassen  lieh  zu  der  Gleichung  eines  Systemes  zweier 
reeller  Puncte  verbinden,  oder,  was  dasselbe  heisst,  zwei  zusammengehörige  homologe 
Puncte  der  beiden  Oerter  sind  immer  tcell. 

Die  beiden  übrigen  Wcrthe  von  x*f  welche  die  Gleichung  (7)  befriedigen,  können: 

1)  beide  reell  und  posisiv,  - 

2)  beide  imaginär  oder  endlich 

3)  beide  reell  und  negativ 

sein.  Diesen  drei 'Fällen  entsprechen  die  drei  in  der  G09.  Nummer  schon  unterschiede- 
nen Fälle. 

613.  Aus  der  vorigen  Nummer  ergibt  sich,  dass  wir,  im  Allgemeinen,  wenn  irgend 
zwei  Oerter  zweiter  Classe  gegeben  sind,  immer  und  wenigstens  auf  eine  zwiefache  Art, 
indem  wir  den  Anfangspunct  gehörig  bestimmen,  diese  beiden  Cur  reu  durch  folgende 
Gleichungen  darstellcn  können: 

v*+2B  vw+Fu’+sD  uw+äEov+A  w3  «=  o, 
v,+2B'vw+Fu5-t-2D'uw+2Euv+A'w,  «=  o. 

Wir  können  ferner K indem  wir  die  Richtung  der  beiden  Coordinatcn  - Axen  gehörig  be- 
stimmen, E mt  o setzen,  (wenn  die  beiden  durch  den  neuen  Anfangspunct  gebenden 
Tangenten  reell  sind,  so  brauchen  wir  zu  diesem  Ende  die  ursprünglichen  Coordinatcn- 
Axen  bloss  so  anzunchmcu,  dass  dieselben  mit  denjenigen  geraden  Linien,  welche  die 
von  diesen  Tangenten  gebildeten  Scheitelwinkel  halbircn,  parallel  sind)  und  alsdann  den 
letzten  beiden  Gleicbnngen  folgende  Form  geben: 

. (v— v’)*+F(u— u’)1  = M, 

(v-vT+F(u-u")>  = M',  w . 

indem  wir,  der  Kürze  balber,  > *•  .. 
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— B =>  »', 


DM-FBJ— AF 

p 


— B’  — v",» 

D' 

— y “ 0 ’ 

D'M-FB'2— A'F 


setzen,  und  Überdies;  w = l nehmen.  Die  geometrische  Bedeutung  der  Conslanten  in 
den  beiden  Gleichungen  (8)  ergibt  sich  auf  dieselbe  Weise  als  in  der  560.  and  Stil.  Num- 
mer. (v,  a)  nnd  (v",  u")  sind  die  Polaren  des  Aafangspnnctcs , riicksichtlicli  der  beiden, 
durch  diese  Gleichung  dargesleiltcn  Curven.  F ist , wie  man  sogleich  einsteht,  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  der  Anfangspunct  innerhalb  oder  ausserhalb  der  beiden  Curven 
liegt,  das  heisst,  je  nachdem  die  bezüglichen  gemeinschaftlichen  Tangenten  derselben 
imaginär  oder  reell  sind. 

Auf  demselben  Wege,  als  in  der  567.  Nummer,  können  wir  nachwcisen,  dass  die 
beiden  Gleichungen  (8)  sich  verbinden  lassen,  1.  zn  den  beiden  Gleichungen  zweier  Sy- 
steme von  zwei  Punclen,  wenn  die  bezüglichen  Curven  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tan- 
genten haben;  2.  zn  den  beiden  Gleichungen  zweier  gerader  Linien,  wenn  alle  gemein- 
schaftliche Tangenten  imaginär  sind;  3.  weder  zn  der  Gleichung  eines  l’unctcn- Systems, 
noch  einer  geraden  Linie , wenn  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  reell  und  zwei  imagi- 
när sind.  Durch  Abziehen  der  beiden  Gleichungen  (8)  von  einander  erhalten  wir  die 
Gleichung  des  mit  dem  Anfangspnnctc  zusammengehörigen  homologen  Punctes. 

Wir  erhalten  in  den  letzten  Nummern  eine  Bestätigung  der  Resultate  der  609.  Num- 
mer. Wir  könnten  hierbei  auch  an  die  Stelle  der  vorliegenden  Nummer  Entwicklungen 
setzen,  die  denen  der  286.  nnd  287.  Nummer  des  ersten  Bandes  analog  sind.  Wir  be- 
schränken uns  hier  indess  auf  diese  blosse  Andeutung. 

6lä.  In  dieser  und  den  folgenden  Nummern  wollen  wir  einige  einzelne  Falle  beson- 
ders hervorheben. 


Wenn  die  beiden  gegebenen  Curven  sich  berühren,  so  fallen  zwei  gemeinschaft- 
liche Tangenten  zusammen  nnd  die  drei  Systeme  homologer  Puncle  derselben  sind  1.  das 
System  des  BcrUhrnngspnnctcs  und  dos  Dnrchschnittspnnctcs  der  beiden , die  Curven  in 
diesem  l’nncte  nicht  berührenden,  gemeinschaftlichen  Tangenten  nnd  2.  zwei  identische 
Systeme,  von  denen  jedes  ans  den  beiden  Dnrchschnittspunctcn  der  gemeinschaftlichen 
Tangente  im  Bcrührnngspuncte  der  Curven  mit  den  Leiden  übrigen  gemeinschaftlichen 
Tangenten  besteht  In  diesem  Falle  hat  nolbwendig  die  Gleichung  (3)  zwei  gleiche 
Wurzeln.  Um  dicss  auf  dircctcm  Wege  zu  zeigen,  wollen  wir  den  Beriihrungspunet  der 
heiden  Curven  zum  Anfangspuncle  der  Coordiüatcn,  die  gemeinschaftliche  Tangente  iu 
demselben  zur  ersten  Axe  nehmen  nnd  demgemäss  von  folgenden  heiden  Gleichungen 
ansgehen ; 

A *+aB  vw+C  v5-t-äD  11  w = o, 

A’j+2B’vw+C'vj+2D'uw  — o, 

wonach  sich  die  Gleichung  (2)  oder  (3)  in  folgende  verwandelt! 

(C+/iC')(D+/iD')5  = o, 

und  wir  sehen  sogleich,  dass  diese  Gleichung  zwei  gleiche  W 
jede  gleich  jj:^)  ist,  und  eine  dritte  Wurzel,  die  gleich  ist  ( 
ten  Wurzel  entspricht  folgende  resnltircnde  Gleichung: 


(9) 


(••) 

irzejn  hat,  von  denen 
Dieser  drit- 


~c)- 
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w[(AQ—A’C)w+2(BC'— B'C)v+2(DC'— D'C)nJ  « o, 
uod  jeder  der  beiden  gleichen  Wurzeln  folgende: 

(Al)'— A'D)w7+2(BD' — BD’)yw+(CD'— C’D)v’  = o. 

Es  hat  die  Gleichung  (11)  und  also  auch  die  entsprechende  Gleichung  (3)  nur  dam 
drei  gleiche  Wurzeln,  wenn 

CD 
.1?  = IT’ 

das  heisst,  wenn  die  beiden  gegebenen  Curvcn  sich  drcipunctig  osculircn  (680).  Di* 
drei  Systeme  homologer  Punctc  sind  alsdann,  was  man  sogleich  auch  a priori  sicht, 
identisch  und  jedes  derselben  besteht  aus  dem  Osculationspuncte  und  dem  Durchschniiu- 
punctc  der  Tangente  in  demselben  mit  der,  einzig  noch  Übrigen,  gemeinschaftlichen 
Tangente. 

ln  dem  Falle  einer  vierpnnctigcn  Osculation  fallen  die  beiden  homologen 
Punctc  jedes  der  drei  identischen  Systeme  in  dem  Osculationspuncte  zusammen. 

615.  Wir  finden  die  vorstehenden  Resultate  bestätigt,  wenn  wir  die  Coordinatcn  des 
homologen  Punctc  der  beiden  gegebenen  Curvcn  suchen.  Wenn  wir  zu  diesem  End« 
von  den  Leiden  Gleichungen  (9)  der  vorigen  Nummer  ausgehen,  so  können  wir  uns,  im 
Allgemeinen,  nicht  mehr  der  Gleichungen  (5)  and  (6)  bedienen,  sondern /iar  in  dem  Le- 
sendem Falle,  dass  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  Mittolpunctc  der  beiden  gegebe- 
nen Curvcn  verbindet,  zugleich  auch  durch  den  BcrUhrungspunct  der  Curvcn  geht.  In 
diesem  Falle  verwandeln  sich  die  beiden  zuletzt  genannten  Gleichungen  in  folgende: 
y[2(CD — CD) — (CA—  CA’)y+2(A'D — AD)*3]  = o, 
*[(CD-CD')-(CA-CA)y+(A'D-AD>s]  = o. 

Jede  dieser  beiden  Glcichnngcn  stellt  das  System  einer  Coordinatcn  - Axe  und  einer  sol- 
chen Parabel  dar,  deren  Dorchmesscr  der  andern  Azc  parallel  sind.  Die  beiden  Coordi- 
naten-Axen,  denen  die  Factoren  y und  x in  den  vorstehenden  beiden  Gleichungen  ent- 
sprechen, schneiden  sich  im  Berührungspuncte  der  beiden  gegebenen  Curvcn,  der  zuge- 
hörige homologe  Punct  ist  der  einzige  Punct,  in  welchem  die  der  ersten  Gleichung  ent- 
sprechende Parabel  von  der  zweiten  Axe  geschnitten  wird.  Die  beiden  Puncte , in  wel- 
chen die,  der  zweiten  Gleichung  entsprechende,  Parabel  von  der  ersten  Axe  geschnitten 
wird,  sind  dieselben  Puncte,  in  welchen  die  beiden  Parabeln  sich  schneiden  j denn  wenn 
man  die  Gleichung  der  zweiten  Parabel  mit  2 multiplicirt  und  dann  von  der  Gleichung 
der  ersten  Parabel  abzicht,  und  den  constantcn  Factor  (CA— CA)  fortlässt,  ergibt  sich: 


y «=  o. 

Aus  diesen  beiden,  anf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  beiden  gegebenen  Curven 
liegenden,  Durchschnittspnnclc  besteht  jedes  der  beiden  noch  Übrigen,  identischen,  Sy- 
steme homologer  Pnncte  der  beiden  Curven. 

Wenn  wir  in  dem  allgemeinem  Falle  uns  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  bedienen  wol- 
len, müssen  wir,  statt  von  den  Gleichungen  (9),  von  folgenden  beiden  Gleichungen  aut- 
gehen  t 

A w*+2ß  vw+C  v’-t-äD  uw+2E  nv  “ o, 
A'wJ+2B'vw4-C'v1+2D'uw+2E’uv  =>  o, 

und,  nm  auszudrücken , dass  die  bezüglichen  Curvcn  die  erste  Axe  in  demselben  Pnncte 
berühren: 


E E* 
C T C' 


(») 
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setzen.  Die  Gleichung  (5)  verwandelt  sich  alsdann  wiederum  in  folgende: 

)[a(C'D— CD')— (CA — CA')y-f-2(A'D— AD')*2]  = o, 
und  wenn  wir  ans  dieser  Gleichung  die  beiden  Werthe  von  y nehmen,  die  den  Factoren 
des  ersten  Theiles  derselben  entsprechen,  und  nach  einander  in  (ö)  substituiren,  so  er- 
halten wir,  *nr  Bcstimmnng  der  sechs  Werthe  von  x , folgende  beiden  Gleichungen  de* 
dritten  Grades: 

(C'E-CE)-(C'D— CD')x-KA  E-AE)xJ— (A  D— AD>ä  - o, 

(C’E— CE')+(CD— CDTx-KA'E— AE'JxM-fA'D— AD')x*  = o.  (,3> 

Man  überzeugt  sich  ohne  Mlihc,  wenn  man  die  Bcdiugungs  • Gleichung  (12)  berücksich- 
tigt, dass  die  vorstehenden  beiden  Gleichungen  folgenden  Factor  des  zweiten  Grades : 

(CE-CE')-KA'E-AE>*. 

gemeinschaftlich  und  folglich  zwei  Paare  gleiche  W urzeln  haben. 

Für  den  Fall  einer  vicrpuncligcn  Osculation  rcdocircn  sich,  indem  wir  (580)  E = o, 
B = o und  CD  = CD'  setzen,  die  Gleichungen  (13)  beide  auf: 

Xä  — 0. 


615.  Die  Entwicklungen  der  beiden  vorigen  Nummern  erleiden  nur  ciufachc  Modift- 
cationcn,  wenn  die  beiden  gegebenen  Curvcn,  statt  sich  zu  berühren,  eine  gemeinschaft- 
liche Asymptote  und  ausserdem  also  nur  noch  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  haben. 
In  diesem  Falle  sind  offenbar  die  drei  Systeme  homologer  Puncte  1)  das  System  des 
Durchschnittspnnctes  der  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  und  eines  nach  der  Rich- 
tung der  gemeinschaftlichen  Asymptote  hin  unendlich  weit  entfernt  liegenden  Punctcs; 
2)  zwei  identische  Systeme,  von  denen  jedes  aus  den  beiden  Durcbscbnittspuncten  der 
beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  der  gemeinschaftlichen  Asymptote  besteht.  Von 
den  drei  homologen  geraden  Linien  fallen  zwei  in  die  gemeinschaftliche  Asymptote  zusam- 
men und  die  dritte  ist  dieser  Asymptote  parallel  und  gebt  durch  den  Durchschnittspunct 
der  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Curvcn  erhalten,  indem  wir  die  gemeinschaftliche  Asymp- 
tote derselben  zur  zweiten  Coordinaten-Azc  nehmen,  folgende  Form: 

A w5+2D  uw+aE  uv+F  uJ  «=  o, 

A'w2+2D'uw-t-2E'uv+F'u2  = o, 
und  hiernach  rcducirt  sich  die  Gleichung  (3)  auf  folgende : 

(A+^A'XE+iuE’)2  = o. 

Die  beiden  gleichen  Wnrzcln  dieser  Gleichung  sind 
^ — V,  jenen  entspricht  die  resultircndc  Gleichung: 

(AE’ — A'E)wa4-2(DE'— D'E)nw+(FE'— FE)u2  = o, 
und  dieser  die  Gleichung: 

u[2(A’D— AD')w-f-2(A‘E— AE')v+(A’F— AF')u]  = o. 

Für  den  vorliegenden  Fall  gehen  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  in  folgende  Uber: 
'x*[(A'F— AF*)— a(A'D— AD')y]  = o, 
xa[(A'E— AE')— 2(A'D— AD')*]  =»  o, 

nnd  versagen  ihren  Dienst  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Coordinatcn  der  homologen 
Puncte  der  beiden  gegebenen  Hyperbeln.  Sie  zeigen  indess , dass  alle  diese  Pancte, 
ein  einziger  ausgenommen,  auf  der  zweiten  Coordinaten  - Axc  liegen.  Den  Coordinatcn 

II.  23 
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dieses  Pnnctcs  (des  Dorchschnittspuncl.es  der  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten)  ent- 
sprechen die  zweiten  Factoren  in  den  ersten  Tlieilen  der  Torstchenden  Gleichungen. 
Die  Factoren  x*  dieser  beiden  Gleichungen,  znsammengestellt,  beziehen  sich  olTenbar  auf 
die  beiden  Paare  znsamraenfallender,  anf  der  zweiten  Axe  liegender,  homologer  Pnnctc. 
Den  noch  übrigen,  nach  der  Richtung  der  zweiten  Aze  hin,  unendlich  weit  liegenden 
homologen  Punct,  erhallen  wir,  wenn  wir  einen  Factor  x ans  der  ersten  Gleichung  mit 
dem  zweiten  Factor  der  zweiten  Gleichung  znsammcnstellen. 

616,  Wenn  zwei  gegebene  Gurren  zweiter  Classc  unter  einander  einen  doppelten 
Contact  haben,  so  sind  die  drei  Systeme  homologer  Pnnctc  1)  das  System  der  beiden 
(reellen  oder  imaginären)  Bcriihrongspnnctc;  2)  zwei  identische  Systeme  zweier  reeller  in 
den  Durchschnittspunct  der  beiden  (reellen  oder  imaginären)  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten znsammcnfallendcr  Pnnctc. 

Die  letztgenannten  beiden  Systeme  bestehen,  wenn  wir  die  Bezeichnung  der  609. 
Nummer  bcibchaltcn,  aus  den  Pnncten  (2)  nnd  (3),  (8)  nnd  (9)  und  diezc  Punctc  sind 
identisch  dieselben,  wenn  wir  m'  = m,  n «=  n,  p'  = p und  q'  = q setzen.  Den  bei- 
den Bcriihrungspuncten  entsprechen  die  Gleichungen  (5)  Hnd  (6);  doch  die  CoefGcientcn 
in  diesen  Gleichungen  können  wir  nur  durch  Differential  - Ausdrücke  darstcllen.  Setzen 
wir  zu  diesem  Fndc: 

m'  = m-t-dm,  n'-=  n-f-dn,  p'  p+dp,  q'  — q-f-dq, 
so  gehen  diese  Gleichungen  in  folgende  über: 

(dp-f-dq)w— (dm-f-dn)v-t-f(dm-t-dn)(p-f-q) — (dp-f-dq)(m-f-n)]  <a  o, 

(dp — dq)w — (dm— dn)v-t-[(dm— dn)(p — q)— dp— dq)(m — n)]  = 0. 

Die  drei  homologen  geraden  Linien  der  beiden  gegebenen  Cnrrcn  bestehen  l)  ans 
der  Bcrtihrnngs  - Chordc ; 2)  aus  zwei  reellen  geraden  Linien , welche  beide  durch  den 
Durchschnittspunct  der  beiden  gctÄcinschaftlichcn  Tangenten  gehen.  Die  Beriihrnngs- 
Chordc  ist  immer  reell,  auch  wenn  der  doppelte  Contact  ein  imaginärer  ist,  die  Aus- 
drücke (y)  gehen  für  die  Coordinaten  derselben: 

(qdm— mdq—  ndp)dm — (qdn— ndq — mdp)dn 
w = " dndp— dmdq  ’ 

(ndp—  pdn— qdui)tlp— (ndq  — qdn — pdm)dq 

dndp— dmdq 

Was  die  beiden  übrigen  homologen  geraden  Linien  betrifft,  so  könnte  cs,  da  jede 
derselben  durch  zwei  zasammcnfallcnde  Puncte  gebt,  scheinen,  als  ob  ihre  Richtung 
jede  beliebige  sein  könnte.  Nichts  desto  weniger  aber  ist  ihre  Dichtung  eine  vollkommen 
bestimmte.  Aus  den  zweiten  Gleichungen  bei  (4)  nnd  (10)  erhält  man  nemlich  für  den 
vorliegenden  Fall,  init  Vernachlässigung  der  verschwindenden  Grössen: 

p(ndq — qdn)-j-q(qdin — ndp) 
ndq — qdn  1 

v-  = npdp— q(ndq-qdn) 
ndp — qdm 

Da  wir  bisher  Über  die  beiden  Coordinaten  - Axcn  durchaus  keine  Bestimmung  ge- 
macht haben,  so  können  wir  die  Richtung  derselben  nun  so  bestimmen,  dass 
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und  hiernach  die  zweite  derselben: 


ndp— qdtn  — o, 


Bei  diesen  Voraussetzungen  erhält  man: 

v = o. 

Es  ist  also  die  eine  homologe  gerade  Linie  (w,  v)  der  Berllhrungs  - Chorde  (w,  r)  pa- 
rallel. Da  man  lerncr,  weil  p verschwindet, 

v'-f-v"  ■*  o 

erhält,  so  bilden  die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  sich  doppelt  be- 
rührenden Oerter  zweiter  Classen,  and  diejenigen  beiden  homologen  geraden  Linien,  de- 
nen wir  die  Coor<linaten-Axen  parallel  genommen  haben,  und  die  durch  den  Durch- 
schnitt jener  gemeinschaftlichen  Tangenten  gehen,  ein  System  von  vier  Harmonicalcn 
(I.,  36).  Da  die  eine  dieser  homologen  geraden  Linien  der  Bcrtihrnngs  - Chorde  parallel 
ist,  so  geht  die  andere  durch  die  Mitte  dieser  Chorde  und  also  durch  den  Durchschnitt 
der  gemeinschaftlichen  Tangenten  und  die  Mitlelpnncte  der  beiden  Oerter. 

617-  Zwei  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten  haben  in  nncndlichcr  Entfernung 
einen  reellen  doppelten  Contact;  zwei  ähnliche,  ähnlich  liegende  und  conccntrische  El- 
lipsen haben  in  unendlicher  Entfernung  einen  imaginären  doppelten  Contact.  In  bei- 
den Fällen  liegen  zwei  homologe  Puncte  unendlich  weit,  und  die  vier  übrigen  fallen  in 
dem  Miltelpunctc  der  Curve  zusammen.  Wir  wollen  diese  Bemerkungen  durch  einige 
analytische  Entwicklungen  unterstützen. 

• Zwei  Ellipsen,  die  denselben  Punct  zum  Miltelpunctc  haben,  können 
durch  folgende  beide  Gleichungen  darstcllcn: 

A w’-4-C  v’-t-F  u5  = o, 

A'v’+CV-fF»1  — o, 

indem  wir  diejenigen  beiden  Durchmesser , die  für  beide 
Coordinalcn  - Axcn  nehmen.  *)  Für  den  vorliegenden  Fall 
(I)  in  folgende: 

(A-f-/<A)(C+,cC)(F-h«F)  = 


wir  immer 


(»0 

Curvon  zugeordnete  sind,  zu 
verwandelt  sich  die  Gleichung 

('S) 


Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  (4).  (4>  (4)  und  die  Glei- 


*)  Um  die  Richtungen  derjenigen  Leiden  Durchmesser,  die  zugleich  für  Leide  durch  folgende 
Gleichungen  dargestellte  Oerter: 

A w2+C  f?+2E  uv+F  u3  = 0, 

1 A Ä'w+F* ■»  o, 

ungeordnete  sind,  zu  bestimmen,  erhalten  wir  nach  der  480.  Nummer  folgende  Leiden 
Gleichungen : 

C vV'+E  (v'-mO+F  — o, 

C v v -f  E (v  +v  )-4-F  — o. 

Hiernach  sind  v und  V Wurzeln  folgender  quadratischen  Gleichung : 

(c;e— CE)v2-f(CF-t:r)v+(EF— Er)  = o, 

und  diese  Wurzeln  sind  immer  reell , wenn  eine  der  beiden  gegebenen  Curven,  etwa  die 
erste,  eine  Ellipse  ist.  Denn  setzen  wir,  was  erlaubt  ist,  E = o,  so  kommt: 

E’F— EF  F 

C'E— CE*  “ C' 

und  dieser  Ausdruck  ist  nothwendig  negativ,  wenn  die  erste  gegebene  Curve  eine  El- 
lipse ist. 

23  * 
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chuugen  der  drei  entsprechenden  Systemen  von  zwei  Puncten: 

(A’C— AC)t’+(A'F— AF)aJ  = o, 

(AC — A'C)w’+(CF — CF'Jo1  = o,  (is) 

(AF-AF)wJ+(CF— CF)v5  = o. 

Jede  der  beiden  leisten  Gleichungen  drückt  ein  System  von  zwei  Panclcn  ans,  die  auf 
einer  der  Coordinaten  - Auen  liegen.  Diese  beiden  Paare  homologer  Pnncte  sind  die  (reel- 
len oder  imaginären)  Winkclpnncte  eines  Parallelograimnes , die  beiden  entsprechenden 
homologen  geraden  Linien  die  (immer  reellen)  Diagonalen  desselben,  mithin  diejenigen 
beiden  Durchmesser  der  beiden  gegebenen  Ellipsen,  die  für  beide  zugeordnete  sind.  Das 
durch  die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  dargcstelltc  Paar  homologer  Punctc  liegt 
nach  den  Richtnngcn  der  Seiten  des  eben  bczeichnctcn  Parallelogrammcs  unendlich  weit. 

Um  auszudrUcken,  dass  die  beiden  Gleichungen  (1  h)  ähnliche  Ellipsen  darstellcn,  er- 
halten wir  die  Bcdingungs  - Gleichung: 

CF  = CF, 

wonach  die  Gleichung  (l5)  zwei  gleiche  Wurzeln  erhält.  Alsdann  rcduciren  sich  die  bei- 
den letzten  der  Gleichungen  (t6)  auf 

w5  = o,  • (ir) 

und  die  erste  dieser  Gleichungen  rcducirt  sich  auf 

CvJ+Fuä  = o.  (is) 

Die  Gleichung  (l~)  zeigt,  dass  vier  homologe  Punctc  in  den  gemeinschaftlichen  Mittcl- 
punct  der  beiden  gegebenen  Ellipsen  Zusammenfällen,  und  die  Gleichung  (t8),  dass  die 
beiden  übrigen  unendlich  weit  liegen  und  imaginär  sind. 

Da  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  einer  der  beiden  zuletzt  betrachteten  Ellipsen 
auch  zugcordnetc  Durchmesser  der  andern  sind,  so  kann  man  jedes  System  solcher  zu- 
geordneter  Durchmesser  als  das  System  zweier  homologer  gerader  Linien  der  beiden  Cnr- 
ven  betrachten,  nnd  jeden  beliebigen  Durchmesser  als  einzelne  homologe  gerade  Linien. 
Die  dritte  homologe  gerade  Linie  liegt  unendlich  weit  und  ihre  Richtung  ist  hiernach  eine 
durchaus  unbestimmte. 


618.  Wir  haben  bis  jetzt  denjenigen  Fall  ganz  unberücksichtigt  gelassen,  dass  die 
gegebenen  Oertcr  zweiter  Classc  beide  Parabeln  sind.  Indem  wir  dieselben  als  Uobcr- 
gangs-Cnrrcn  von  Ellipsen  zu  Hyperbeln  betrachten,  können  wir  die  nachstehenden  Re- 
sultate unmittelbar  aus  den  vorhergehenden  herlcitcn,  wenn  wir  annehmen,  dass  zwei 
Parabeln  nur  drei  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  weil  die  vierte  unendlich 
weit  liegt.  Diese  Annahme  rechtfertigt  sich  sogleich,  wenn  wir,  indem  wir  w = t 
setzen,  von  folgenden  beiden  allgemeinen  Gleichungen  ausgehen: 

A +2B  v+C  v’+2D  u+2E  uv+F  ul  = o, 
A'4-2B’v+CV-HZD'u+3E'av+Fu5  = o. 

Denn  in  dem  Falle,  dass  die  beiden  Coefücientcn  A nnd  A'  zugleich  verschwinden  und 
nur  in  diesem  einzigen  Falle  werden  diese  beiden  Gleichungen  befriedigt,  wenn  wir 
sogleich 


v sa  0,  n = o 

setzen.  Eine  Tangente  liegt  also  unendlich  weit,  ihre  Richtung  ist  unbestimmt,  denn 

der  Aasdruck  für  - erscheint  unter  der  unbestimmten,  nicht  rcducirharcn , Form  -.  Die 
u o 
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Coordinatcn- Werthe  der  drei  übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  sind  durch  Glei- 
chungen des  dritten  Grades  gegeben:  eine  gemeinschaftliche  Tangente  irgend  zweier  ge- 
gebener Parabeln  ist  also  nothwendig  reell,  die  beiden  Übrigen  sind  entweder  beide  reell 
oder  beide  imaginär. 

In  dem  Falle  dreier  reeller  gemeinschaftlicher  Tangenten  erhält  man  drei  reelle  Sy- 
steme zweier  homologer  Panctc,  von  denen  jedesmal  einer  der  Durchschnittspnnct  zweier 
gemeinschaftlicher  Tangenten  ist  nnd  der  andere,  nach  der  Richtung  der  dritten  gemein- 
schaftlichen Tangente  hin,  unendlich  weit  liegt.  Indem  wir  von  den  nnendlich  weit  lie- 
genden Panctcn  abstrahiren,  sind  also  die  Winkelpuncte  des  von  den  drei  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  gebildeten  Dreiecks  die  drei  homologen  Punctc-  Die  drei  homologen 
geraden  Linien  der  beiden  Parabeln  sind  in  dem  vorliegenden  Falle  ebenfalls  reell,  und 
jede  derselben  geht  durch  einen  Winkclpunct  des  von  den  gemeinschaftlichen  Tangenten 
gebildeten  Dreiecks  nnd  ist  der  diesem  Winkelpuncte  gegenüberliegenden  Seile  dieses 
Dreiecks  parallel. 

In  dem  Falle  zweier  imaginärer  Tangenten  der  beiden  gegebenen  Parabeln  gibt  cs 
nnr  einen  einzigen  reellen  homologen  Ponct:  den  Durcbschnittspnnct  dieser  beiden  ima- 
ginären Tangenten;  nnd  nnr  eine  einzige  reelle  homologe  gerade  Linie:  diejenige  gerade 
Linie,  welche  durch  diesen  homologen  Ponct  gebt,  nnd  der  einzigen  reellen  gemein- 
schaftlichen Tangente  parallel  ist. 

619-  Durch  Verbindung  der  Gleichungen  zweier  gegebener  Parabeln: 

2ß  vw+C  v*+2D  uw+2E  uv+F  u-  = 0, 
2B'vw+CV-t-2D’uw+2E'uv+F'n1  = o, 


erhalten  wir  folgende  allgemeine  Gleicbnng  des  zweiten  Grades : 

2(B+/jB’)vw+(C+/rC‘)v,+2{D-t-,uD  )nw+2(E+/tE‘)uv+(F-f-/:F')u’  = 0.  (»> 

Diese  Gleichung  stellt,  wie  wir  auch  den  unbestimmten  Coefficienten  n bestimmen  mögen, 
nnr  Parabeln  dar,  diejenigen  besondern  Fälle  bloss  abgerechnet,  wo  dieselben  ein  Sy- 
stem von  zwei  Puncten  darstellt,  von  denen  alsdann  einer  nnendlich  weit  liegt  Um  ans- 
zudrücken,  dass  die  letzte  Gleichung  ein  solches  Puncten -System  (System  homologer 
Pnncte)  darstelle,  erhalten  wir,  nach  der  t|6ö.  Nummer,  folgende  Bcdingtmgs  - Glei- 
chung, die  in  Beziehung  auf  fi  bis  zum  dritten  Grade  steigt: 

(C+/<C)(D+A<D')J-2(B+/tB')(D-t-üD,)(f>f.«E')-KK+/«F')(B+l«B7  = o. 

Auf  dieselbe  Gleichung  reducirt  sich  die  Gleichung  (3)  der  6ll.  Nummer,  wenn  wir  in 
derselben  A nnd  A'  gleich  Noll  setzen. 

Wenn  wir  filr  ft  eine  Wurzel  der  letzten  Gleichung  nehmen,  so  stellt  die  Gleichung 
(2),  nach  der  eben  angezogenen  Nummer,  das  System  solcher  zwei  Puncte  dar,  von  de- 
nen einer  folgender  ist:. 


L = ./  F+.‘'F'  ,/  C+i.C> 

V x /2’ß+.«BV 

■nd  der  andere  nach  derjenigen  Richtung  hm  unendlich  weit  liegt,  die  durch  folgende 
Gleichung  gegeben  ist: 


(B+^B')v+{D+it/D')u  = o. 


620.  Um  die  Coordinatcn  der  drei  homologen  Puncte  irgend  zweier  gegebener  Pa- 
rabeln (t)  zu  bestimmen,  können  wir  auch  auf  eine  ähnliche  Weise,  wie  in  der  6>2. 
Nummer  verfahren.  Wenn  wir  die  Bczcichnungsweise  dieser  Nummer  hcibebalten,  und 
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bloss  A = A’  = o setzen,  and  den  Anfangspnnct  der  Coordinaten  in  einen  homologen 
Pnnct  der  beiden  Parabeln  »erlegen,  so  erhalten  wir 

c e'  ec' 

i = ci  f = r* 

das  heisst,  wenn  wir  substilnircn  und  die  Coordinaten  jenes  homologen  Pnnctes  y und  x 
nennen : 


E-Dx-By  E-Dx-By 
“F-iDy“  = “ E^äÖy  * 


(3) 


Wenn  wir  entwickeln , so  kommt : 

2(DB— D'B)xs— ((DC— D’C)+'2(EB’— E’B))x— (BC— B'C)y-f(EC'— EC)  = o, 
2(BD-BD)y’-((BF-BF)+2(ED'-ED))y-{öF'-DF)x+(EF-E'F)  = o,  (t) 
und  wenn  wir  diese  beiden  Gleichnngen  von  einander  abzichcn,  so  ergibt  sich: 

2(BD-BÜ)[yJ+xJ]-(B(F-C>-B(F-C)-h2(ED'-E'J)»y-(D(F-C')-D(F-C)+ 
2(EB  — EB))x-hE(F— C)-E(F— Cj)  = o.  (s) 


Wenn  wir  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (4)  nach  einander  x und  y climiniren, 
so  erhalten  wir  zwei  Gleichungen,  die  in  Beziehung  anf  die  ttbrigbleibendc  unbekannte 
Grösse  bis  zum  vierten  Grade  steigen.  Drei  Wurzelpaarc  beziehen  sich  auf  die  drei 
homologen  Pnncle  der  beiden  gegebenen  Parabeln , das  vierte  Paar  enthält  fr  c m d c 
Wurzeln.  Die  geometrische  Bedeutung  dieser  fremden  Wurzeln  ergibt  sich  leicht. 
Die  Gleichungen  (3)  werden  ncmlich  beide  befriedigt,  wenn  wir  zugleich: 

c ■»  E— Dx— By  = o, 

. e’  = E' — D’x — B'y  = o, 

setzen.  Die  durch  diese  beiden  Gleichungen  bestimmten,  immer  reellen,  Werthe  von  y 
und  x beziehen  sich  offenbar  auf  keinen  der  drei  homologen  Pnnctc,  sondern  auf  denje- 
nigen Punct,  in  welchen  wir  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  verlegen  müssen,  wenn 
aus  den  Gleichungen  beider  Parabeln,  ohne  dass  wir  die  Richtung  der  Coordinaten- 
Axen  ändern,  die  mit  uv  behafteten  Glieder  ausfallen  sollen.  Wenn  wir  rechtwinklige 
Coordinaten  voranssetzen,  so  bilden  (470  die  beiden  Tangenten,  die  sich,  von  diesem 
Ponclc  aus,  an  die  eine  Parabel  legen  lassen,  mit  den  beiden  durch  denselben  Punct  ge- 
henden Tangenten  der  andern  Parabel  gleiche  Winkel.  Bei  dieser  Voraussetzung  stellt 
die  Gleichung  (5),  wenn  wir  y und  x als  veränderliche  Grössen  betrachten,  einen  Kreis 
dar  und  dieser  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  aller  solcher  entsprechender  Pnncte,  die 
wir.  erhalten,  wenn  wir  das  rechtwinklige  Coordinaten- System  beliebig  drehen. 

Da  cs  hiernach  nothwendig  ein  Paar  reeller  zusammengehöriger  Werthe  von  y und 
x gibt,  welche  den  beiden  Gleichungen  (4)  Genüge  leisten,  so  gibt  cs  ausserdem  auch 
noch  ein  zweites  Paar  solcher  reeller  Werthe  nnd  diese  sind  die  Coordinaten  eines  ho- 
mologen Pondes  der  beiden  gegebenen  Parabeln,  der  also  immer  reell  bleibt,  während 
die  beiden  Übrigen  imaginär  werden  können. 

Der  durch  die  drei  Durchscbniltspnnctc  je  zweier  der  drei  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten der  beiden  gegebenen  Parabeln  gehende , nnd  durch  diese  drei  Puncte  vollkom- 
men bestimmte  Kreis  geht  durch  den  Brcnnpnnct  jeder  der  beiden  Parabeln.  Wenn  wir, 
um  dicss  zn  zeigen,  den  Brcnnpunct  einer  derselben,  etwa  der  ersten,  zom  Anfangs- 
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puncte  rechtwinkliger  Coordinatcn  nehmen,  so  erhalten  wir  (476): 

E - o,  C = F; 

and  hiernach  fallt  aas  der  GIcichnng  (5),  die  den  in  Rede  stehenden  Kreis  darstcllt,  das 
von  y nnd  x unabhängige  Glied  ans,  ond  der  bezügliche  Kreis  geht  also  durch  den  An- 
fangspanet der  Coordinatcn.  Hiernach  ergibt  sich  folgender  bekannter  Satz  (341): 

, Die  Brennpuncte  aller  derjenigen  Parabeln,  welche  die  drei  Seiten  eines  gegebe- 
nen Dreiecks  berühren,  liegen  auf  dem  Umfange  eines  Kreises,  der  durch  die  drei 
Winkclpuncte  des  Dreiecks  geht.  *) 

Zugleich  erhält  man  hier  folgenden  Satz: 

Wenn  irgend  ein  Dreieck  gegeben  ist  und  man  legt  von  irgend  einem  Puncte  des 
Umfanges  des  diesem  Dreiecke  umschriebenen  Kreises  Tangenten  - Paare  an  solihe  Pa- 
rabeln , welche  die  drei  Seilen  des  gegebenen  Dreiecks  berühren , so  bilden  je  zwei 
solcher  Tangenten- Paare  mit  einander  gleiche  Winkel. 

Wenn  wir  berücksichtigen,  dass  mit  den  Parabeln,  welche  die  drei  Seiten  des  ge- 
gebenen Dreiecks  berühren,  auch  drei  Systeme  homologer  Panctc,  deren  einer  anendlich 
weit  liegt,  zasammengehören , nnd  den  letzten  Satz  auf  zwei  jener  drei  Systeme  anwen- 
den, so  begegnen  wir  dem  bekannten  Satze,  „dass  Peripherie- Winkel,  die  auf  demsel- 
ben Sogen  stehen,  einander  gleich  sind.“ 

Aas  der  Zusammenstellung  einer  Parabel  mit  einem  der  drei  Systeme  homologer 
Ponctc  ergibt  sich  eine  Construction  beliebig  vieler  Tangenten  einer  Parabel,  wenn  vier 
Tangenten  derselben  gegeben  sind. 


, 5-  9- 

Verbindung  der  Gleichungen  zweier  Oerter  »weiter  Classe  zu  der  Gleichung 
irgend  eines  neuen  Ortes  derselben  Classe.  Theorie  der  Transversalen. 

6ät.  Wenn  irgend  zwei  gegebene  Oerter  zweiter  Classe  durch  folgende  beiden  Glei- 
chungen dargestellt  werden: 

A w*+2B  tw+C  v’-wD  ow+sE  uv+F  uj  = o,  , 

A'wM-2B'vw+(Tv,+2D'üw+2E'ov-t-F'u1  = 0,  1 

so  erhalten  wir  für  die  allgemeine  Gleichung  aller  derjenigen  Oerter  derselben  Classe, 
welche  mit  den  beiden  gegebenen  dieselben  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  haben, 
folgende : 

(A-t-/iA’)wI-^2(B4-/iB')vw+{C-^•^^C')T,+2(D+KD')ow:^-2(£+/uE■)uv+(F+/lF’)u,  «=  o.  (1) 


*)  7.U  demselben  Resultate  kommen  wir  such,  nach  der  538.  Nummer,  wenn  wir  »wischen  den 
beiden  Gleichungen  der  480.  Nummer. 

2BE— D(C — F) 

1 = ZCB’+D1)  ’ 

2DE-t-B(C — F) 

* “ 2(B,+UJ>  ’ 

B oder  D eliminiren.  . 
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Wenn  also: 

A“w1-f7B"vwC-4-’V-H7D"irw+2E’'av+F'n5  = o,  (3) 
die  Gleichung  irgend  eines  solchen  Orte»  ist,  so  ergeben  »ich,  hei  gehöriger  Beitimmong 
de»  anbestimmten  Cocffkientcn  fi,  folgende  Gleichungen : , 


B+«B  = 
Ä+A/t 
C+yC  = 
A+/<.V 
U+nD' 
A+fiA'  ” 
E+11E' 
Ä+/J.V  “ 
. F+j uF  _ 

A+ftA' 

aus  denen  sich  noch  10  andere  herleitcn  lassen, 
dividiren. 


B” 

Ä*‘ 

C" 

Ä*’ 

D* 

A" 

Er 

ff’ 

F* 

A'” 

indem  wir  je  zwei  derselben  in  einander 


672.  Ans  dem  blossen  Anblick  der  15  Gleichungen,  die  anf  diese  Weise  sich  erge- 
hen, lassen  sich  eine  Reihe  von  Sätzen  herleitcn.  Wir  wollen  zuerst  einige  dieser  Glei- 
chungen, einzeln  für  sich,  betrachten. 

Jede  der  beiden  Gleichnngcn: 

B+^B'  B"  D+i«D'  D" 

K+fZ:  “ X"  S+fIA  “ A"’ 

gibt  folgenden  bekannten  Satz: 

Die  Mittelpuncte  aller  Oerter  zweiter  Classe,  welche  vier  gegebene  gerade  Linien 
berühren,  insbesondere  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  der , von  diesen  geraden  Li- 
nien gebildeten,  vollständigen  vierseitigen  Figur,  liegen  in  gerader  Linie. 

Wenn  wir  nemlich  die  erste  oder  zweite  Coordinaten  • Axc  durch  die  Mittclpnncte 
der  beiden  Carvcn  (1}  legen,  so  ist 

D = D’  = o,  B *=  B = o, 

und  mithin  auch 


D"  <=  o,  B"  *=  o. 

673.  Auf  gleiche  Weise  gibt  die  Glcichnng: 

E+/<E'  __  E,f 
Ä+JcS7  ~ A"’ 


(«) 


folgenden  Satz  (469): 

fVenn  man  von  irgend  einem  Puncte  aus  an  jeden  von  drei,  demselben  Viereck 
eingeschriebenen,  Oerter  zweiter  Classe  zwei  Tangenten  legt,  so  bilden  diese  drei 
Tangenten  - Paare  eine  Involution  von  sechs  geraden  Linien.  *) 


*}  I.  Solche  Systeme  von  sechs  geraden  Linien  nnd  von  sechs  Fanden,  die  Involutionen  bilden, 
verdienen  ganz  die  besondere  Aufmerksamkeit,  welche  einige  Geometer  denselben  geschenkt 
haben.  Ich  erlaube  mir  hier  einige  Bemerkungen  über  die  Art,  wie  man  bei  der  Betrach- 
tung derselben  verfahren  kann. 


Digitized  by  Google 


Oerter  zweiter  Classc. 


185 

Dieser  SaU  enthält  als  besondem  Fall  den  bereits  schon  in  der  440.  Nummer 
hcrgclciteten  Satz  von  einer  vollständigen  vierseitigen  Figur.  Wenn  wir  eine  Corve  mit 
zwei  Puncten  - Systemen  zasammenstellen,  so  erhalten  wir  einen  Satz  vom  umschriebenen 
"Viereck  und  nach  diesem  Satze  können  wir,  wenn  fünf  Tangenten  einer  Carve  zweiter 

Die  nachstehenden  Definitionen  scheinen  mir  die  zweckmässigsten  t 

Drei  l*aare  von  geraden  IJnien , vpn  denen  jede e mit  zwei  gegebenen  geraden  Linien 
vier  f/armonicalen  bildet , bilden  unter  »ich  eine  Involution  von  sechs  geraden  Linien. 

Drei  Paare  von  Puncten , von  denen  jedes  mit  zwei  gegebenen  Puncten  vier  harmoni- 
sche Theibmgspuncte  bildet , bilden  unter  eich  eine  Involution  von  sechs  Parteien. 

Es  folgt  unmittelbar  ans  den  vorstehenden  Definitionen,  dass  jede  Transversale  eine  In- 
volution von  sechs  geraden  Liuien  in  solchen  Puncten  schneidet,  die  eine  Involution  von 
sechs  Puncten  bilden,  und,  andererseits,  dass  man  eine  Involution  von  sechs  geraden  Li- 
nien erhält,  wenn  man,  von  einem  beliebigen  Puncte  aus,  sechs  gerade  Linien  nach  einer 
Involution  von  sechs  Puncten  zieht.  Zugleich  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  wir  eine  Involution 
von  sechs  Puncten  oder  von  sechs  geraden  Linien  projicircn,  gleichviel  ob  orthographisch 
oder  perspectiv isch,  wir  in  der  J*rojeclioü  wiederum  eine  Involution  von  sechs  Puncten  oder 
von  sechs  geraden  Linien  erhalten.  L'ud  endlich  ist  klar,  dass,  da  die  Pole  von  vier  Ilar- 
monicalen,  in  Beziehung  auf  irgend  einen  gegebenen  Kegelschnitt,  vier  harmonische  Thei- 
lungspnncte,  und  die  Polaren  von  vier  harmonischen  Tbeilungspunctcn  vier  Ilarmonicaicn 
sind , auch  die  Pole  einer  Involution  von  sechs  geraden  Linien  eine  Involution  von  sechs 
Puncten  und  die  Polaren  einer.  Involution  von  sechs  Puncten  eine  Involution  von  sechs  ge- 
raden Linien  bilden. 

Da  von  vier  harmonischen  Theilun*spuntten  zwei  imaginär  sein  können , so  können 
auch  die  Puncte  einer  Involution,  paarweise  genommen,  imaginär  werden.  Wenn  die  bei- 
den Puncte  eines  Puncten  - Paares  der  Involution  zusammcnfallen , so  geschieht  dies«  in  ei- 
nem derjenigen  beiden  Puncte,  die  mit  jedem  Paare  der  Involution  vier  harmonische  Thei- 
lungspuncte  bilden.  (Auch  diese  beiden  Puncte  können  imaginär  sein).  Mit  diesen  beiden 
Puncten  können  zwei  Puncten -Paare  zusammcnfallen.  Alsdann  erhalten  wir  also,  statt  der 
Involution,  bloss  vier  harmonische  Theilungsponcte. 

Beziehungen,  welche  den  letzten  ganz  analog  siod,  ergeben  sich  für  eine  Involution 
von  sechs  geraden  Liuien.  — 

II.  Nach  der  ersten  Definition  ergibt  sich  sogleich  folgender  Salz: 

IS'enn  eine  Involution  von  sechs  geraden  Linien  gegeben  ist , so  kann  man , im  All- 
gemeinen , eine  Transversale  auf  doppelte  M'eise  so  ziehen , dass  zwischen  je  zivei  Linien - 
Paaren  der  Jnvobition  gleiche  Stücke  derselben  liegen. 

Aus  der  zweiten  Definition  geht  folgender  Satz  hervor  (102): 

IPerin  eine  Involution  von  sechs  Puncten  gegeben  ist , so  schneiden  sich  diejenigen 
drei  Kreise , welche  man  über  den  Abstanden  der  Ihincte  jedes  Paares  dieser  sechs  Puncte, 
als  Durchmesser , beschreiben  kann , in  denselben  leiden  (i reellen  oder  imaginären)  Puncten. 
Diese  Durchschnit tspunde  sind  zwei  solche  Puncte , die  die  Eigenschaften  l/esitzen , dass, 
wenn  man  von  einem  derselben  zwei  gerade  Linien  nach  jedem  Puncten- Paare  der  Invo- 
lution zieht , je  zwei  solcher  drei  Linien - Paare  mit  einander  gleiche  J Pinkel  bilden . 

Es  sind  die  beiden  in  Rede  stehenden  Durchscbnittspuncte  reell  oder  imaginär,  je 
nichdem  diejenigen  beiden  Puncte,  welche  mit  den  beiden  Pnnden  jedes  Paares  der  Invo- 
lution vier  harmonische  Thcilungspuncte  bilden,  umgekehrt,  imaginär  oder  reell  sind.  Die 
gemeinschaftliche  Chorde  jener  drei  Kreise  halbirt  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  letzt- 
genannten beiden  Puncte  verbindet  und  stellt  auf  derselben  senkrecht.  Diese  beiden  Puncte 
selbst  sind  zugeordnete  Pole  in  Beziehung  auf  jeden  der  drei  Kreise  (309);  sic  sind  die 
Chorda! puncte  (363)  je  zweier  derselben. 

Eine  unmittelbare  Anwendung  des  letzten  Satzes  gibt  folgenden  SaU: 

fVenn  drei  Paare  von  Kreisen , die  dieselben  beiden  Mittelpuncte  haben , gegeben  sind, 
so  haben  diejenigen  drei  Kreise , welche  über  den  Abständen  der  Durchschnittspuncte  der  In- 
nern und  der  äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  gegebenen  Kreise  der  drei  Paare, 
als  Durchmesser , beschrieben  werden  können,  eine  gemeinschajtliche  {ideale)  Chorde. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergibt  sich  direct,  wenn  wir  nach  der  Gleichung  (6;  der  186. 
Nummer  die  Gleichungen  zweier  solcher  Kreise  bilden.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich,  indem 

H.  . 2h 
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Ciasse  gegeben  sind,  eine  sechste  Tangente  construiren,  indem  wir  zu  fünf  gegebenen 
geraden  Linien  einer  Involution  die  sechste  bestimmen. 

Alle  Resultate  dieser  Nummer  gelten  auch  für  solche  Parabeln,  welche  die  drei 
Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  berühren. 


wir  b = ß » o und  »+o  = o sehen: 

2^^,»*  =>  — »’} 

mithin  , wenn  wir  abziehen,  und  durch  den  consUmten  Factor  des  ersten  Gliedes  dividireo : 

x = o, 

eine  Gleichung,  die  von  der  Grosse  der  Radien  der  verschiedenen  Kreise  unabhängig  ist. 
Man  kann  diesen  Beweis  auch  als  den  Beweis  des  letzten  Satzes  ansehen. 

Aus  dem  vorletzten  Satze  ergibt  sich  eine  leichte  Constrnction  des  sechsten  Pondes  ei- 
ner Involution,  wenn  fünf  Puncte  derselben  gegeben  sind;  und  hiernach  also  auch  der 
sechsten  geraden  Linie  einer  Involution,  wenn  fünf  gerade  Linien  derselben  gegeben  sind.  — 

III.  Da  die  Summe  der  reciproken  Abstände  zweier  zusammengehöriger  harmonischer  Tbeilungs- 
puncle  von  einem  der  Leiden  übrigen  Tbcilungspunclc  dem  doppelten  reciproken  Abstande 
der  beiden  letztgenannten  Puncle  von  einander  gleich  ist,  (Seite  100,  Note)  so  ergibt  sich 
ferner  der  folgende  Satz : 

/ferm  sechs  Puncte  einer  geraden  Linie , die  eine  Involution  bilden,  gegeben  sind, 
so  gibt  es,  im  Allgemeinen,  zwei  solche  Puncte  derselben  geraden  Linie , Jur  deren  jeden 
die  Summe  der  beiden  reciproken  Abstände  von  den  beiden  Puncten  jedes  Paares  der  In- 
volution derselben  Grösse  gleich  ist . 

IV.  Das  Product  der  Abstände  zweier  zusammengehöriger  harmonischer  Tbeilungspuncte  von  der 
Mitte  der  beiden  übrigen  Tbcilungspunclc  ist  gleich  dem  Quadrate  des  nalben  Abstandes 
dieser  letztgenannten  Puncte  von  einander. 

Dieser  Satz  ergibt  sich  sogleich.  Denn  nennt  man  jene  beiden  Abstände  p und  q , und 
diesen  halben  Abstand  b,  so  gibt  die  harmonische  Proportion  > 
b+p  : b— p = b+q  : q— b, 

und  folglich  kommt  i 

....  , . pq  f=  l>*. 

Wenn  die  beiden  ersten  harmonischen  Theilungspunclc  reell  sind , so  ist  auch  b reell; 
wenn  jene  Puncte  imaginär  sind,  nimmt  b die  Form  ßV^—1  an  und  ba  ist  negativ.  Im  er- 
stem Falle  sind  p und  q reell  und  haben  dasselbe  Zeichen,  oder  sind  imaginär;  im  zwei- 
ten Falle  sind  p und  q nothweodig  reell  und  von  entgegengesetztem  Zeichen.  So  lange  nur 
die  beiden  letzten  ’l  heilungspnucte  reell  sind,  sind  auch  p und  q reell. 

Nach  der  zweiten  Definition  ergibt  sich  hiernach  folgender  Salz: 

Wenn  eine  Involution  von  sechs  Puncten  gegeben  ist , so  gibt  es  immer  einen  sieben- 
ten Ihinct  derselben  geratfen  Linie , welcher  die  Eigenschaft  besitzt , dass  das  Product 
der  Abstände  desselben  von  den  beiden  Puncten  jedes  Paares  der  Involution  ein  und  der- 
sell»en  Grösse  gleich  ist. 

Diesen  siebenten  Punrt  kann  man  den  Mitte  Ipnnct  der  Involution  nennen. 
Wenn  ein  Punct  einer  Involution  unendlich  weit  liegt,  so  ist  der  zugehörige  Punct  der 
Mitlcipunrt  derselben. 

V.  Wenn  man  einen  der  Scheitelwinkel  (=  2#),  welche  zwei  gegebene  gerade  Linien  mit  ein- 
ander bilden,  durch  eine  gerade  Linie  halbirt*  und  irgend  zwei  andere  gerade  Linien  zieht, 
welche  als  Marmonicalen  zu  den  beiden  gegebenen  gehören,  und  mit  det*  Ualbirungs  - Linie 
Winkel  bilden,  die  man  q und  | nennt,  so  ist: 

tangij  . tang'i,  a iang*9. 

Es  folgt  dieser  Salz  unmittelbar  aus  dem  letzten  Satze  von  vier  harmonischen  Theilungs- 
ptrnclcn , wenn  man  eine  Transversale  zieht,  die  auf  jener  flalbirungs- Linie  senkrecht 
steht,  mul  die  Durchschnitte  derselben  mit  den  vier  llarnionicalen  betrachtet.  Hiernach  gibt 
die  erste  Definition  folgenden  Satz: 


Digitized  by  Google 


Wenn 
Leo,  and 

setzen , so 
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wir  annchmen,  dass  die  beiden  gegebenen  Curren  einen  Mittclponct  ha- 

B * B'  = o,  D = D'  = o 

bähen  alle  in  Rede  stehenden  Curven  denselben  MiUelpnnct  und  sind 


VI, 


Wenn  eine  Involution  von  sechs  geraden  Linien  gegeben  ist , so  gibt  es  immer  zwei 
auf  einander  senkrecht  stehende  gerade  Linien , deren  Jede  die  Eigenschaft  besitzt , dass, 
wenn  man  die  Winkel , welche  die  drei  JUnien  - Paare  der  Involution  mit  derselben  bilden , 
rj  und  l*f  t{  und  rj * und  nennt: 

tangr^angl  =*  tangftang^  <=  tangfiang'^ . 

Diese  beiden  geraden  Linien  kann  man  die  A x e n der  gegebenen  Involution  von  sechs 
geraden  Linien  nennen.  Die  beiden  A*eu  bilden  mit  je  zwei  Linien -Paaren  der  Involution 
eine  neue  Involution. 

Die  letzte  Gleicbnng  gibt,  in  Uebereinslimtnung  mit  II.,  insbesondere  auch  folgen- 
den Satz : 

Die  Schenkel  dreier  rechter  Winkel , die  einen  gemeinschaftlichen  Scheitel punct  haben , 
bilden  eine  Involution  von  sechs  geraden  JJnien,  — 

, Wenn  die  beiden  Gleichungen 

w-f-bu  = O,  W bu  SS  o, 

irgend  zwei  Pnncte  darstellen,  die  auf  der  zweiten  Axe  zu  beiden  Seiten  des  Anfangspondes 
gleich  weit  von  demselben  entfernt  liegen,  so  stellen  nach  der  410.  Kummer  und  der  zwei- 
ten Definition,  wenn  ft,  ft  und  /t"  irgend  drei  beliebige  Coeßicienten  bedeuten,  folgende 
drei  Gleichungen  - Paare : 

(l-4-u)w+(l — fi)hu  as  o,  (i-f-n')w-f  (1— ,t/)ba  = o,  (l-f-t/')w+(l — ji")bu  = o, 

(1 — n)w+(l-f-/<)bu  s=  o,  (I — /z')w+(l-f./«')bu  =»  o,  (1 — /t")w+(l-f-/Obo  = o, 

eine  Involution  von  sechs  Puncten  dar,  bezogen  auf  ihren  Mittelpunct,  als  Anfangspunct 
der  Coordinaten.  Diese  Gleichungen  zeigen  wiederum,  dass  das  Product  der  Abstände  ei- 
nes beliebigen  Puncten  - Paares  der  Inxotution  vom  Mittelpuncte  derselben  gleich  b7  ist. 
Ferner  erhält  man,  wenn  man  die  drei  Puncten -Paare,  wie  sie  den  vorstehenden  drei 
Gleichungen  - Paaren  entsprechen,  V und  U,  V'  und  IT,  V"  und  C"  nennt: 


V"U 

vir 
v U" 

V'G* 

vir 

vcf 


pr -WO(I-V) 

— f*- ) * 

0*  4-^X1 -M  ) 

<ji +f*Ki-ry 

Q<  -ft') 


(ji+ftXi-ßf) 

und  indem  man  diese  drei  Gleichuugen  in  einander  multiplicirt,  kommt, 
auf  die  Vorzeichen  Rücksicht  nimmt: 

v-u.nr.vir 


U'V.U  V xy 

und  V"  mit  C”  beliebi, 


— t. 


wenn  man  zugleich 


(a) 


Da  man.  V mit  U,  V mit  C* 
aus  der  vorstehenden  Gleichung  noch  folgende  drei: 

vv.rc'xx'  nj.ut'.vv 

i) 


vertauschen  kann,  so  ergeben  sich 


-1, 


iru.v'v.vir  _ 
v'v.nr.uv  ~ 


(b) 


üHD.ü  r.VV  ~ **  Ü‘*V.V'V,,.L(Ü' 

Wenn  wir  nach  einander  die  Gleichung  (a)  in  jede  der  Gleichungen  (b)  dixidiren,  so  ge- 
langen wir  zu  folgenden  drei  Gleichungen:  ■ w 

vvwir  lx"x'v"  vv  Srv  tre.irv  vr.vu  _ ix.t  v 

v vr  .vir  ” uu  xv;  ’ vv".vtj"  ~ inr.irv  * v v .v  v iru.üv*  w 

Die  sieben  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  entsprechen  den  schon  in  der  439.  Nummer  er- 
wähnten, von  II.  Bbianchon  aufgestellten,  Gleichungen.  — 

VII.  Wenn  die  beiden  Gleichungen: 

7 = tanga.xf  y = — tanga.x , ... 

irgend  zwei  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  (von  denen  wir  annehmen,  dass  sie 
rechtwinklige  seien)  gehende  gerade  Linien  darstellen,  welche  zu  beiden  Seiten  der  ersten 
Axe  liegen  und  mit  derselben  gleiche  Winkel  bilden,  so  erhalten,  nach  der  ersten  Defmi- 

2U  * 
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demselben  Parallelogramm  eingeschrieben.  Unter  dieser  Voraussetzung  enthält  die  Glei- 
chung (4)  folgenden  Satz:  (497) 

Alle  Curven  zweiter  Classe,  die  demselben  Parallelogramm  eingeschrieben  sind, 
haben  beide  dieselben  zwei  geraden  Linien  zu  zugeordneten  Durchmessern. 

Diese  beiden  zogeordneten  Durchmesser  sind  offenbar  die  beiden  Diagonalen  des 
Parallelogramms.  Denn  wenn  wir  von  einer  Curve  zu  einem  Systeme  von  zwei  Puncten 
Übergehen , so  fällt  von  irgend  zweien  zugeordneten  Durchmessern  einer  immer  in  die, 
diese  beiden  Punctc  verbindende , gerade  Linie.  Es  folgt  hieraus  ferner  folgender  Salz : 

Von  allen  in  ein  gegebenes  Perallelogramm  beschriebenen  Ellipsen  nähert  sich  die- 
jenige dem  Kreise  am  meisten,  deren  gleiche  zugeordnete  Durchmesser  die  beiden  Dia- 
gonalen des  gegebenen  Parallelogramms  sind  und  deren  Axen  also  die  vbrt  diesen  Dia- 
gonalen gebildeten  Scheitelwinkel  halbiren.  — 

635.  Etwas  allgemeiner,  als  die  Beweisführung  in  den  letzten  beiden  Nummern,  ist 
die  nachstehende  Bctrachungswcisc : 

Die  Gleichung 

B+uB  B" 

JÄ&  = 

die  wir  beispielsweise  nehmen  wollen,  rcducirt  sich,  wenn  wir 

B B- 

• A “ A’ 

setzen,  auf  folgende: 

B B IT 

A ~ K ° A"‘ 

Wir  kommen  also  zu  folgendem  allgemeinem  Resulsate: 

Wenn  in  der  Gleichung  einer  gegebenen  Curve  zweiter  Classe  der  Quotient  irgend 
zweier  Coejficicnlen  gleich  ist  dem  Quotienten  der  entsprechenden  Coe/jficienten  in  der 
Gleichung  einer  zweiten  solchen  gegebenen  Curve , so  erhält  man  denselben  Quotienten 
auch  dann,  werm  man,  statt  einer  der  beiden  gegebenen  Curven,  irgend  eine  dritte  be- 
trachtet, welche  mit  diesen  dieselben  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  hat. 

Es  ergehen  sich  hier  IS  verschiedene  Fälle,  von  denen  wir  einige  besonders  hervor- 
heben wollen. 


tion  und  nach  IV.,  wenn  p,  p und  p“  beliebig  zu  bestimmende  Coefficienten  sind,  für 
irgend  eine  beliebige  Involution  von  sechs  geraden  Linien , Ov  und  Ou,  Ov'  und  Ou’,  Ov” 
uud  Ou",  dereo  Äsen  die  beiden  Coordinatcu - Axeo  sind,  folgende  Gleichungen: 

= (1— /t)az,  (l-bPJT  — (1— ft')»» , (l+rt  = (1— .“"las, 

(l— p)r  — (1-H0ax,  _ (1  —p')r  = (H-/s)»i,  (X—p'jj  ~ (l-fvOa*.  ■ 

Hiernach  erhält  man,  nach  leichten  Reductionen : 

. tangy'o u __  (p+pKl—pp") 
tangr1' Ou  “ (fd+pM—pp*)' 

(p‘-rp):i-pp) 


Umgv'Qu" 
. lang*  Ou 
taug?  Ou 

tangv  Ou7 


0*  +/0(i— w > 


(ff+fiyi—pp) 

nnd,  indem  man  diese  drei  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt,  kommt: 

tangfr'Qn  tangv'Ou ’.tan§\  Ou'  ^ 

tangn  'OvJangtiQx"jaiigaQv 

Aus  dieser  Gleichung  ergehen  sich  unmittelbar  noch  sechs  andere,  die 
(b)  und  (c)  entsprechen«  — 


(d) 

den  Gleichungen 
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076.  Aas  jeder  von  folgenden  drei  Gleichungen: 

B-t-«B'  B”  D+/iD"  D"  . D+/iD" 

Ä+M'  “ Ä"’  A+/<A"  = A’’  B+3? 

ergibt  sich  hiernach  der  Satz  der  633.  Nummer. 

Auf  ähnliche  Weise  folgt  ans  jeder  von  folgenden  sechs  Gleichungen: 


D 

~ ff” 


C+nC  | 

C" 

K+11 E’ 

E 

£+^E'  E" 

B+juB’ 

B”’ 

“ B’’ 

G+/iC*  C ' * 

E+jiiE' 

E” 

F+,<F* 

F’ 

F+«F’  F'* 

ffi^ff“ 

fr’ 

D+,<ff 

“ ff” 

E+pE'  “ E77’ 

« 


nachstehender  bekannter  Satz:  (535) 

Der  geometrische  Ort  ßlr  die  Pole  einer  beliebigen  Transversalen , in  Beziehung 
auf  alle  Ellipsen  oder  Hyperbeln , welche  demselben  Viereck  eingeschrieben  sind,  oder 
in  Beziehung  auf  alle  Parabeln,  welche  die  drei  Seiten  desselben  Dreiecks  berühren, 
ist  eine  gerade  Linie. 

Ans  diesem  Satze  folgt  der  zn  Anfang  dieser  Nummer  angezogene  (durch  Gränz- Be- 
trachtungen in  der  Constrnction)  indem  man  die  beliebig*  Transversale  sich  unendlich 
weit  entfernt  denkt.  In  der  analytischen  Entwicklung  vertauschen  sich,  beim  Ucbcrgang 
von  einem  Satze  zum  andern,  bloss  die  zusammen  zu  stellenden  Cocflicienten  der  allge- 
meinen Gleichung. 

Wenn  man,  statt  drei  Cnrven,  die  drei  Paare  gegenüberslehendcr  Winkclptmctc  ei- 
ner vollständigen  vierseitigen  Figur  znsammenstcllt , so  erhält  man  den  Satz  der  435. 
Nummer  (536).  Die  in  diesem  Satze  bestimmte  gerade  Linie  gehl  also  durch  den  Pol 
der  beliebigen  Transversalen,  in  Beziehung  auf  jede  der  vierseitigen  Figur  eingeschriebene 
Curvc  zweiter  Classe.  Wenn  fünf  gerade  Linien  gegeben  sind,  so  erhält  man 
fünf  gegebene  vierseitige  Figuren  und  mithin  auch,  einer  beliebigen  Transversalen  entspre- 
chend, fünf  gerade  Linien,  welche  durch  ein  und  denselben  Punct  gehen,  durch  den 
Pol  dieser  Transversalen,  in  Beziehnng  auf  diejenige  Curve  zweiter  Classe,  welche  von 
den  fünf  gegebenen  geraden  Linien  berührt  wird.  Diesen  Pol  können  wir  also,  ohne 
dass  die  Curve  selbst  gegeben  ist,  durch  den  Durchschnitt  irgend  zweier  von  jenen  fünf 
durch  denselben  Punct  gebenden  geraden  Linien  construircn. 

627.  Den  Satz  der  634.  Nummer  erhalten  wir  unmittelbar  ans  folgenden  beiden  Glei- 
chungen, welche  schon  nntcr  den  Gleichungen  (5)  Vorkommen: 

E+jrE’  E*  E+/uE'  E" 

15  ' Fi w " F'  w 


C-t-juC 

und  ferner  auch  ans  folgender: 


F+^F 


F" 

fr* 


M 


C+|iiC' 

Wenn  wir  nemlich,  was  die  letzte  Gleichung  anbetrifft , vom  Anfangspunctc  der  Coor- 
dinaten,  für  den  wir  [jeden  beliebigen  Punct  nehmen  können,  zwei  Tangenten  an  jede 
der  beiden  gegebenen  Curvcn  legen,  ferner  der  zweiten  Azc,  der  wir  eine  beliebige 
Kichlung  geben  können,  irgend  eine  gerade  Linie  parallel  ziehen,  die  den  an  die  erste 
Curve  gelegten  Tangenten  in  den  beiden  Punctcn  u und  v,  nnd  den  an  die  zweite  Curvc 
gelegten  Tangenten  in  u und  v'  begegnet,  und  dann  die  erste  Are  durch  einen  solchen 
Punct  P dieser  geraden  Linie  legen,  der  dadurch,  und  zwar  auf  einzige  Weise,  bestimmt 
ist,  dass 
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. PuPv  = Pu'.Pv', 

so  ist  offenbar: 

F F 

C “ c* 

und  also  nach  (7) : 

P P p 

C = ü “ C’ 

and  mitbin  ancb : '/ 

Pu.Pv  =»  Pn'.Pv’  = Pu'Pv-,  (») 

wenn  wir  die  entsprechenden  Darcbscbnitte  der  durch  den  Anfangspunct  an  die  dritte  Curve 
gelegten  Tangenten  u”  ond  v"  nennen.  Es  führt  also  die  Gleichung  (7)  wieder  zu  dein  Satze 
der  624.  Nummer,  indem  wir  die  in  der  Note  zu  dieser  Nummer  unter  Y.  entwickelte  Eigen- 
schaft einer  Involution  von  sechs  geraden  Linien  berücksichtigen.  Ein  besonderer  Fall 
ist  derjenige,  wo,  bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinatcn - Axen : 

FFF" 

C “ ü “ C*  “ . 

Diess  führt  zu  Resultaten,  bei  denen  wir  später  ausführlicher  verweilen  werden. 

628.  Der  Satz  der  624.  Nummer,  nnd  namentlich  die  Umschreibung  desselben  in  der 
Gleichung  (8)  der  vorigen  Nummer,  besteht  auch  dann  noch,  wenn  wir  annehmen,  dass 
alle  Tangenten,  statt  durch  denselben  Punct  zn  geben,  unter  einander  parallel  sind.  Es 
folgt  diese  einerseits  aus  Gränz -Betrachtungen  in  der  Construction,  ond  andrerseits,  wenn 
wir  eine  der  beiden  Gleichungen: 

C+zrC  C"  F+^F  F 

A+«A'  ° Ä"  ’ A+/uA'  “ A"’ 


behandeln,  wie  in  der  vorigen  Nummer  die  Gleichung  (7). 

Die  Discussion  des  in  Rede  stehenden  Falles  führt  zu  mehrern  spcciellen  Sätzen, 
17.  von  denen  wir  einige  hervorheben  wollen.  Wir  wollen  zu  diesem  Ende,  wie  in  der  17. 
Figur,  eine  Curve  mit  zwei  Puncten-Paaron,  A und  C,  B und  D,  znsammcnsteilen, 
und  eine  beliebige  Transversale  MN  betrachten,  welche  von  den  sechs  Parallelen  in  den 
Puncten  n nnd  v,  n und  v’,  u"  nnd  v"  geschnitten  werde.  Es  ist  alsdann,  nach  der 
Gleichung  (a)  der  Note  zur  624.  Nummer: 

. Y'ü  TU  UV 


und  hieraus  folgt: 


' vir  " vu"  ■ uv  * 

VU  HB  EC 

VIT-  “ HX  ’ ED  • 


Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  ist  das  Verhältnis  der  beiden  Yierecksseilcn  BC  und 
AD , wenn  man  dieselben  auf  die  Transversale  MN  nach  der  Richtung  der  parallelen 
Tangenten  EG  und  FH  projicirt;  er  ist  also  das  Verhältnis  dieser  Seiten  seihst,  wenn 
dieselben  parallel  sind. 

Die  zweite  der  Glcichnngcn  (c)  gibt: 

FD  HB  GB  EU 
Fü-  HA  “ GÄ  - Eü- 

Wenn  die  gegebene  Curve  eine  Parabel  ist,  so  liegt  eine  der  beiden  parallelen  Tan- 
genten, etwa  FH,  unendlich  weit.  Alsdann  ist,  nach  der  Note  zur  624.  Nummer  (IV), 
L"  der  Mittclpunct  der  Involution  nnd  also: 

UUUV  = UTT.UV: 
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Die  Producte  der  Abstände  je  zweier  gegenüberliegender  Winkelpuncte  einer  belie- 
bigen, um  eine  gegebene  Parabel  beschriebenen , vierseitigen  Figur  von  einer  beliebigen 
festen  Tangente  sind  einander  gleich . 

Indem  man  einer  Seite  des  umschriebenen  Vierecks  andere  Lagen  gibt,  und  die  drei 
übrigen  Seiten  unverändert  lässt,  ergibt  sieb  sogleich  folgender  Satz: 

Das  Verhältnsss  der  Abstände  der  beiden  Durchschnittspuncte  einer  beweglichen 
Tangente  mit  zwei  festen  Tangenten  einer  gegebenen  Parabel  von  einer  dritten  festen 
Tangente  ist  constant. 

Hiernach  lassen  sich  leicht,  wenn  vier  Tangenten  einer  Parabel  gegeben  sind,  belie- 
big viele  Tangenten  derselben  bestimmen.  — „ 

639.  Man  sieht  auf  den  ersten  Blick,  wie  alle  die  vorstehenden  Resnltatc  enter  ein- 
ander in  der  genauesten  Beziehung  stehen,  und  alle  auf  eine  einfache  Weise  aus  einem 
derselben,  dem  Satze  der  624.  Nummer,  werden  hervorgehen  müssen. 

Zu  denselben  Resultaten  kommen  wir  auch  noch  durch  Elimination  von  p.  Wenn 
wir  z.  B.  A ■*  A’  =■  A”  «=>  t setzen,  und  dann  zwischen  den  beiden  Gleichungen: 
B+imB'  D+#<D'  _ n>, 

' l+p  = “ ’ 1+/*  * 

H climiniren,  so  kommt: 

B"(D— DH-B(D— D"H-B(D ’-D)  = o. 

Diese  Gleichung  ist,  in  Beziehung  auf  B"  und  D",  vom  ersten  Grade  und  stellt  also, 
wenn  wir  diese  Grössen  als  veränderlich,  als  x und  y,  betrachten,  eine  gerade  Linie 
dar  und  diese  gerade  Linie  geht  durch  die  beiden  Puucte  (D',  B ) und  (D,  B).  Auf 
diese  Weise  erhalten  wir  also  den  Satz  der  623.  Nummer. 

In  die  übrigen  analogen  Entwicklungen  gehen  wir  hier  nicht  ein,  sondern  tbun  gleich 
einen  Schritt  weiter. 


630.  Wenn  in  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  (2),  welche  ans  der  Ver- 
bindung dt»  beiden  Gleichungen  zweier  gegebener  Oerter  zweiter  Classe  (1)  hervorgeht, 
zwischen  zweien  Quotienten  irgend  zweier  CocfEcicntcn  -Paare  irgend  eine  Bedingungs- 
Gleichung  gegeben  ist,  so  haben  diese  beiden  Quotienten  bestimmte,  zusammengehörige 
Worthe. . Die  Anzahl  dieser  Werlhe  ist  im  ADgemcinen  gleich  dem  Grade  der  Bedin- 
gungs-Gleichung, oder  doppelt  so  gross. 

Diese  Behauptungen  ergeben  sich  unmittelbar.  So  haben  wir  zum  Beispiel: 

B+/<B’  B'  D+/<D'  D’ 

Ä+M1  “ A"*  A+M'  ” A"’ 

und  wenn  wir  za  diesen  beiden  Gleichungen  noch  irgend  eine  Bcdingungs  - Gleichung, 


B”  [)u 

von  irgend  einem  n.  Grade,  in  Beziehung  auf  — und  -y,  die  wir  allgemein  durch 


bezeichnen  wollen,  hinzufiigen,  so  sind  und  vollkommen  bestimmt,  und  zwar 
erhalten  wir  für  diese  beiden  Grössen  im  Allgemeinen  n Paare  von  Worlhen.  Es 
sind  dicss  die  Coordinatcn- Werthc  der  Durchschnittspuncte  derjenigen  geraden  Linie, 
welche  der  geometrische  Ort  für  die  Mittclpunctc  aller  derjenigen  Oerter  zweiter  Classe 
ist,  die  mit  den  beiden  gegebenen  (1)  dieselben  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben, 
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D"  ß"  , . 

mit  der  durch  (9)  (wenn  wir  -p-,  und  als  veränderlich,  als  y nnd  x,  betrachten)  dar- 

gestellten  Corve  n.  Ordnang.  Ganz  analoge  Fälle  ergeben  sich  offenbar 

*#*  = 20. 

1.2.3 

Wir  haben  ferner  auch: 

B-HiB'  B”  F+/.F  F" 

X+/IX'  “ Ä1"  D+/iL>'  “ B71’ 

nnd  wenn  wir  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  fi  eliininiren,  so  kommt: 

• (DA— DA')®* . p..+<A'F_AF)®.-KDBD,-'B)^;+(rB-FB')  = o, 

eine  Gleichung,  die  nicht  mehr,  wie  in  den  vorigen  20  Fällen,  sich,  in  Beziehung  auf 
die  Quotienten  und  jp,  auf  den  ersten  Grad  rcducirt.  Wenn  also  zwischen  densel- 
ben beiden  Quotienten  noch  eine  Bedingungs  - Gleichung  irgend  eines  n.  Grades  gegeben 
ist,  so  erhalten  wir  für  diese  Quotienten  eine  2 n fache  Bestimmung.  Es  ist  gut,  zu  be- 
merken, dass  in  dem  vorliegenden  Falle  eine  Bedingungs - Gleichung  des  m.  Grades,  in 
Beziehung  anf  nnd  des  m'.  Grades,  in  Beziehung  auf  -ttt,  bis  zom  (m+m').  Grade,  in 

O ^ ß1'  ß"  ^ U 

Beziehung  (etwa)  auf  , pr.  nnd  , ansteigt. 

Aul  ähnliche  Weise  ergibt  sich,  dass,  wenn  zwischen  drei,  vier  oder  fünf  Quo- 
tienten beliebiger  Coeffientcn-Paarc  der  allgemeinen  rcsultircndcn  Gleichung  (2)  eine  ge- 
gebene Bedingungs  - Gleichung  Statt  findet,  diese  drei,  vier  oder  fünf  Quotienten  voll- 
kommen bestimmt  sind.  Die  Zahl  der  möglichen  verschiedenen  Bestimmungen  ist,  wenn 
ein  and  derselbe  Cocfficient  als  Nenner  in  allen  Qnoticnten  vorkommt  (ein  Fall,  auf  den 
wir  uns  hier  beschränken  wollen)  gleich  dem  Grade  der  gegebenen  Bcdingnngs-Glcichung. 
Es  ist  znm  Beispiel: 

, _ , 4[(AT-R"1)'),-(A'C"-B',)(A,F-D',)]jI»>J 

n&  n ~ i(A',C’-B,,)+3(AE  -B"ü'>aJ+{A',F  D'3))3’ 

Bcdingnngs-Glcichung  des  vierten  Grades  (etwa)  zwischen  den  fünf  Cocfficicnteti 


j,,  nnd  -y . Es  gibt  daher  im  Allgemeinen  (490)  vier  verschiedene  Hyper- 


cine 
B C' 

A"  * A"  ’ 5"  ..  . 

beln,  deren  Asymptoten  einen  gegebenen  W inkel  17  mit  einander  bilden  nnd  mit  zwei 
gegebenen  Cnrvcn  zweiter  Ciasse  dieselben  vier  (reellen  oder  imaginären)  gemeinschaftli- 
chen Tangenten  haben,  das  heisst,  demselben  Viereck  eingeschrieben  sind.  Es  gibt  aber 
insbesondere  nur  zwei  gleichseitige  Hyperbeln , die  vier  gegebene  gerade  Linien  berühren, 
weil  die  vorstehende  Bedingungs  - Gleichung  für  diesen  Fall  auf  folgende  sich  rcducirt: 
(A"C'— B"J)-+-2(A"E"— B”D")cos&-i-(A"F'— D”3)  = o. 

Diese  Gleichung  rcducirt  sich  wiederum,  wenn  wir  B"  = D = o setzen,  auf  folgende: 

C"*t-2E"cos3-t-F''  = o, 

E"  F" 

auf  eine  Gleichung  des  ersten  Grades  in  Beziehung  auf  die  beiden  Quotienten  ^..  und 
Es  gibt  also  nnr  eine  einzige  gleichseitige  Hyperbel,  welche  die  vier  Seiten  eines 
Parallelogramms  berührt. 

Um  noch  ein  Beispiel  zn  haben,  wollen  wir  folgende  Bedingungs  - Gleichnng  nehmen: 

E'»-C'F  D 
«r+F")3  = B *=’ 
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welche,  hei  der  "Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten -Axen , ausdrikkt,  dass  der 
durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  gehende  Durchmesser  der  resnhirenden  Curvc 
mit  der  ersten  Coordinaten  - Axc  einen  Winkel  bildet,  der  demjenigen  gleich  ist,  wel- 
chen die  durch  den  Anfangspunct  gehenden  Tangenten  der  Cara-e  mit  einander  bilden. 
Da  diese  Bcdingnngs- Gleichung  bis  rum  vierten  Grade  steigt,  so  gibt  es  im  Allgemeinen 
vier  Corven,  welche,  von  einem  gegebenen  Pnnctc  ans,  nnter  einem  Winkel  gesehen 
werden,  der  demjenigen  gleich  ist,  welchen  der  durch  den  gegebenen  Punct  gehende 
Dracbmcsscr  der  Curvc  mit  einer  gegebenen  geraden  Linie  bildet 

Auf  ähnliche  Weise  ergibt  sich  (490),  dass  es  im  Allgemeinen  sechs  Cnrvcn  zweiter 
Classe  gibt,  die  von  einem  gegebenen  Punctc  aus  unter  einem  solchen  Winkel  gesehen 
werden,  der  dem  Asymptoten  - Winkel  der  Curvc  oder  dessen  Nebenwinkel  gleich  ist 

Ö3I.  Wenn  wir  anf  das  zu  Anfänge  ^der  vorigen  Nummer  angeführte  Beispiel  noch- 
mals zmiickblickcn,  so  finden  wir,  dass  und  unabhängig  sind  von  den  Coefficicn- 
ten  C,  E,  F und  C',  E‘,  F‘  der  beiden  Gleichungen  (1).  Statt  der  durch  diese  beiden 
Gleichungen  dargcstcllten  Curven  hätten  wir  also  auch  irgend  zwei  andere  Curven  neh- 
men künnen , in  deren  Gleichungen  die  entsprechenden  sechs  Cocfficicnten  beliebige  an- 
dere Werthc  haben.  Indem  wir  diese  Bemerkung  auf  alle  Fälle  ausdehnen,  erhalten  wir 
folgenden  Satz: 

Wenn  zwischen  zwei , drei  oder  vier  Quotienten  beliebiger  CocQicientcn  der  rcsuL 
tirenden  Gleichung  (2)  eine  gegebene  Bedingungs  - Gleichung  Statt  findet,  so  bestimmen 
sich  diese  Quotienten  auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  auch  die  Wcrthe  derjenigen  Coejfi- 
cienten  der  beiden  Gleichungen  (1),  welche  den  in  jenen  Quotienten  nicht  vorkommenden 
Coejficienleu  der  resullirenden  Gleichung  (3)  entsprechen , anders  bestimmen  mögen. 

Einzelne  Fälle  dieses  Satzes  wollen  wir  beispielsweise  herrorbeben  und  geometrisch 
deuten. 


632.  Die  beiden  Gleichungen  (t)  stellen,  wenn  wir  in  denselben  nur  die  sechs  Coef. 
ficicntcn  C,  E,  F und  C,  E',  F'  als  gegeben  betrachten,  die  übrigen  sechs  Cocfficicn- 
len  aber  nnbestimmt  lassen,  solche  zwei  beliebige  Oerter  zweiter  Classe  dar,  die  zwei 
Paare  fester,  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  gehender  gerader  Linico  berüh- 
ren. Für  solche  Oerter  zweiter  Classe  künnen  wir  insbesondere  auch  zwei  beliebige  Sy- 
steme von  zwei  Pnnctcn  nehmen,  die  auf  vier  festen,  durch  den  Anfangspunct  gebenden, 
geraden  Linien  liegen.  Die  durch  die  rcsultirendc  Gleichung  (3)  darstellbaren  Curven 
sind  also  solchen  beliebigen  \iercckcn  eingeschrieben,  deren  Winkclpiincle  auf  jenen  vier 
festen  geraden  Linien  sich  befiuden. 

Die  Gleichung 

E">— CF'"  = o 

drückt  aus,  dass  die  bezügliche  Curvc  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  geht,  nnd 
zeigt  zugleich,  dass  es,  im  Allgemeinen,  zwei  Curven  zweiter  Classe  gibt,  die  vier  gege- 
bene gerade  Linien  berühren  und  Ubcrdicss  durch  einen  gegebenen  Punct  gehen.  Hier- 
nach ergibt  sich  folgender  Satz: 

Alle  Curven  zweiter  Classe,  welche  durch  einen  gegebenen  Punct  gehen,  und  sol- 
chen beliebigen  Vierecken  eingeschrieben  sind,  deren  vier  Winkclpuncte  auf  vier  gege- 
benen, durch  den  gegebenen  Punct  gehenden,  geraden  Linien  liegen,  berühren  in  dem 
gegebenen  Puncte  eine  von  zwei  festen  geraden  Linien. 

II  - 25 


Digitized  by  Google 


194 


Zur  Theorie  der 


Bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  - Axen  erhält  man  ohne  Mühe : 

, r-cr 

tätigt  •=  (C'+t"')»'  * 

wenn  ? derjenige  Winkel  ist,  nnter  welchem  die  bcxiigliche  resnltirende  Curvc  vom  An» 
fangspuncte  der  Coordinaten  ans  gesehen  wird.  Es  gibt  also  im  Allgemeinen  zwei  dem- 
selben Viereck  eingeschriebene  Cnrvcn,  welche,  von  einem  gegebenen  Puncte  aus,  nn- 
ter einem  gegebenen  Winkel  gesehen  werden.  Es  gibt  nur  eine  solche  Curvc,  wenn  der 
gegebene  Winkel  ein  rechter  ist,  denn,  wenn  C,  = l/tn,  gibt  die  letzte  Gleichung: 
C-4-F  t=  o.  Hiernach  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Alle  Curven  zweiter  Classe,  welche  von  einem  gegebenen  Puncte  aus  unter  einem 
gegebenen  Vinkel  ( oder  dessen  Nebenwinkel)  gesehen  werden,  und  solchen  beliebigen 
Vierecken  eingeschrieben  sind,  deren  vier  Winkelpuncte  auf  vier  gegebenen,  durch  den 
gegebenen  Punct  gehenden,  geraden  Linien  liegen,  berühren  zwei  feste,  durch  densel- 
ben Punct  gehende,  gerade  Linien. 

Wenn  der  gegebene  Winkel  kein  rechter  ist,  so  erhalten  wir  für  diese  beiden  fe- 
sten geraden  Linien  eine  zwiefache  Bestimmung. 

633.  Bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  ist  der  Ausdrock 

C-+-F'  B"*+D"* 

X*  A"J 


gleich  dem  doppelten  Quadrate  der  Hälfte  einer  der  beiden  gleichen  zugeordneten  Durch- 
messer der,  durch  die  resnltirende  Gleichung  dargcstelltcn,  Curvc  zweiter  Classe  (Ellipse) 
(512).  Wenn  wirf  daher  den  vorstehenden  Aasdruck  einer  gegebenen  Conslantcn  K:  gleich 
setzen,  so  ist  die  Grösse  der  gleichen  zugeordneten  Durchmesser  der  durch  die  rcsulti- 
rende  Gleichung  dargcstelltcn  Curvc  gcgdaen^  uml  zwar  durch  eine  Gleichung  des  zweiten 
Grades  zwischen  den  vier  CoeflBcicnten  — „ , — . , und  — Die  Bestimmung  dieser  Qno- 


tienten  ist  von  E und  E'  durchaus  unabhängig.  Hiernach  ergibt  sich  folgender  Salz  (534) : 
Wenn  irgend  zwei  Rechtecke  mit  parallelen  Seiten  gegeben  sind  und  man  be- 
schreibt in  jedes  derselben  irgend  eine  beliebige  Curvc  zweiter  Classe,  so  sind  diejeni- 
gen Ellipsen,  welche  mit  solchen  zwei  Curven  zweiter  Classe  dieselben  gemeinschaftli- 
chen Tangenten  haben  und  deren  gleiche  zugeordnctc  Durchmesser,  der  Grösse  noch, 
gegeben  sind,  ade  einem  von  zwei  vollkommen  bestimmten  Rechtecken  eingeschrieben, 
deren  Seiten  den  Seiten  der  beiden  gegebenen  parallel  und  deren  Diagonalen  den , der 
Grosse  nach , gegebenen  gleichen  zugeordneten  Durchmessern  gleich  sind. 

Wenn  wir  KJ  ~ o setzen,  so  sind  alle  resultirende  Curven  gleichseitige  Hyperbeln; 
in  dem  vorstehenden  Satze  ändert  sich  alsdann  weiter  nichts,  als  dass  zwei  Seiten  der 
denselben  umschriebenen  Hcchtcckc  imaginär  werden. 

634.  Wir  haben  (51 1) , um  noch  ein  letztes  Beispiel  zu  betrachten : 


& 


er  d * 

A"  • ST1’ 


wenn  wir  den  Inhajt  der  resoltircnden  Curvc  Iht  nennen,  und  annehmen,  dass  die  bei- 
den gegebenen  Curven  die  erste  Coordinaten  - Aze  im  Anfangspuncte  berühren,  wonach 
F,  E,  F,  E'  = o und  also  auch  F",  E'  = o.  (Vcrgl.  die  653.  Nummer).  Betrachten 
wir  jenen  Inhalt  als  gegeben,  so  ist  die  vorstehende  Gleichung  eine  Bedingungs- Gleichung 
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(T  D" 

des  dritten  Grades  zwischen  den  Leiden  Quotienten  ^ ond  — Die  Bestimmung  dieser 
Quotienten  ist  von  den  Coefiicicnten  B ond  B’  in  den  Leiden  Gleichungen  (l)  unabhän- 
gig. Hiernach  ergibt  sich  auf  dieselbe  Weise,  als  bisher,  folgender  Satz: 

Wenn  zwei  Carlen  zweiter  Classe  eine  gegebene  gerade  Linie  in  einem  gegebenen 
Puncte  berühren , so  gibt  es  ein , beiden  Curvcn  umschriebenes , Dreieck  und  in  dieses 
Dreieck  kann  man  im  Allgemeinen  drei  Curvcn  zweiter  Classe  von  gegebenem  Inhalte 
beschreiben,  welche  die  eine  Seite  desselben,  die  gegebene  gerade  Linie,  in  dem  gege- 
benen Puncte  berühren.  Wenn  man,  statt  jeder  der  beiden  ersten  Curvcn,  irgend  eine 
andere  nimmt,  welche  dieselbe  im  gegebenen  Puncte  oseulirt,  und  mit  ihr  eine  zweite 
gemeinschaftliche  Tangente  hat,  die  der  gegebenen  parallel  ist  (581),  so  erhält  man 
ein  neues  umschriebenes  Dreieck  und  drei  neue  diesem  Dreieck  eingeschriebene  Curvcn 
zweiter  Classe  von  dem  gegebenen  Inhalte.  Auf  diesem  Jf'ege  kommt  man  zu  drei 
Gruppen  sich  osculirendcr  t urven,  welchen  Parallel- Trapezen  eingeschrieben  sind,  de- 
ren beide  parallele  Seiten,  von  welchen  die  eine  überdiess  in  demselben  Puncte  berührt 
wird,  in  dieselben  beiden  geraden  Linien  fallen. 

635.  An  das  Vorstehende  schliesscn  sich  unmittelbar  auch  noch  die  nachstehenden 
Entwicklungen  an. 

Wenn  wir  folgende  lineare  Bedingungs  - Gleichung : 

CV* — aE'Y-f-F"  o,  t (1) 

in  der  z'  irgend  eine  gegebene  Grüssc  bedeutet,  zn  Grunde  legen,  so  gibt  cs  ausser  der 
gegebenen  Grüsse  z noch  eine  zweite  Grüsse  z,  welche,  wenn  wir  und  — als  be- 
kannt anseben,  fßr  i substitnirt,  die  letzte  Gleichung  befriedigt,  und  man  erhält  alsdann: 

E"  ..  „ F*’ 

£3  = l *t*Z  , = Z z . 

Es  ist  durch  die  Gleichung  (1)  eine,  durch  den  Anfangspnnct  gehende,  eine  fünfte,  Tan- 
gente der  resultirenden  Curvc  gegeben  und  aus  der  linearen  Form  der  obigen  Bedin- 
gungs-Gleichung folgt,  dass  cs  nur  eine  einzige  solche  resultirende  Curvc  gibt  Die 
zweite  durch  den  Anfangspnnct  gehende  Tangente,  deren  Richtung  1 entspricht,  ist  eine 
einzige  und  vollkommen  bestimmte. 

Auf  ähnliche  Weise , wie  bisher,  ergibt  sich,  dass  diese  zweite  durch  den  Anfangs- 
punct  der  Coordinatcn  gehende  Tangente  fiir  alle  resultirenden  Cnrven  dieselbe  bleibt, 
wenn  wir  die  beiden  gegebenen  Curven  mit  andern  vertauschen,  welche  dieselben,  durch 
den  Anfangspnnct  gehenden,  geraden  Linien  berühren.  Es  folgt  dieser  Satz  auch  unmit- 
telbar aus  dem  Satze  der  633,  Nummer  und,  umgekehrt,  dieser  Satz  ergibt  sich  sogleich 
aus  jenem. 

Wenn  wir  insbesondere  voraussetzen,  dass  die  rcsaltjrende  Gleichung  ein  System 
von  zwei  Puncten,  (y‘,  x')  und  (y",  x"),  darstcüc,  so  erhält  dieselbe  folgende  Form; 
w,-4-(x-(-x')vw+-x'x"v,-f-(y'-f-y")uw-t-{x'y"-f-i"y')av-4-y'y',uI  =»  o, 

und  man  hat : 

*--£• 

Wenn  wir  ferner  annehmen,  dass  die  erste  gegebene  Cqrve  unveränderlich  dieselbe  bleibt, 
ap  die  Stelle  der  zweiten  aber  wiederum  gehörig  bestimmte  Puncten  - Systeme  treten,  *0 
gelangen  wir  zu  folgendem  Satte  1 

85  * 
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Wenn  irgend  eine  Curve  zweiter  Classe  gegeben  ist,  und  man  beschreibt  um  die- 
selbe beliebige  Vierecke , deren  drei  Winkelpuncte  auf  drei  gegebenen,  durch  einen  ge- 
gebenen Punct  gehenden  geraden  Linien  liegen , so  liegen  die  vierten  Winkelpuncte  auf 
einer  vierten , ebenfalls  durch  den  gegebenen  Punct  gehenden , geraden  Linie.  *) 

Wenn  wir  zwei  solcher  umschriebenen  Vierecke  betrachten,  welche  einen  Winkel- 
pnnct  gemein  haben,  so  folgt  aos  dem  vorstehenden  Satze  nnmittclbar  der  Satz  von 
BlUANCHOS:  „dass  die  drei  Diagonalen  eines  om  eine  Curve  zweiter  Classe  beschriebenen 
Sechsecks  sich  in  demselben  Puncte  schneiden.** 


636.  Wir  wollen  diesen  Paragraphen  mit  einigen  Entwicklungen  beschlossen,  welche 
ans  einer  sehr  einfachen  Schlusswcisc  sich  ergeben  und  zuerst  diese  Schlnsswcise  selbst 
allgemein  anistellcn. 

Wenn  wir  die  Glcichnng  eines  geometrischen  Ortes  zweiter  Classe  zwischen  den 
Coordinaten  n,  v und  w,  der  Kürze  halber,  durch 

U = o (.) 

darstellen  und 

V = o (,) 

eine  solche  Gleichung  zwischen  denselben  veränderlichen  Grossen  bedeutet,  ,in  welcher 
(was  wir  in  Beziehung  auf  das  Folgende  hier  gleich  voraossetzen)  die  CoefEcienten  der 
gegebenen  Gleichung  (1)  nur  auf  lineare  Weise  Vorkommen,  so  können  wir,  wenn  eine 
zweite  Cnrve  zweiter  Classe  durch  die  Gleichung 

11'  = o (3) 

gegeben  ist,  eine  Gleichung 

• V = o (*) 

so  bilden,  dass  in  V'  die  Constantcn  von  U'  gerade  auf  dieselbe  Weise  Vorkommen,  als 
in  V die  Constantcn  von  U.  Die  Gleichungen  (3}  und  (4)  stellen  alsdann  offenbar  zwei 
Curvcn  ein  und  derselben  hcliebigen  Classe  dar,  von  welchen  die  erste  mit  der  ersten  ge- 
gebenen Curve  (l)  in  derselben  geometrischen  Beziehung  steht,  als  die  zweite  mit  der 
zweiten  gegebenen  Curve  (3).  Wenn  irgend  eine  dritte  Curve  zweiter  Classe 

D"  = o (0 

gegeben  ist,  so  entspricht  derselben  eine  neue  Curve: 

. W = o.  (0 

Wenn  wir  nun 


U+iiU'  = U (7) 

setzen,  das  heisst,  wenn  wir  annchmcn,  dass  die  drei  gegebenen  Curven  dieselben  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  haben , oder,  mit  andern  Worten , derselben  vierseitigen 
Figur  eingeschrieben  sind,  so  ergibt  sich  auch,  was  sogleich  in  die  Augen  springt: 

V-f-.uV  = V"; 

das  heisst,  auch  die  drei  Curvcn  (3),  (£1)  nnd  (6)  haben,  paarweise  genommen,  diesel- 
ben gemeinschaftlichen  Tangenten,  deren  Anzahl  nach  der  besondern  Natur  dieser  Cur- 
ven  und  namentlich  nach  dem  Grade  ihrer  Glcichnngen  sich  bestimmt. 


*)  Dieser  Satz  isl  nur  ein  einzelner  und  besonderer  aus  einer  Reibe  von  Sitzen  und  Construc- 
tionen,  über  die  II.  Pomcklet  »ich  iu  den  letzten  Capilrln  seines  öfter  schon  angeführ- 
ten V\erke»  ausführlich  verbreitet.  ( Prop . proj.  Sect.  IV,  Chap.  II.,  III,  p.  290  — 308), 
Dieselben  Resultate  (Hessen  ebenfalls  aus  allgemeinen  und  einfachen  analytischen  Betrachtungs- 
weisen; doch  diese  gehören  nicht  hierher,  weil  sie  sich  an  Gleichungen  von  hohem  Gra- 
den anknüpfeo. 
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Wenn  ferner 

VV  - o (.) 

irgend  eine  Gleichung  zwischen  den  Punct-Coordinatcn  z,  y and  z bedeutet,  deren  Coeffi- 
cientcn  durch  die  Cocfficicntcn  der  gegebenen  Gleichung  (1)  sich  auf  lineare  Weise  aus- 
driieken  lassen,  und 

W = 0,  VV”  es  o (9) 

solche,  in  Beziehung  auf  (3)  nnd  (5),  ähnlich  gebildete  Gleichungen  bedeuten,  und  end- 
lich wiederum  die  Gleichung  (7)  Statt  findet,  so  ergibt  sich 

W+jiW  = W"| 

das  heisst,  wenn  die  drei  gegebenen  Curven  derselben  Tierseitigen  Figur  eingeschrieben 
sind,  so  schneiden  sich  die  drei  Cnrven  (8)  und  (9)  in  denselben  Puncten,  deren  Anzahl 
von  der  Natur  dieser  Currcn  ahhüngt, 

637.  Wir  gehen  znr  Anwendung  des  Vorstehenden  anf  einige  besondere  Fälle  über. 
Wenn  wir  die  Gleichung: 

Aw,-f-,?Bvw-t-Cv,-f-äDuw-f-2EaH-FaJ  = o,  (1) 

za  Grande  legen,  so  erhalten  wir: 

(Aw'-f-Bv'+Du')w-t-{Bw'-f.Cv,-f'Eu')v'KDw-f-Ev'+Fu’)a  »=  o, 
für  die  Gleichung  des  Polcs  irgend  einer  gegebenen  geraden  Linie  (w‘,  y,  u’)  (51,0)  und: 

Aw+Bv+Dn  « o, 

für  die  Gleichung  des  Mittclpnnctcs  der  gegebenen  Cnrre.  Hiernach  gelangen  wir,  da  in 
den  beiden  letzten  Gleichungen  die  Constaulcn  der  Gleichung  (1)  nur  in  der  ersten  Po- 
tenz verkommen,  sogleich  die  Sätze  der  626.  nnd  622.  Nummer,  dass  die  Pole  einer  be- 
liebigen geraden  Lioic,  in  Beziehung  anf  alle  Oerter  zweiter  Classe,  die  derselben  vier- 
seitigen Figur  eingeschrieben  sind , und  insbesondere  auch  alle  Mittclpnnctc  solcher  Cur- 
ven, in  gerader  Linie  liegen.  Und  diese  Sätze  sind  zugleich  auch  für  die  besondem 
Fälle,  dass  die  Seiten  der  vierseitigen  Figur  alle  oder  zum  Thcil  znsamincnfallcn  oder 
imaginär  werden,  bewiesen,  und  auch  für  Puncten- Systeme , die  sich  mit  jenen  Cnrven 
zusammenstcllen. 


638.  Dieselben  Sätze,  Ton  denen  der  letztere  als  besonderer  Fall  .des  erstem  anzti- 
schen  ist,  ergeben  sich  auch  auf  folgende  Weise,  die  in  der  Allgemeinheit  der  Bczcich- 
nungsart  (welche  eine  unmittelbare  Uchertragung  auf  Curven  beliebiger  Classcn  gestattet) 
den  Vorzug  verdient.  Aus  der  Gleichung:  «.  • 

U+/zU'  =1  U", 

folgt  durch  Differentiation: 

dU  dü;  dU' 

cTw^dw  ” dw  * 

worin  der  obige  Satz,  in  Beziehung  auf  die  Mitlclpunclc,  nnd 

dU  dU1  dU”  dU  dir  dU” 

dv"*^*dv  dv  ’ ^ü^dn  a du  ’ 

worin  der  Salz,  in  Beziehung  auf  die  Pole  einer  der  beiden,  beliebig  anzunehmenden, 
Coordinatcn- Axcn , enthalten  ist  Wollen  wir  die  Coordinatcn  - Axcn  als  gegeben 

betrachten,  und  den  Satz  direct,  in  Beziehung  auf  die  Pole  einer  beliebigen  gccadrn  Li- 
nie  (w',  v,  n'),  beweisen,  so  brauchen  wir  nur  folgende  Gleichung  zu  bilden: 
idü  , . dU  . dU  , , . (dU  . . dU’  , . dU-  . I 1 dü". ...  . dU"  . . dU  ■ . ( 


tdU  , dU  -,  dü  ,)  (dU  . . , _ , 
\diV+Jry+^U  +dTT  + diü 


'I 


id^W+dvV+lbQ'(1 
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die  wir  erhalten,  wenn  wir  die  letzten  drei  Gleichungen  addiren,  nachdem  wir  zuvor  die 
erste  mit  w',  die  »weite  mit  V und  die  dritte  mit  u mnltiplicirt  haben. 

F.  19.18.  8*9.  Wenn  wir  wiederum  von  der  Gleichung  (l)  der  637.  Nummer  ausgehen,  so 

stellt,  hei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinatcn- Axen,  nach  der  483.  Nummer 
folgende  Gleichung: 

ACy’+x1)— aDy— 2Bx+(F+C)  ■>  o,  (,) 

den  geometrischen  Ort  derjenigen  Puncte  dar,  von  welchen  aus  die  durch  (1)  dargestollto 
Curvc  zweiter  Classe  unter  rechten  Winkeln  gesehen  wird.  Dieser  Ort  ist  derjenige 
Kreis,  dessen  Mittclpunct  der  Mittelpuncl  der  Curve  ist  und  dessen  Radius  gleich  ist  der 
Quadrat- Wurzel  aus  der  Quadrat-Summe  der  beiden  halben  Axen  der  Curvc,  also  filr 
den  Fall  der  Ellipse,  gleich  derjenigen  Chordc,  welche  die  Endpuncte  der  beiden  Axen 
derselben  verbindet.  Da  in  der  Gleichung  (2)  die  CocfBcientcn  der  Gleichung  (1)  nnr 
aof  lineare  Weise  Vorkommen,  and  zwei  Kreise  sich  im  Allgemeinen  in  zwei  Punctcn 
schneiden,  so  ergibt  sieb  folgender  Satz: 

Alle  Oerter  zweiter  Classe,  welche  einer  gegebenen  vierseitigen  Figur  eingeschrie- 
ben sind,  werden,  im  Allgemeinen , von  zwei  festen  Punctcn  aus,  unter  rechten  Hin- 
keln gesehen. 

Wenn  wir  die  drei  Punctcn  - Systeme , die  zu  diesen  Ocrtcrn  gehören,  betrachten, 
so  folgt: 

Diejenigen  drei  Kreise,  die  man  über  den  drei  Diagonalen  einer  gegebenen  voll- 
ständigen vierseitigen  Figur,  als  Durchmesser,  beschreiben  kann,  gehen  durch  diesel- 
ben beiden  Puncte. 

Hiernach  können  wir  jene  beiden  festen  Puncte,  die  wir  Q nnd  Q'  nennen  wollen, 
leicht  construircn.  Sic  liegen  zu  beiden  Seiten  der  geraden  Linie  (LN),  welche  die  Mit- 
tclpuncte  aller  eingeschriebenen  Currcn  zweiter  Classe  enthält,  gleichwcit  von  ihr  entfernt 
und  auf  einer  solchen  geraden  Linie,  welche  auf  LN  senkrecht  steht.  Wenn  die  drej 
letzthczeichnctcn  Kreise  sich  nicht  in  reellen  Punctcn  schneiden,  so  haben  sic  wenigstens 
eine  reelle  gerade  Linie  zur  (idealen)  gemeinschaftlichen  Chorde. 

Die  Construction  folgender  Aufgabe; 

ln  eine-  gegebene  vierseitige  Figur  eine  Curve  zweiter  Classe  zu  beschreiben,  die 
von  einem  gegebenen  Puncte,  P,  aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  wird, 
kommt,  wenn  wir  zuerst  den  Mittelpunct  der  Curve  bestimmen,  darauf  hinaus,  den 
Mittclpunct  desjenigen  Kreises  zu  finden,  der  durch  den  gegebenen  Punct  P nnd  durch 
die  beiden  festen  Puncte  Q nnd  Q'  geht.  Wir  können  diesen  Mittclpunct  auch  dann  he* 
stimmen,  wenn  die  beiden  Puncte  Q und  Q'  imaginär  werden  (120). 

ln  eine  gegebene  vierseitige  Figur  eine  gleichseitige  Hyperbel  zu  beschreiben. 

Da  für  den  Fall  einer  gleichseitigen  Hyperbel  der  Kreis  (2)  auf  einen  Ponct,  den 
Mittclpunct  derselben,  sich  reducirt,  so  erhalten  wir  die  Mittelpuncte  derjenigen  beiden 
Hyperbeln,  welche,  im  Allgemeinen,  der  Aufgabe  Genüge  leisten,  wenn  wir  die  Chor- 
da!-Puncte  (363,  124)  derjenigen  beiden  Kreise  suchen,  weiche  Uber  irgend  zwei  Diago- 
nalen der  gegebenen  vierseitigen  Figur,  als  Durchmesser,  beschrieben  werden  können. 
Wenn  jene  Hyperbeln  reell  sein  sollen,  so  müssen  die  Dorchschnitupuncte  dieser  bei- 
den Kreise  imaginär  sein. 

64a  Wenn  wir,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  Curven  zweiter  Classe,  die  vier  gege- 
bene gerade  Linien  berühren , dadurch  bestimmen , dass  wir  die  Mittclpunct«  derselben 


Digitized  by  Google 


Ocrtcr  zweiter  Classe. 


199 


construircn,  so  tritt  nns  die  Frage  entgegen , was  für  eine  Art  von  Cnrven  »weiter  Classe 
den  gegebenen  oder  durch  Construction  gefnndenen  Mittelpunctcn  entspricht.  Ich  nehme 
um  so  lieber  Erörterungen  hierüber  mit  einiger  Ausführlichkeit  anf,  als  wir  anch  noch 
in  dem  folgenden  I’aragraphcn  öfter  auf  dieselben  znrnckznkommcn  Veranlassung  finden 
werden. 

In  der  18.  Figur  seien  die  vier  stärker  gesogenen  geraden  Linien  irgend  vier  gege-  Fig,  18. 
bene,  welche  eine  vollständige  vierseitige  Fignr  bilden,  in  der  die  Mitten  der  drei  Dia- 
gonalen M,  M’  und  M"  sind.  Durch  diese  drei  Milten  geht  diejenige  gerade  Linie  LN, 
welche  der  geometrische  Ort  für  die  Mittclpnnctc  derjenigen  Ocrtcr  twcilcr  ('.lasse  ist, 
welche  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  berührt  werden.  Da  keine  dieser  Cnrven, 
so  lange  die  gegebenen  geraden  Linien  reell  bleiben,  imaginär  werden  kann , so  ist  jeder 
Poncl  der  geraden  Linie  LN  nothwendig  der  Miltclpunct  eines  reellen  Ortes  »weiter 
Classe  (nicht  der  reelle  MiUclpunct  einer  imaginären  Corve).  Aber  ist  die  Curve,  die 
einem  beliebig  auf  LN  angenommenen  Punetc  entspricht,  eine  Kllipsc  oder  Hyperbel, 
und  welche  Lage  bat  dieselbe  in  Beziehung  auf  die  vier  gegebenen  geraden  Linien? 

Aus  der  52t.  Nummer  folgt  zunächst,  dass  die  l’oncte  M,  M und  M"  jedesmal  Ue- 
bergänge  von  Ellipsen  zu  Hyperbeln  anzcigen. 

Man  überzeugt  sich  sogleich  aus  dem  Anblick  der  18.  Figur,  dass  vom  Punetc  M", 
der  Milte  der  dritten  Diagonalen,  aus,  nach  N hin,  die  Mittclpnnctc  solcher  Ellipsen 
liegen,  welche  die  beiden  Seiten  FD  und  FE  selbst,  die  beiden  Seiten  AD  und  AE  aber  * 
in  ihren  Verlängerungen  berühren,  und  dass  diese  Ellipsen  sich  einer,  nach  N hin  sich 
öffnenden,  Parabel  immer  mehr  nähern,  je- weiter  der  Miltclpunct  sich  von  M"  entfernt. 
Zwischen  M1*  und  M'  liegen  die  Mittelpuncte  eingeschriebener  Hyperbeln.  Von  M'  bis  M 
erstrecken  sich  die  Mittelpuncte  solcher  Ellipsen,  die  dem  Vierecke  ABFC  (im  engern 
Sinne  des  Wortes)  eingeschrieben  sind.  Von  M nach  L hin  endlich  liegen  wiederum 
die  Mittelpuncte  von  eingeschriebenen  Hyperbeln. 

Wir  wollen  ferner  die  Dnrchschnittspunctc  von  LN  mit  den  vier  gegebenen  geraden 
Linien  durch  G,  II,  I und  K bezeichnen,  und  zunächst  Punetc  von  G aus  nach  L hin 
zu  Mittelpunctcn  nehmen.  Man  sicht  leicht  ein,  dass  alsdann  ein  und  derselbe  Zweig  je- 
der der  bezüglichen  Hyperbeln  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  berührt  wird,  und 
zwar  von  FD  und  FE  selbst,  von  AD  und  AE  in  ihren  Verlängerungen.  Dieser  Zweig 
nähert  sich  der  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  berührten  Parabel  immer  mehr, 
während  der  Miltclpunct,  von  G aus,  immer  weiter  rückt,  und  also  auch  der  andere 
Zweig,  der  innerhalb  des  W'inkcls  RAG  fällt,  sich  immer  weiter  entfernt  Wenn  wir 
den  Miltclpunct  im  I’nnctc  G annehmen,  so  ist  die  eine  gegebene  gerade  Linie  AB 
Asymptote  der  bezüglichen  Hyperbel.  Wenn  der  Mittelpnnct  von  G aus  nach  II  hin 
forlrtickt,  so  berührt  ein  Zweig  der  bezüglichen  Hyperbel  die  drei  gegebenen  geraden  Li- 
nien FE,  FT  und  ES,  ähnlich  wie  eben,  und  der  andere  Zweig  die  vierte  gegebene  ge- 
rade Linie  AU  aof  derselben  Seite,  nach  welcher  hin  der  Punct  II  liegt  Wenn  wir  den 
Mittelpnnct  im  Punetc  H annehmen,  so  ist  AE  Asymptote.  Wenn  der  Mitlclpuuct  zwi- 
schen H und  M fällt,  so  fallen  die  Leiden  Zweige  der  bezüglichen  Hyperbel  in  die  bei- 
den Winkel  RAU  und  DFE  und  berühren  die  Schenkel  dieser  Winkel. 

Wir  sehen  ferner  leicht  ein,  dass,  wenn  wir  dcu  Miltclpunct  zwischen  M”  und  K 
annehmen,  AD  und  FD  den  einen,  AE  und  FE  den  andern  Zweig  der  bezüglichen  Hy- 
perbel berühren,  und  zwar  so,  dass  jener  Zweig  innerhalb  des  Winkels  ADT,  und 
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dieser  innerhalb  des  Winkels  AEV  liegt.  Wenn  wir  den  Punct  K mm  Mittelpunct 
nehmen,  so  wird  DC  Asymptote.  Wenn  der  Mittelpnnct  zwischen  K und  I angenom- 
men wird,  so  berührt  ein  Zweig  der  bezüglichen  Hyperbel  die  drei  Seiten  FE,  FT  and 
ES,  der  andere  berührt  Al)  auf  derjenigen  Seite,  nach  welcher  bin  der  Punct  R liegt. 
Wenn  der  Mittelpunct  mit  I zusanmicnfälU,  so  ist  BE  Asymptote.  Wenn  endlich  der 
Mittelpunct  zwischen  1 und  RI'  fällt,  so  berührt  ein  Zweig  der  bezüglichen  Hyperbel  FT 
und  ES  und  liegt  innerhalb  des  Winkels  TCS,  der  andere  Zweig  berührt  AD  und  BF 
und  liegt  innerhalb  des  W:inkels  ABW. 

Wir  erhalten  also,  indem  wir  zusammenfassen : 

1)  ein  nach  einer  Seite  hin  unbegrenztes  Segment,  GL,  filr  den  Ort  der  Mittelpnnctc 
solcher  Hyperbeln,  deren  ein  und  derselbe  Zweig  ron  den  vier  gegebenen  geraden 
Linien  berührt  wird ; 

2)  zwei  Segmente , GH  und  IK,  welche  die  Mittelpnnctc  solcher  Hyperbeln  enthalten, 
deren  ain  Zweig  eine  bestimmte  gegebene  gerade  Linie,  ncmlich  diejenige,  welche 
das  eben  genannte  Segment  GL  begränzt,  berührt,  and  deren  anderer  Zweig  die 
drei  übrigen  gegebenen  geraden  Linien  berührt ; 

3)  drei  Segmente,  HM,  Rl'I  und  KM",  welche  die  Mittclpuncte  solcher  Hyperbeln 
enthalten,  deren  ein  Zweig  irgend  zwei  der  vier  gegebenen  geraden  Linien  und  deren 
anderer  Zweig  die  beiden  übrigen  berührt;  (Die  drei  Segmente  beziehen  sich  auf  die 

* drei  möglichen  Combinationen  von  vier  geraden  Linien  zu  zwei  und  zwei.) 

U)  ein  Segment,  MM',  Ort  der  Mittclpuncte  derjenigen  Ellipsen,  welche  dem  von  den 
gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  Viereck,  ohne  entspringende  Winkel,  im  en- 
gem Sinne  des  Wortes,  eingeschrieben  sind; 

5)  endlich  ein  uach  einer  Seite  hin  unbegränztes  Segment,  M"N,  Ort  für  die  Rlittcl- 
punctc  derjenigen  Ellipsen,,  welche  die  Seiten  jenes  Vierecks  in  ihren  Verlängerun- 
gen berühren. 

Wir  bemerken  beiläufig,  dass  immer  durch  ein  Punclcn- System  hindurch  eine  Ellipse 
in  eine  solche  Hyperbel  übergeht,  deren  beide  Zweige  die  vier  gegebenen  geraden  Li- 
nicu,  paarweise  genommen,  berühren. 

Die  letzten  Resultate  erhalten  nur  leicht«  Rlodificationen  io  dem  Falle,  dass  eine 
Diagonale  der  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  vierseitigen  Figur  von 
einer  zweiten  Diagonalen  halbirt  wird.  Diese  zweite  Diagonale  halbirt  alsdann  auch  die 
dritte  Diagonale  und  ist  der  geometrische  Ort  für  die  Mittclpuncte  der  eingeschriebenen 
Ocrlcr  zweiter  Classc.  Die  unter  2)  bczeichneten  beiden  Segmente  verschwinden  also, 
oder  reduciren  sich  vielmehr  auf  zwei  Puncte-  Jeder  dieser  beiden  Punctc  ist  der  Mittel- 
punct einer  solchen  Curvc  zweiter  Classc,  welche  die  beiden  in  demselben  sich  schnei- 
denden gegebenen  geraden  Linien  zu  Asymptoten  hat  nnd  die  beiden  übrigen  berührt. 

19,  64t.  Wenn  zwei  Seiten  eines  cinor  Curvc  zweiter  ('.lasse  umschriebenen  Vierecks  in 

ein  und  dieselbe  gerade  Linie  zusammenfallcn,  so  erhalten  wir,  stau  des  'Vierecks,  ein 
umschriebenes  Dreieck  nnd  auf  einer  Seite  desselben  den  BcrUhrnngspunct  Wenn  ein 
solches  Dreieck  AüC  nnd  auf  einer  Seite  desselben  der  Bcriibrungspunct  F gegeben  ist, 
SO  erhält  man  den  geometrischen  Ort  für  die  Mittclpuncte  aller  eingeschriebenen  Cnrven 
zweiter  Classe,  wenn  man  AF  zieht  und  die  beiden  Mitten  von  AF  und  CD,  die  Puncte 
M und  Rf,  durch  eine  gerade  Linie  LN  verbindet.  Wenn  man  sich  die  19.  Figur  ans 
der  18.  dadurch  entstanden  denkt,  dass  BE  nm  den  Punct  F so  lange  sich  dreht,  bis  B 
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and  D,  C und  E znsammenfallcn , so  sieht  man,  wie  alsdann  die  drei  Segmente  M'I, 
IK  und  KM"  verschwinden.  Den  übrig  bleibenden  ftlnf "Segmenten  entsprechen,  wenn 
wir  von  L nach  N vorwärts  geben,  der  Ordnung  nach,  die  Miltelpnncte  I.  von  Hyper- 
beln, deren  ein  Zweig  AD  und  AC,  in  ihren  Verlängerungen,  und  DC  in  F berührt; 
2.  von  Hyperbeln,  deren  ein  Zweig  DC  in  F und  CS  und  deren  anderer  Zweig  AD  be- 
rührt; 3.  von  Hyperbeln,  deren  ein  Zweig  die  Schenkel  des  Winkels  RAG,  und  deren 
anderer  Zweig  DC  in  F berührt;  4.  von  Ellipsen,  die  dem  Dreiecke  eingeschrieben  sind 
und  5.  endlich  von  Ellipsen , welche  DC  in  F und  AD  und  AC  in  ihren  Verlängerungen 
berühren. 

Wenn  alle  Curven  »weiter  Classc  die  drei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  ADC, 
nnd  »war  die  eine  derselben,  AC,  in  einem  gegebenen  l’uncte  E ihrer  Verlängerung,  be- 
rühren, so  erhalten  wir,  ähnlich  wie  eben,  den  geometrischen  Ort  für  die  Millelpuncte 
solcher  Curven,  indem  wir  durch  die  beiden  Mitten  von  AC  und  DE,  durch  die  Puncle 
M'  und  M",  die  gerade  Linie  LN  legen.  Wir  können  uns  die  bezügliche  20.  Figur  ans 
der  18.  dadurch  entstanden  denken,  dass  die  gerade  Linie  Eß  in  der  letztgenannten  Figur 
sich  so  lange  um  den  Punct  E dreht,  bis  sic  mit  EA  zusammenfällt.  Alsdann  vereinigen 
sich  die  vier  Punctc  H,  M,  M’  und  I in  dem  Punctc  M der  20.  Figur.  Wir  erhalten 
also  hier  wiederum, . indem  wir  vom  Punctc  L som  Punctc  N forlschreitcn,  fünf  Seg- 
mente. Diesen  entsprechen,  der  Ordnung  nach,  die  Millelpuncte  1.  von  Hyperbeln,  de- 
ren ein  nnd  derselbe  Zweig  die  drei  gegebenen  Seiten  des  Dreiecks,  nnd  zwar  CD  selbst, 
die  beiden  übrigen  aber  in  ihren  Verlängerungen  berührt,  und  deren  anderer  Zweig  in- 
nerhalb des  Winkels  RAG  liegt;  2.  von  Hyperbeln,  deren  ein  Zweig  die  Seile  DA  in 
ihrer  Verlangerong,  über  A hinaus,  berührt,  nnd  deren  anderer  Zweig  innerhalb  des 
Winkels  DCE  liegt  und  die  Schenkel  desselben  berührt;  3.  von  Hyperbeln,  deren  ein 
Zweig  die  Seite  AD  selbst , und  deren  anderer  Zweig  die  Seiten  AC  und  DC  in  ihren 
Verlängerungen,  über  C hinaus,  berührt;  4*  von  Hyperbeln,  deren  ein  Zweig  innerhalb 
des  Winkels  ADT  liegt  und  die  Schenkel  desselben  berührt,  und  deren  anderer  Zweig 
AE  in  E berührt  und  unterhalb  dieser  geraden  Linie  sich  erstreckt;  5.  von  Ellipsen,  wel- 
che die  Seite  DC  selbst  und  die  beiden  Seiten  AD  und  AC  in  ihren  Verlängerungen  be- 
rühren, 

Wenn  wir  zu  Cnrvcn  übergeben,  welche  sich  in  demselben  Poncte  dreipunctig 
osculircn,  und  Ubcrdicss  eine  gegebene  gerade  Linie  berühren,  so  rcducircn  sich  jene 
fünf  Segmente  auf  drei.  (Indem  wir  z.  ß.  in  der  tQ-  Figur  AC  nnd  DC  zusammcnfallcn 
lassen,  verschwinden  die  beiden  Segmente  HM  und  MM’).  Zweien  dieser  drei  Segmente 
entsprechen  immer  Hyperbeln  und  einem  Ellipsen. 

Wenn  endlich  alle  Curven  sich  in  demselben  Puncte  vierpunctig  osculircn, 
so  liegen  auf  der  einen  Seite  dieses  f*unctc$  die  Mittelpnnctc  der  Ellipsen , auf  der  an- 
dern Seite  die  Mittclpunctc  der  Hyperbeln.  Von  den  ursprünglichen  acht  Segmenten  sind 
nur  die  beiden  äussersten  geblieben. 

642.  Die  Resultate  der  639.  Nummer  bestehen  auch,  nur,  mit  Modißcationen , die 
* sich  von  selbst  darbieten,  wenn  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  alle  oder  zum  Thcii 
zasammeofallep.  Wir  wollen  Iptr  beispielsweise  die  Cqnstruction  folgender  AB%aN 
geben; 

II.  2Ö 
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Eine  gleichseitige  Hyperbel  zu  beschreiben,  welche  irgend  eine  gegebene  Ellipse 
oder  Hyperbel  in  einem  gegebenen  Puncte  vierpunctig  oscu/irt. 

Die  drei  Kreise,  welche,  in  dein  Falle  der  18.  Figur,  sich  in  Q und  Q'  schneiden, 
redneiren  sich  im  vorliegenden  Falle  offenbar  auf  den  gegebenen  Osculationspunct.  Be 
schreibt  inan  daher  aus  dem  Mittclpunctc  der  gegebenen  Curvc,  als  Miltclpnnctc, 
und  mit  einem  Radins,  dessen  Quadrat  der  Summe  'der  Quadrate  der  beiden  halben 
Axen  der  Curvc  gleich  ist,  einen  Kreis , so  ist  der  Mittclpunct  der  verlangten  Hyperbel 
der  zugcordnctc  Pol  des  gegebenen  Osculationspunctcs,  in  Beziehung  auf  den  eben  be- 
stimmten Kreis.  Die  Aufgabe  gestattet  nur  eine,  immer  reelle,  Auflösung  und  auch  in 
dem  Falle,  dass  dieser  Kreis  imaginär  wird,  wenn  ncmlich  die  gegebene  Curve  eine  Hy- 
perbel und  ihr  Asymptoten -Winkel  grösser  als  '/tn  ist,  bietet  sich  sogleich  eine  Con- 
slruction  jenes  zugeordnetea  Poles  dar  (124,  130).  W enn  die  gegebene  Curve  selbst  eine 
gleichseitige  Hyperbel  ist,  so  fällt  mit  derselben  die  gesuchte  gleichseitige  Hyperbel  zu- 
sammen. — 

Ö43.  Wenn  fünf  gerade  Linien  gegeben  sind,  so  bestimmen  dieselben  ftinf  verschie- 
dene vierseitige  Figuren,  und  da  nur  eine  einzige  Curve  zweiter  Classc  von  fünf  gegebe- 
nen geraden  Linien  berührt  wird,  so  erhält  man  unmittelbar  fünf  Punclcn -Paare,  die 
auf  dem  Umfange  ein  und  desselben  Kreises  liegen,  desjenigen  Kreises  nemlich,  auf  wel- 
chem sich  irgend  zwei,  auf  einander  senkrechte,  Tangenten  jener  Curve  schneiden. 
Wenn  die  gegebenen  geraden  Linien  tbcilweisc  zusammcnfallcn,  so  ergehen  sich  einfache 
Modificationcn.  Wir  erhallen  zum  Beispiel  folgenden  Satz,  wenn  wir  zugleich  anf  den 
letzten  Salz  der  2Q2.  .Nummer  Rücksicht  nehmen. 

Wenn  ein  Dreieck  ABC  und  drei  gerade  Linien  AD,  BE  und  CF,  welche  von 
den  drei  Winkclpunctcn  des  Dreiecks  nach  den  gegenüberliegenden  Seiten  gehen  und  in 
demselben  Puncte  sich  schneiden,  gegeben  sind,  und  man  beschreibt  Kreise  über  den 
Dreiecks -Seiten  BC,  AC  und  AB,  und  über  den  gegebenen  geraden  Linien,  so  schnei- 
den sich  diese  Kreise,  paarweise  genommen,  in  dreimal  zwei  Punclcn,  die  auf  dem 
Umjangc  eines  neuen  Kreises  liegen.  Wenn  man  ferner  über  den  Seilen,  FE , FD 
und  DE,  des  dem  gegebenen  Dreieck  eingeschriebenen  Dreiecks  DEF  drei  neue  Kreise 
beschreibt,  so  sind  die  Winkclpuncte  des  gegebenen  Dreiecks  A,  B und  C Chordal- 
puncte  dieser  drei  Kreise  und  desjenigen  Kreises,  auf  welchem  jene  dreimal  zwei 
Durchschnittspunctc  liegen. 

644.  Für  den  Fall  der  Parabel  rcducirt  sich  die  Gleichung  (2)  der  639.  Nummer  auf: 

aDy-l-2Bx  = F+C,  (3) 

und  stellt  die  Dircctrix  derselben  dar  (483).  Also: 

Die  Directriccn  aller  Parabeln,  welche  drei  gegebene  gerade  Linien  berühren,  ge- 
hen durch  einen  festen  Punct. 

Mit  den  Parabeln,  wclcbc  die  drei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  berühren,  gehö- 
ren auch  drei  Systeme  von  zwei  Punclen,  von  «'eichen  einer  ein  Winkclpunct  des  gege- 
benen Dreiecks  ist,  nnd  .der  andere , nach  der  Richtung  der  gcgenllbcrstchenden  Seite 
hin,  unendlich  weit  liegt,  zusammen.  Die  Directrix  eines  solchen  Pnnctcn- Systems  ist 
das  vom  Winkclpuncte  des  Dreiecks  auf  die  gegenüberliegende  Seite  gefällte  Perpendikel. 
Es  folgt  dicss  aus  Gränz -Betrachtungen  in  der  Conslruction , oder  auch  aus  der  Glei- 
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cliung  (3),  wenn  man  dieselbe  fiir  ein  solches  Pnncten -System , bezogen  auf  ein  schick- 
liches Coordinalcn- System,  nmformt.  Also: 

Die  drei  von  den  Winkelpuncten  eines  gegebenen  Dreiecks  auf  die  gegenüberliegen- 
den Seilen  desselben  gefüllten  Perpendikel  schneiden  sich  in  ein  und  demselben  Puncte. 

Durch  diesen  Punct  gehen  die  Directriccn  alter  Parabeln , welche  die  drei  Seiten  des 
gegebenen  Dreiecks  berühren. 

Da  vier  gegebene  gerade  Linien  vier  verschiedene  Dreiecke  bestimmen,  und  mir  eine 
einzige  Parabel  berühren,  so  ergibt  sich  folgender  Satz: 

Die  vier  Krcuzungspuncle  der  von  den  Winkelpuncten  auf  die  gegenüberliegenden 
Seiten  gefällten  Perpendikel  in  solchen  vier  Dreiecken , welche  von  vier  gegebenen  gera- 
den Ijnicn  gebildet  werden,  liegen  in  gerader  Linie.  Diese  gerade  Linie  ist  die  Di- 
rcctrix  derjenigen  Parabel , welche  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  berührt. 

Hiernach  können  wir  leicht  die  Direclrix  einer  Parabel  construircn,  wenn  vier  Tan-  Fig.  18 
genten  derselben  gegeben  siud.  Wir  erhalten  dieselbe  aber  auch  noch  auf  einem  andern 
Wege.  Denn  wenn  wir  uns  auf  die  18.  Figur  beziehen,  in  welcher  AD,  AE,  DC  und 
BF.  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  sind,  so  ist  QQ'  die  in  Bede  stehende  Direclrix. 

W enn  die  Direclrix  bekannt  ist,  so  erhalten  wir  unmittelbar  noch  vier  neue  Tangen- 
ten, welche  auf  den  gegebenen  in  ihren  Durchschnitten  mit  der  Direclrix  senkrecht  ste- 
hen. Wir  erhalten  ferner  auch  vier  gerade  Linicu,  welche  alle  durch  den  Brennpunct 
gehen.  Zwei  derselben  sind  in  der  13.  Fignr  Zf  und  Wf,  welche  dadurch  bestimmt  sind, 
dass  die  Winkel 

Q ZC  = fZC,  QWB  - fWB. 

Eine  Parabel  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  Curvc  zweiter  Classe  in  einem  ge- 
gebenen Puncte  vicrpunctig  osculirt. 

Man  erhält  die  Direclrix  der  verlangten  Parabel , wenn  man  einen  Kreis  beschreib^ 
dessen  Mittclpunct  der  Mittclpunct  der  gegebenen  Curvc  ist,  nnd  dessen  Hadins  einer 
solchen  Chordc  dieser  Curvc  gleich  ist,  welche  einen  Scheitel  ihrer  grossen  Axe  mit  ei- 
nem Scheitel  ihrer  kleinen  Axe  verbindet,  nnd  dann  die  Chordale  dieses  Kreises  nnd  des 
gegebenen  Osculationspuncles  sucht  (102).  Wenn  man  die  beiden  halben  Axen  der  ge- 
gebenen Curvc  A und  B,  und  denjenigen  halben  Durchmesser  derselben,  der  durch  den 
Osculationspunct  geht,  C nennt,  so  erhält  man  für  den  Abstand  der  Direclrix  von  dem 
Mittel  puncte  der  gegebenen  Curve  sogleich  folgenden  Ansdruck: 

A’+B'-f-C* 

2C 

Es  rcducirt  sich  dieser  Ausdruck  flir  den  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel  auf  VjC.  Die 
Direclrix  derjenigen  Parabel  also , welche  eine  gegebene  gleichseitige  Hyperbel  in  einem 
gegebenen  Puncte  vicrpunctig  osculirt,  balbirt  den  durch  diesen  Puuct  gehenden  Halb- 
durchincsser  und  steht  auf  demselben  senkrecht.  Hiernach  ergibt  sith  auch  die  Conslrus- 
lioD  folgender  Aufgabe: 

Eine  gleichseitige  Hyperbel  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  Parabel  in  einem  ge- 
gebenen Puncte  vicrpunctig  osculirt. 

VYenn  wir  den  Mittclpunct  der  Hyperbel  direct  suchen,  so  ergibt  sich  ebenfalls  so- 
gleich, dass  er  eben  so  weit  von  der  Direclrix  der  gegebenen  Parabel  entfernt  ist,  als 
der  gegebene  Osculationspunct,  und  dass  die  gerade  Linie,  welche  diese  beiden  Puncto 
verbindet,  auf  der  Directrix  senkrecht  stebt.  Denn  diese  Direclrix  ist  die  Chordale 

26  * 
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solcher  Kreise,  deren  beide  Chordalpunclc  jene  beiden  Puncte  sind.  Zugleich  ergibt  sieb 
folgender  Satz: 

Die  Mittclpuncte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln , welche  eine  gegebene  Parabel  be- 
rühren, liegen  auf  einer  zweiten  Parabel , die  mit  der  gegebenen  denselben  Parameter 
und  dieselbe  Directrix  hat,  sich  aber  nach  entgegengesetzter  Seite  hin  öffnet. 

6i|5.  Nach  der  481.  Nummer  stellt  die  Gleichong: 

• By-f-Dx — E — o,  (4) 

wenn  wir  wiederum  annehmen,  dass  die  bezügliche  Curve  eine  Parabel  ist,  diejenige  ge- 
rade Linie  dar,  welche  die  Bcrührnngspuncte  auf  den  beiden,  den  Coordinatcn  - Axcn 
parallelen,  Tangenten  verbindet.  Diese  gerade  Linie  geht,  bei  der  Voranssetzung  recht- 
winkliger Coordinatcn,  dnreh  den  Brennpunct  der  Parabel,  nnd  ist  also  durch  diesen 
Brcnnpunct  und  den  Bcrührnngspunct  anf  der,  einer  Axc,  etwa  der  ersten,  parallelen 
Tangente  vollkommen  bestimmt  Folgende  Gleichung: 

2(Dy— Bx)+C— F = o,  (S) 

stellt  unter  denselben  Voraussetzungen  eine  andere  gerade  Linie  dar,  welche  anf  der 
bestimmten  im  Brcnnpnnctc  senkrecht  steht  (482).  Da  die  Richtung  der  ersten  Axe  jede 
beliebige  sein  kann  und  in  den  vorstehenden  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5)  die  Coelfi- 
cienten  aus  der  Gleichung  der  bezüglichen  Parabel  nur  auf  lineare  Weise  Vorkommen, 
so  gelangen  wir  zu  folgenden  Sätzen : 

Wenn  man  an  solche  Parabeln,  welche  die  drei  Seilen  eines  gegebenen  Dreiecks 
berühren,  Tangenten  legt,  die  einer  gegebenen  geraden  Linie  parallel  sind,  so  gehen 
diejenigen  geraden  Linien,  welche  in  den  verschiedenen  Parabeln  den  Bcrührungspunct 
auf  der,  jener  gegebenen  geraden  Linie  parallelen,  Tangente  mit  dem  Brcnnpuncte 
verbinden , durch  ein  und  denselben  Punct.  Ferner  gehen  auch  diejenigen  geraden  Li- 
nien, welche  auf  den  eben  bezeichnet en  in  den  bezüglichen  Brennpuncten  senkrecht  ste- 
hen, durch  ein  und  denselben  Punct. 

Um  die  beiden  festen  Puncte,  in  welchen  sich  die  geraden  Linien  (4)  und  (5)  schnei- 
den, und  die  wir  Q und  Q'  nennen  wollen,  zu  construircn,  wollen  wir  das  System  eines 
Winkelpunctcs  des  gegebenen  Dreiecks  und  eines  nach  der  Richtung  der  gegenüberliegen- 
den Seite  hin  unendlich  weit  liegenden  Punctes  durch  die  Gleichung: 

w(Bv-t-Du)  = o, 

darstcllcn  und  dieses  Punctcn  - System , als  mit  jenen  Parabeln  znsammcngchürcnd , be- 
trachten. Der  Gleichung  (t»)  entspricht  alsdann  folgende : 

By-t-Dx  = o, 

woraus  man  sicht,  dass  die  bezügliche  gerade  Linie  durch  jenen  Winkelpunct  des  gege- 
benen Dreiecks  geht  und  mit  der  ersten  Coordinatcn -Axc  dieselben  Winkel,  als  die  ge- 
genüberliegende Seile  des  Dreiecks,  bildet,  ohne  derselben  parallel  zu  sein.  Die  bezüg- 
liche gerade  Linie  (5): 

Dy-Bx  - o, 

steht  auf  der  eben  bestimmten  geraden  Linie  senkrecht  im  Anfangspuncte  der  Coordina-  , 
tcn.  Also : 

n enn  irgend  ein  Dreieck  gegeben  ist,  und  übepdiess  eine  gerade  Linie  (der  Dich- 
tung nach ) und  man  legt  durch  jeden  Winkelpunct  des  Dreiecks  eine  solche  gerade  Li- 
nie, die  von  der  gegebenen  unter  denselben  Winkeln  geschnitten  wird,  als  die  dem 
Winkelpuncte  des  gegebenen  Dreiecks  gegenüberliegende  Seite,  so  erhält  man  drei 
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gerade  Linien,  welche  durch  ein  und  denselben  Punct  R gehen.  Man  erhält  noch  drei 
andere,  durch  denselben  Punct  R gehende  gerade  Linien,  wenn  man  auf  den  drei 
eben  bezeichnten  in  den  drei  Winkelpuncten  des  gegebenen  Dreiecks  drei  Perpendikel 
errichtet. 

Wenn  die  gegebene  gerade  Linie  senkrecht  auf  derjenigen  steht,  welche  den  Schei- 
tel-Winkel eines  gegebenen,  einer  Parabel  umschriebenen,  Dreiecks  halbirt,  so  ist  of- 
fenbar der  Scheitelpunct  dieses  Winkels  der  Punct  R.  Wenn  also  das  gegebene  Dreieck 
ein  gleichschenkliges  ist,  so  ist  jene  gerade  Linie  der  Basis  desselben  parallel.  Der  Be- 
rtihrnngspnnct  auf  der  Basis,  der  gegenüberliegende  Winkelpunct  und  der  Brennpnnct 
der  Parabel  liegen  also  in  gerader  Linie.  Betrachten  wir,  statt  des  gleichschenkligen 
Dreiecks,  ein  gleichseitiges,  so  erhalten  wir  insbesondere  den  nachstehenden  bekannten 
Satz : 

Wenn  irgend  eine  Parabel  die  drei  Seiten  eines  gleichseitigen  Dreiecks  berührt, 
so  schneiden  sich  diejenigen  drei  geraden  Linien,  welche  die -Winkelpunct  e des  Dreiecks 
mit  den  Berührungspuncten  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten  desselben  verbinden,  in 
dem  Brennpunctc  der  Parabel. 

Wenn  wir  die  Richtung  der  gegebenen  geraden  Linie  um  einen  rechten  W inkel  ver- 
ändern, so  vertauschen  sich  offenbar  die  beiden  Puncte  R und  R'  unter  einander.  Der 
geometrische  Ort  für  die  Puncte  R und  R-,  wenn  wir  der  gegebenen  geraden  Linie  nach 
einander  alle  möglichen  Richtungen  geben,  ist  also  ein  und  derselbe,  er  enthält  die  drei 
Winkelpuncte  des  umschriebenen  Dreiecks  und  ist  kein  anderer  als  der  diesem  Drei- 
ecke umschriebene  Kreis..  Wenn  man  ncmlich  von  irgend  einem  Puncte  S des  in 
Rede  stehenden  Ortes  drei  gerade  Linien  nach  den  drei  Winkelpuncten  des  Dreiecks 
zieht,  so  resultirt  ein  Viereck  mit  seinen  beiden  Diagonalen,  und  wenn  man  die  Winkel, 
welche  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks , gehörig  verlängert,  und  die  beiden 
Diagonalen  desselben  mit  einander  bilden,  durch  gerade  Linien  halbirt,  so  erhält  mau 
sechs  solcher  Linien , von  denen  drei  auf  den  drei  übrigen  senkrecht  stehen  und  uoter 
einander  parallel  sind.  Durch  diese  zwei  mal  drei  Parallellinien  sind  solche  Richtungen 
bestimmt , zu  welchen  der  Punct  S als  Punct  R und  R’  gehört.  Die  eben  erwähnte  Ei- 
genschaft des  Puuctcs  S kommt  demselben  aber  nur  dann  zu,  wenn  derselbe,  mit  den 
drei  Winkelpuncten  des  Dreiecks , auf  dein  Umfange  ein  und  desselben  Kreises  liegt : 
eine  Folgerung,  welche  sich  unmittelbar  aus  der  2g3.  Nummer  ergibt. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Puncte  R und  IV  ist  zugleich  also  auch  der  geometri- 
sche Ort  für  die  Brennpuncte  aller  eingeschriebenen  Parabeln  (620).  Wenn  der 
Brennpnnct  einer  Parabel  und  zwei  Tangenten  derselben  gegeben  sind,  so  kann  man  hier- 
nach leicht  beliebig  viele  Tangenten  derselben  bestimmen.  Man  begegnet  hierbei  folgen- 
dem Satze : 

Wenn  zwei  gerade  Linien  und  ein  Punct  gegeben  sind , und  man  beschreibt  belie- 
bige Kreise,  welche  durch  diesen  Punct  und  durch  den  Durchschnitt  jener  beiden  ge- 
raden Linien  gehen,  und  dieselben  überdicss  also  noch  in  irgend  zwei  Puncten  schnei- 
den, so  umhüllen  diejenigen  geraden  Linien,  die  durch  diese  jedesmaligen  beiden 
Durchschnitte,  gehen,  ein  und  dieselbe  Parabel , welche  die  beiden  gegebenen  garadea 
Linien  berührt  und  den  gegebenen  Punct  zum  Brennpuncte  hat.  *> 

Wir  würden  uns  zu  weit  von  unserm  eigentlichen  Gegenstände  entfernen,  wenn  wir 
die  vorstehenden  .Erörterungen  hier  nicht  abbräcben.  — 
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5-  10. 

Construction  verschiedener  Aufgaben. 

O4O.  In  ein  gegebenes  Parallelogramm  eine  Ellipse  zu  beschreiben , welche  mit  ei- 
nem gegebenen  Kreise  gleichen  Inhalt  hat. 

Nach  (1er  534-  Nummer  können  wir,  indem  wir  die  Coordinaten- Axcn  den  Seilen  de* 
gegebenen  Parallelogramms  parallel  nehmen,  alle  diesem  Parallelogramme  eingeschrie- 
bene Curvcn  zweiter  Classc  durch  folgende  Gleichung  darstellen: 

Aw'+aBvw'+Cv’+sDuw+aEuv+Fu1  «=  o,  (1) 

wenn  wir  in  dieser  Gleichung  den  Cocfficicnten  E unbestimmt  lassen.  Wir  können  fer- 
ner A — 1 und,  indem  wir  den  Mittclpunct  des  gegebenen  Parallelogramms  zum  An- 
fangspuucle  der  Coordinaten  nehmen,  B = D « o setzen.  Alsdann  ist  C gleich  dein, 
mit  negativem  Zeichen  genommenen , Quadrate  der  Hiilfte  einer  derjenigen  beiden  Seiten 
des  Parallclogrammcs , welche  der  ersten  Coordinaten  -Axc  parallel  sind  und  F gleich 
dem,  mit  negativem  Zeichen  genommenen,  Quadrate  der  Hälfte  einer  der  beiden  Übri- 
gen Seiten. 

Die  Grösse  der,  der  ersten  und  zweiten  Coordinaten- Axc  parallelen,  Seilen  des  ge- 
gebenen Parallclogrammcs  wollen  wir  s und  t,  die  Winkel  desselben  9 und  (n — S)  und 
endlich  den  lladins  desjenigen  Kreises,  mit  welchem  die  demselben  eingeschriebene  Curve 
(l)  gleichen  Inhalt  haben  soll,  r nennen.  Alsdann  ergibt  sich  nach  der  511.  Nummer: 

r>  = (CF— E;)«V£>,  (,) 

mithin : 

- _ CF r»_  = sH'sin'a-t*  _ A*-r*  (A4ra)(A-r«) 

~ s/nJ®  sin1!)  sin 19  **  sin1!)  * 

wenn  wir  den  Inhalt  des  gegebenen  Parallelogrammes,  der  Kürze  halber,  4A  nennen. 
Wir  erhalten  also  fitr  E zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werlhe.  Diesen  beiden  Wer- 
then  von  E entsprechen  zwei  verschiedene  Ellipsen;  in  jeder  derselben  können  wir  so- 
gleich zwei  Paar  zugeordneter  Durchmesser  bestimmen,  und  wenn  diese  bekannt  sind, 
die  beiden  Axen  derselben.  Derjenige  Durchmesser  nemlich,  dessen  zugeordneter  in  die 
zweite  Coordinaten  - Axc  fallt,  schneidet  in  denjenigen  Punct  der  auf  der  positiven  Seite 
der  x liegenden,  jener  Axe  parallelen,  Seite  des  gegebenen  Parallelogramms  ein,  dessen 
Ordinate  gleich  ist : 

* E E 

*c  “ ■ 

Derjenige  Durchmesser  ferner,  dessen  zugeordneter  in  die  erste  Coordinaten » Axc 
fällt,  schneidet  die  nach  der  positiven  Seite  der  y liegende  Seite  des  gegebenen  Paralle- 
logramms in  demjenigen  Poncte,  dessen  Abscisse  gleich  ist; 

E E 

tF"“T 

Aus  der  £|98.  Nummer  endlich  und  aus  der  Note  zur  Cö3.  Nummer  folgt,  „dass  ir- 
»gend  drei  Paare  zugeordneter  Durchmesser  einer  Curve  zweiter  Classc,  eine  Involution 
„von  sechs  geraden  Linien  bilden.*  Die  Bestimmung  der  Richtung  der  beiden  Axcn  der 
Curve , wenn  zwei  Paare  zu  geordneter  Durchmesser  derselben  der  Richtung  nach  gegeben 
sind,  kommt  also  darauf  hinaus,  wenn  vier  durch  denselben  Punct  gehende  gerade  Li- 
nien gegeben  sind,  zwei  andere  solche  gerade  Linien  zu  finden,  die  auf  einander  senk- 
recht stehen  und  mit  jenen  eine  Involution  bilden.  (Ycrgl.  die  oben  angezogene  Note  IV). 
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Ans  dem  Vorstehenden  ziehen  wir  zugleich  die  Folgerung,  dass  in  den  Leiden,  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechenden  Ellipsen  diejenigen  Leiden  Durchmesser,  deren 
zugeordnete  einer  Seite  des  gegebenen  Parallelogramms  parallel  sind,  diese  Seite  (wie 
jede  der  Übrigen  Seiten  des  Parallelogramms)  in  solchen  zwei  Pnncten  schneiden,  die 
gleich  weit  von  den  auf  dieser  Seite  liegenden  Winkelpunctcn  abstehen. 

Die  letzte  Aufgabe  bat  mir  dann  reelle  Auflösungen , wenn 

r*  < A, 

das  heisst,  wenn  der  Inhalt  eines  dem  gegebenen  Kreise  nmschrichcnen  Quadrates  klei- 
ner ist,  als  der  Inhalt  des  gegebenen  Parallelogramms. 

In  ein  gegebenes  Parallelogramm  diejenige  Ellipse  zu  beschreiben , Kelche  den 
grösstmögh'chsten  Inhalt  hat. 

Dem  grössten  Werlhe  Ton  r\  der  sich  ergibt,  wenn  wir  nach  einander  für  E in  (2) 
verschiedene  Werthe  substituiren,  entspricht: 

E = o. 

Zwei  zngeordnete  Durchmesser  der  verlangten  Ellipse  sind  den  Seiten  des  gegebenen 
Parallelogramms  parallel.  Der  Inhalt  jener  grössten  Ellipse  verhält  sich  zum  Inhalte 
dieses  Parallelogramms  wie  n : 4. 

647,  In  ein  gegebenes  Parallel -Trapez  eine  Ellipse  zu  beschreiben , deren  Inhalt 
dem  Inhalte  eines  gegebenen  Kreises  gleich  ist. 

Wenn  wir  denjenigen  Punct,  in  welchen  sich  die  beiden  nicht  parallelen  Seilen  des 
gegebenen  Parallel -Trapezes  schneiden,  zum  Anfangspuncte  der  Coordinatcn,  und  die 
erste  Axo  parallel  mit  den  beiden  übrigen  Seiten  nehmen,  so  können  wir  alle  dem  Pa- 
rallel - Trapeze  eingeschriebene  Kurven  zweiter  Classe  durch  folgende  Gleichung  dar- 
slcllen : 

Aw’+2Bvw+  CyM^Daw-HjEuv+Fu’  = o, 

indem  wir  in  dieser  Gleichung  alle  Cocflicienlcn , B ausgenommen,  als  ein  für  alle  Mal 
gegeben  betrachten  (534).  Wenn  der  Inhalt  einer  solchen  Curve  gleich  ist  dem  Inhalte 
eines  Kreises,  dessen  lladius  gegeben  und  gleich  r ist,  so  kommt,  indem  wir,  der  Kürze 
halber,  A = t setzen  (5U): 

r*  = [-FB'+aEDB+'CF-E'-CD’XJsm’it. 

Diese  Gleichung  ist,  in  Beziehung  auf  B,  vom  zweiten  Grade-  es  gibt  also,  im  All- 
gemeinen, zwei  Ellipsen  von  gegebenem  Inhalte,  welche  die  Seiten  des  gegebenen  Pa- 
rallel-Trapezes  berühren.  Die  Bestimmung  der  Leiden  Werthe  von  B können  wir  noch 
dadurch  erleichtern,  dass  wir  E gleich  Null  setzen,  das  heisst,  die  zweite  Coordinateh- 
Azc,  tiher  deren  Ptichlung  durchaus  keine  Voraussetzung  Statt  iitidet,  so  legen,  dass  sie 
zur  ersten  Azc  und  den  beiden  nicht  parallelen  Seilen  des  gegebenen  Parallel  - Trapezes, 
als  vierte  Harmonicalc,  gehört,  nnd  also  die  beiden  unter  sieh  und  mit  der  ersten  Axe 
parallelen  Seiten  halhirt.  Alsdann  geht  die  letzte  Gleichung  in  folgende  über: 

r*  = — [FB1— C(F— Ds)]s/«str, 

und  wirJ  also,  in  Beziehung  auf  B,  eine  rein  quadratische.  Indem  wir  uns  auf  die  21. 
Figur  beziehen,  und  OY'  =»  OV  — y,  US  --  2m , PQ  = 2n  setzen,  erhalten  wir: 
D = Val F = y'f, 

C = =-(?)'  c =*  mn, 

und  mithin 
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y'yTä3  - ‘Ay'y'fn-m)*--^.  - («) 

Hiernach  ergehen  sich  leicht  die  beiden  Wcrthc  von  B,  und  somit  die  Mittelpnncto  der 
verlangten  Ellipsen.  Sollen  diese  Ellipsen  reell  sein,  so  muss,  wenn,  wie  in  der  21. 
Figur,  y'  and  y"  im  Zeichen  Ubcrcmstimmen,  folgende  Bedingung  Statt  finden: 

i*  < V*y'y"(n — 

Der  Inhalt  der  grösslmüglichsten  Ellipse  ist  hiernach  gleich : 

yJ»W/y'y".(n— r»  I/'a/i V' ma.(y— y")rin#,  (?) 

and  dieser  grössten  Ellipse  entspricht: 

B =•  O. 

Auf  diese  Weise  gelangen  wir  in  den  nachstehenden  Satten: 

Der  MUtdpuncl  derjenigen  Ellipse,  welche  einem  gegebenen  Parallel-Trapet  ein- 
geschrieben ist  und  den  grösstmöglichsten  Inhalt  hat,  ist  der  Durchschnitt spunct  derje- 
nigen beiden  geraden  Linien,  welche  die  Mitten  der  beiden  Paare  gegenüberliegender 
Seiten  verbinden. 

Solche  eingeschriebene  Ellipsen,  deren  Mittelpuncte  gleich  weit  von  dem  Mittel- 
puncte  dieser  grössten  Ellipse  entfernt  liegen,  haben  gleichen  Inhalt. 

Aus  dem  letzten  der  beiden  vorstehenden  Sätze  folgt,  da  Für  die  beiden  Diagona- 
len, als  Ocrtcr  zweiter  Classe  betrachtet,  der  Ausdruck,  den  wir  gleich  r4  gesetzt  haben, 
verschwindet , dass  wir  den  Mittclpnnct  der  eingeschriebenen  Ellipse  von  grüsstmüglicb- 
stem  Inhalte  anch  dadurch  erhalten , dass  wir  die  Mitten  der  beiden  Diagonalen  durch 
eine  gerade  Linie  verbinden  und  diese  gerade  Linie  halbiren.  Für  die  Mitten  dieser  Dia- 
gonalen erhalten  wir  B(^=  x)  = ±Vt(n— m),  indem  wir  in  (6)  r «=  o setzen.  Ueberschrei- 
tet  der  Werth  von  B diese  Gränzen,  so  wird  r3  imaginär,  und  wir  erhalten  keine  El- 
lipsen mehr,  sondern  Hyperbeln.  In  diesen  Hyperbeln  ist  alsdann  r’V' — t gleich  dem 
Inhalte  irgend  eines  beliebigen  Dreiecks,  das  durch  eine  beliebige  Tangente  von  dem 
Asymptoten  - Winkel  abgcschnittcn  wird  (532). 

Fig.  22.  Wann  y und  j"  nicht  dasselbe  Zeichen  haben,  so  kann  das  gegebene  Parallel- 
Trapcz  kein  gewöhnliches  sein,  sondern  die  beiden  nicht  parallelen  Seiten  müssen  sich, 
wie  in  der  22.  Figur,  nothwendig  schneiden.  Alsdann  wird,  filr  B ~ o,  der  Inhalt  der 
bezüglichen  Curvc  zweiter  Classe  imaginär,  diese  Curvc  ist  eine  Hyperbel  und  zwar  die- 
jenige, in  welcher  ein,  durch  eine  beliebige  Tangente  von  dem  Asymptoten- Winkel 
abgeschnittenes  Dreieck  den  grösslmüglichsten  Inhalt  hat.  Der  Inhalt  djeses  Dreiecks 
nimmt  ab,  bis  er  für  B =>  ±(n — m)  verschwindet.  Wenn  B diese  Gränzen  überschrei- 
tet, so  sind  die  entsprechenden  Curven  Ellipsen,  deren  Inhalt  von  Null  bis  ins  Unend- 
liche wachsen  kann. 

Fig- 21.  Der  Inhalt  des  gegebenen  Parallel  - Trapezes  (Fig.  2t)  ist  gleich  (y — y")(n+m)«Vt#, 
und  mithin  verhält  sich  derselbe  znm  Inhalte  der  grössten  eingeschriebenen  Ellipse 
(6)  wie 

2(n+m):  nV'mn. 

648.  Eine  Ellipse  tu  beschreiben,  die  irgend  vier  gegebene  gerade  Linien  berührt, 
und  mit  einem  gegebenen  Kreise  gleichen  Inhalt  hat. 

Wenn  wir  den  Dnrchschnittspnnct  von  irgend  zwei  der  vier  gegebenen  geraden  Li- 
nien znm  Anfangsponcte  der  Coordinaten  nehmen,  die  erste  Coordinaten-Axe  zugleich 
durch  den  Dnrchschnittspnnct  der  beiden  übrigen  gegebenen  geraden  Linien , dessen 
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Abstand  von  dem  ersten  Durchschnittspnnctc  wir  2a  nennen  wollen , legen , und  die  Fig.  33. 
Richtung  der  zweiten  Coordinatcn- Axc  so  bestimmen,  dass  dieselbe  mit  derjenigen  gera- 
den Linie,  welche  der  geometrische  Ort  für  die  Miltclponcte  aller,  die  vier  gegebenen 
geraden  Linien  berührenden,  Oerter  zweiter  Classe  ist,  so  können  wir  alle  diese  Citrvcn 
durch  folgende  Gleichung: 

Aw*+2ßx  w-i- C v 1 + 2 D mv+ 2 E n vf F 113  ■=,  o,  (,) 

darstcllen,  wenn  die  beiden,  übrigens  beliebig  anznnchmendcn , Coeflkientcn,  A und  ß, 
folgender  Bcdingnngs -Gleichung  GcnUgc  leisten; 

B = aA,  (,) 

and  die  übrigen  Cocfiicicnten , oder  vielmehr  die  Quotienten  je  zweier  derselben,  ein  für 
alle  Mal  gegeben  sind  (538).  Wenn  wir  den  Radius  des  gegebenen  Kreises  wiederum 
durch  r bezeichnen  und  der  Inhalt  des  Kreises  dem  Inhalte  der  Curvc  (!)  gleich  sein  soll, 
so  erhalten  wir  (51 1) : 

(CD’+AE3— 2EBD— ACF-f-Fß5).«V9 

‘ Ä5  * 

oder,  indem  wir  für  B seinen  Werth  substitniren : 

(CD’+AfE1— sDEa— CF)-t-A3Fa5)s/o,8  ^ „ 

Ä7 W 

, • Da  x die  Ordinale  des  Miltclpnnclcs  der  bezüglichen  Curve  ist,  so  bedeutet,  wenn 
wir,  was  erlaubt  ist,  D = l setzen,  A der  rcciproke  Werth  dieser  Ordinate,  die  wir 
j nennen  wollen.  Hiernach  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in  folgende: 

Cy«4<E«— 2Ea— CFjj’+FaV-»-^  = o.  (4) 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  r = o setzen,  so  kommt: 

Cy'-+-(E; — 2Ea— CF)y3+Fa3y  = o; 

eine  Gleichung,  deren  drei  Wurzeln  die  Ordinalen  - Werthc  der  Milten  (M,  M‘  und  M") 
der  drei  Diagonalen  der,  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten,  vollständi- 
gen vierseitigen  Figur  geben.  Bezeichnen  wir  diese  drei  Wurzeln,  von  welchen  die  eine, 
als  Folge  unserer  besondern  Coordinatcn- Bestimmung,  gleich  Null  ist,  durch  tj,  tj  und 
tj',  so  können  wir  der  Gleichung  (k)  folgende  Form  gehen: 

’.C(y  —v)(y— il(y—  V H- = °-  (0 

Diese  letzte  Gleichnng  bleibt  identisch  dieselbe,  wenn  wir  die  Ordinalen  v , tj , tj  und 
tj'  auf  der,  die  Mittelpuncte  aller  eingeschriebenen  Curvcn  zweiter  Classe  enthaltenden, 
geraden  Linie,  von  irgend  einem  andern  Puncte  als  ihrem  Durchschnitte  mit  der  ersten 
Coordinatcn- Azc , etwa  vom  l’uncte  N an,  rechnen.  In  dieser  Gleichung,  durch  deren 
Wurzeln  die  Mittclpnncte  derjenigen  Ellipsen,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  Ge- 
nüge leisten,  gegeben  sind,  können  wir  die  Werthc  für  tj , tj  und  tj'  unmittelbar  aus 
der  Construction  nehmen  und  cs  bleibt  nur  noch  C zu  bestimmen  übrig,  während  in  der 
Gleichung  ( U ) auch  noch  E und  F zu  bestimmen  übrig  bleiben.  Zu  diesen  Bestimmun- 
gen kommen  wir  ohne  Mühe.  Denn  nach  der  538.  Nummer  geben  folgernde  beide  Glei- 
chungen ; 

Cv3-4-2Ev-t-F  *=,  o, 

Cv’vt-2(E-aDa)v^-F  m o, 

die  Richtungen  der,  durch  den  Anfangspunct  and  den  Punct  W gehenden , gegebenen 

n *r 
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geraden  Linien.  Bezeichnen  wir  diese  Richtungen  durch  v'  ond  v",  r"  und  to  ist-. 

E v"+v“”  E—  2D.1 

— ~ “ c — r~  * ~~c~  * 

folglich : . 

v'-f-v"  v"-+-v”'  ^ 


s— »- 


aaC' 


und  endlich: 


2 2 

oder'  wenn  wie  uns  auf  die  Fignr  beziehen: 

M'I+MH+MWG  „ D 
25 = 2aC’ 

MV*  d D 

~aJ  “ ” C’ 

indem  wir  den  Schwcrpunct  gleicher  Gewichte,  die  wir  in  den  Darchschnittspnnctrn  der 
geraden  Linie  LN  mit  den  vier  gegebenen  geraden  Linien 'ans  angebracht  denken,  ft 
nennen  und  M"/<  = <J  setzen.  Es  ist  ferner: 

E f 

C _ w *=  V V = 

woraus  wir  beiläufig  sehen,  dass 

M'I.M’H  = MK.M'G  = », 

und  endlich  : 

£ v'+v"  Ml+M-H  _ _£ 

C — 2 = 2a  2a" 

Wenn  wir  also,  wie  in  den  Gleichungen  (4)  und  (5),  1)  gleich  Eins  setzen,  so  kommt, 

t 


c =.  i 

' ?• 


2E  - 


F = 


Oie  letzte  der  eben  genannten  beiden  Gleichungen  verwandelt  sich,  indem  wir  für  C den 
vorstehenden  Werth  substitgiren , in  folgende: 

a’sjn’Äfy— i;)(y— ijOfy— «j’>t-r*J  «=  0.  ( 6 ) 

Es  zeigt  diese  Gleichung,  dass  cs,  im  Allgemeinen,  drei  verschiedene  Ellipsen  gibt, 
welche  den  Bedingungen  der  obigen  Aufgabe  Genüge  leisten.  Man  siebt  sogleich  <j  priori, 
dass  in  dem  Falle,  dass  diese  Ellipsen  alle  drei  reell  sind,  die  Mittclpnnctc  zweier  der- 
selben zwischen  M und  M liegen,  und  dass  der  Mittclpunct  der  dritten  von  M“  aus  nach 
N hin  liegt.  Es  folgt  dicss  auch  aus  der  letzten  Gleichung,  welche,  wenn  wir  ij"  — o 
setzen,  in  folgende  Ubergeht: 

» r*J 

- °- 

Da  alsdann  nomlich  in  der  Construction  der  23.  Figur  i\,  ij  und  «J  positiv  sind,  so 
ändern  sich  in  dieser  Gleichung  von  einem  Gliede  zum  folgenden  zweimal  die  Zeichen. 
Nach  einem  bekannten  Satze  sind  also,  wenn  alle  Wurzeln  reell  sind,  zwei  derselben 
positiv,  und  da  der  Ausdruck: 

y(y 

notbwendig  negativ  ist,  SO  folgt,  dass  die  positiven  Wertbc  von  y beide  zwischen  y und 
tf'  fallen  müssen.  Da  den  beiden  l’u rieten  M'  und  M Ellipsen  entsprechen , deren  Inhalt 
gleich  Null  ist,  so  liegt  zwischen  M'  und  M der  Mittclpunct  einer  Ellipse,  deren  Inhalt 
ein  rnaximum  ist.  Wenn  r'-i  grösser  als  dieses  maximum  ist,  $0  werden  die  beiden  po- 
sitiven Wurzeln  der  letzte«  Gleichung  imaginär  und  von  den  verlangten  Ellipsen  ist  nnr 
eine  einzige  reell,  ncinlich  diejenige,  deren  Mittclpunct  von  M'  aus  nach  N hin  liegt. 
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Wenn  wir,  statt  einer  Ellipse  von  gegebenem  Inhalte,  eine  Hyperbel  verlangen,  in 
welcher  von  dem  Asymptoten- Winkel  durch  irgend  eine  beliebige  Tangente  ein  Dreieck 
von  gegebenem  Inhalte,  A,  abgcschnittcn  wird,  so  brauchen  wir  zur  llestimmung  des 
Mittclpunctes  einer  solchen  Hyperbel  in  den  Gleichungen  der  vorliegenden  Nummer  bloss 
( — r1)  mit  A1  zu  vertauschen.  Es  gibt  also  auch,  im  Allgemeinen,  drei  solcher  Hyper- 
beln. Die  Miltclpnnctc  zweier  derselben  liegen  zwischen  M”  und  M,  der  Mitlelpunct  der 
dritten  fällt  über  M hinans  nach  L hin.  Diejenige  Hyperbel , auf  die  sich  ein  maximum 
von  A bezieht,  bat  einen  Pimct  zwischen  M“  und  M*  zu  ihrem  Mittelpunctc. 

Die  Summe  der  drei  Wurzeln  der  Gleichungen  (fi)  oder  (6)  und  die  Summe  der 
Prodnctc  je  zweier  derselben  ist  von  dem  gegebenen  Inhalte  r’n  durchaus  unabhängig. 
Die  erste  dieser  beiden  Bemerkungen  gibt,  wenn  man  zugleich  berücksichtigt,  dass  der 
Scliwcrpunct  der  Fläche  einer  Ellipse  in  den  Mitlelpunct  derselben  fallt,  folgenden  Satz. 

Die  Scluverpuncte  der  Flächen  dreier  Ellipsen,  Kelche'  vier  gegebene  gerade  Linien 
berühren,  und  beliebigen,  ober  gleichen  Inhalt  haben,  ist  ein  fester  Pimct,  der  zu- 
gleich auch  der  Schtverpuncl  der  Mitten  der  drei  Diagonalen  der , von  den  vier  gege- 
benen geraden  Linien  gebildeten , vierseitigen  Figur  ist. 

6ä9-  In  ein  gegebenes  Viereck  diejenige  Ellipse  zu  beschreiben,  deren  Inhalt  der 
grösst  möglichste  ist.  *) 

W enn  wir  die  Gleichung  (6),  in  Beziehung  auf  die  Grössen  r nnd  y,  welche  sieb 
gegenseitig  bestimmen,  diffcrcnliircn  und  dr  — o setzen,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung 
des  Mittclpunctes  der  verlangten  Ellipse  folgende  Gleichung: 

— o.  (7) 

Wenn  wir  -Hf  «=  o setzen,  das  heisst,  die  Abstände  auf  der  geraden  Linie  NI, 
von  demjenigen  Punctc  an  rechnen,  welcher  der  Scliwcrpunct  der  Mitten  der  drei  Diago- 
nalen ist  nnd  von  dem  am  Ende  der  vorigen  Nummer  die  Ilcdc  war,  so  sind  die  Wur- 
zeln der  letzten  Gleichung  folgende: 

- 

Der  zweite  der  beiden  vorstehenden  Ausdrücke  für  y zeigt,  dass  diese  Wurzeln  immer 
reell  bleiben,  so  lange  die  vier  grgebenen  geraden  Linien,  und  demnach  q,  ij  und  rf, 
reell  sind.  Wenn  wir  ferner  annehmen,  dass,  wie  in  der  23.  Figur,  tj  > ij  und  rj  > r" 
so  folgt,  dass  der  positive  Werth  von  y nothw endig  kleiner  ist  als  r;  und  grösser  als  tj, 
nnd  also  auf  einen  Pimct  zwischen  M'  und  M sich  bezieht.  . Hieraus  und  ans  den  Bemer- 
kungen der  vorigen  Nummer  ist  ersichtlich,  dass  der  pos|tjvc  Werth  von  y dein  Millcl- 
punctc  der  verlangten  Ellipse  entspricht,  der  negative  Werth  hingegen  derjenigen  Hy- 
perbel, in  welchem  von  dem  Asymptoten  - Winkel  durch  eine  beliebige  Tangente  ein 
Dreieck  abgeschnitten  wird,  dessen  Inhalt  der  möglichst  grösscste  ist. 

*)  IJrei  Behandlungen  dieser  Aufgabe  befinden  sich  ln  VON  Zach’s  Monatlicher  Corres- 
pond e q s. 

Bestimmung  der  grössten  Ellipse,  welche  die  vier  Seiten  eines  ge- 
gebenen Vierecks  berührt.  Von  II.  Prof.  (jAVSS.  1310  August  S.  112  — 121, 
Bestimmung  der  grössten  in  ein  Viereck,  so  wie  auch  in  ein  Dreieck,  su 
beschreibenden  Ellipse.  Von  II.  Prof.  PVAKF  in  Halle.  Sgpt.  S,  323  — 22«, 
In  ein  gegebenes  unregelmässiges  Viereck  AUCH  diejenige  Ellipse  m 
beschreiben,  die  den  möglichst  grössten  fläch cursum  enthält.  Von  |l, 
Dr.  Moll WEIDX.  S.  227—  231. 

«* 


W+W'-HV'" 
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Wenn  wir  die  Abstände  auf  NL  von  dem  Mittelptmctc  der  eben  bestimmten  Ellipse 
oder  Hyperbel  an  rechnen,  wodnrch  eine  Wurzel  der  Gleichung  (7)  Null  wird,  so 
kommt:  , , , 

W+m"+ n'v"  “ 0, 

oder,  indem  wir  dnreb  ’i'i'l“  dividiren: 

t 11  o 

* 7 'V  1 ” 

eine  Gleichung,  welche  eine  charactcristische  Eigenschaft  dieser  Mittelptmcte,  ausdrlickt. 

630.  Um  die  Gleichung  (S)  zu  bilden,  brauchen  wir  bloss  die  Form  des  Ausdruckes 
ftlr  i4  und  überdicss  den  Cocfficicnlcn  C zn  kennen;  um  die  Gleichung  (7)  zu  bilden, 
brauchen  wir  auch  nicht  einmal  C zu  kennen,  sondern  es  ist  hinreichend  zu  wissen,  dass 
r*  durch  eine  ganze  Function  des  dritten  Grades  von  y gegeben  ist,  und  dass  diese 
Function  für  drei  bekannte  Werthc  von  y,  die  aus  der  Figur  sich  unmittelbar  ergehen, 
verschwindet.  Wir  können  Uberbanpt  das  marimum  oder  minimum  einer  Function  einer 
veränderlichen  Grösse  bestimmen,  wenn  wir  wissen,  dass  diese  Function  eine  algebrai- 
sche ist,  und  alle  diejenigen  Werthc  der  veränderlichen  Grösse  kennen,  fitr  welche  die 
Function  verschwindet  und  unendlich  wird.  Wenn  die  Function,  wie  im  vorliegenden 
Falle,  eine  ganze  ist,  so  wird  dieselbe  für  keinen  endlichen  Werth  der  veränderlichen 
Grösse  unendlich,  und  zur  Bestimmung  des  marimum  oder  minimum  derselben  branchcn 
wir  nur  diejenigen  (reellen  oder  imaginären)  Werthc  der  veränderlichen  Grösse  zu  ken- 
nen, für  welche  die  Function  verschwindet  und  die  Zahl  dieser  Werthc  wird  durch  den 
Grad  der  Function  angezcigt.  Zugleich  ist  vorauszuschcn , dass,  im  Allgemeinen,  die 
Conslruction  desjenigen  Wcrthcs  der  veränderlichen  Grösse,  für  welchen  die  Function 
marimum  oder  minimum  wird,  sich  leichter  construiren  lassen  werde,  wenn  wir  von 
denjenigen  Wcrlhen  der  veränderlichen  Grössen,  als  bekannt,  ausgehen,  für  welche  die 
Function  verschwindet  oder  unendlich  wird,  als  vou  einer  Conslanlcn- Bestimmung,  die 
nur  in  einer  entfernteren  Beziehung  zur  jedesmaligen  Aufgabe  steht. 

Auf  diese  Bemerkung  gründet  sich  die,  als  ein  Muster  der  analytischen  Bebandlungs- 
weise  gepriesene,  oben  angeführte  GAUSSischc  Conslruction  der  Anfgabc  der  vorigen 
Nummer.  In  der  neuen  Bestimmung  der  Cnrvcn  durch  ihre  Tangenten  erhalten  wir  den 
Ausdruck  für  r*  auf  die  möglichst  einfache  Weise,  und  um  darzuthun,  dass  dieser  Aus- 
druck iür  y = 7,  y = 1/  und  y tj'  verschwindet,  bedarf  es  hier  durchaus  keiner 
Gränz -Betrachtungen,  die  nothwendig  werden  beim  Gebrauche  vou  Punct - Coordinaten, 
weil  wir  durch  diese  eine  Ellipse,  die  auf  eine  gerade  Linie  sich  rcducirt  hat,  auf  keine 
Weise  durch  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  ausdrucken  können. 

651.  Wenn  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  zwei  zusammenfallen,  und  wir 
also  solche  Curvcn  zweiter  Classe  betrachten,  welche  einem  gegebenen  Dreiecke  einge- 
schrieben sind,  und  eine  Seite  desselben  in  einem  gegebenen  Punclc  berühren,  so  kön- 
nen wir  alle  diese  Curvcn,  gerade  wie  bisher,  noch  durch  die  allgemeine  Gleichung  (1) 
darstellen , indem  wir  die  letztgenannte  Seite  zur  ersten  Axe,  einen  anliegenden  Win- 
kclpunct  zum  Anfangspuncte  nehmen,  und  die  zweite  Azc  derjenigen  geraden  Linie  pa- 
rallel legen,  welche  durch  die  Milte  dieser  Seite  (die  wir  gleich  (2a)  setzen)  und  die  Mitte 
derjenigen  geraden  Linie  geht,  welche  den  gegebenen  Bcriihrnngspunct  mit  dem  gegen- 
überliegenden Winkelpuncle  des  Dreiecks  verbindet  Wir  erhalten  alsdann  nach  der 
606.  Nummer: 
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P „ £ 

r = o,  g =•  *, 

indem  wir  durch  * die  Abscisse  des  Bcriihnmgspnnctcs  bezeichnen,  wonach  die  Gleichung 
(4)  in  folgende  übergebt: 


Cy  '-f^x5 — 3ax)yM- 


sin7  & 


(») 


Wenn  der  gegebene  Berührungspnnct  auf  der  Drciecksscitc  selbst  liegt,  so  fallen 
(641)  die  beiden  Pnncte  M"  nnd  M'  zusammen,  und  zwei  solcher  eingeschriebenen  Hy- 
perbeln, in  welchen  von  dem  Asymptoten- Winkel  durch  eine  beliebige  Tangente  ein 
Dreieck  von  gegebenem  Inhalte  abgeschnitten  wird,  sind  offenbar  imaginär,  und  cs  gibt 
kein  maximum  dieses  Inhaltes,  oder,  mit  andern  Worten,  dieses  maximum  wird  gleich 
Noll,  indem  die  bezügliche  Hyperbel  in  zwei  Punctc,  oder,  was  dasselbe  heisst,  in  die 
zwiefache  \ crlängcrung  derjenigen  Seite  des  Dreiecks  übergeht,  welche  in  die  erste  Axe 
fallt.  Wenn  hingegen  der  gegebene  BerUhrungspunct  auf  der  Verlängerung  der  Dreiccks- 
scitc  liegt,  so  fallen  die  beiden  Punctc  IW‘  und  M zusammen  und  von  den  drei  Ellipsen 
von  gegebenem  Inhalte,  die,  im  Allgemeinen,  vier  gegebene  gerade  Linie  berühren,  wer- 
den zwei  nothwendig  imaginär,  so  lange  der  gegebene  Inhalt  nicht  gleich  Null  ist;  es 
gibt  kein  maximum  dieses  Inhaltes. 

Dasselbe  folgt  ans  der  letzten  Gleichung.  Wir  können  derselben,  indem  wir 

x1— 2ax 

c 

setzen,  folgende  einfachere  Form  geben: 

Cy’(y —q)siri‘9-H*  = o.  (») 

t]  bedeutet  hier  offenbar  den  Abstand  der  Mitte  der  in  die  erste  Axe  fallenden  Drciccks- 
seitc  von  der  Milte  derjenigen  geraden  Linie;  welche  den  BerUhrungspunct  auf  dieser 
Seite  mit  dem  gegenüberliegenden  Winkclponctc  verbindet.  Wenn  wir  die  letzte  Glei- 
chung, in  Beziehung  auf  r und  y,  differentiiren , nnd  dr  ■=  o setzen,  so  ergibt  sich,  ia 
Uebercinstimmung  mit  (7): 

jiy—Yit)  = °. 

Dem  Factor  y entspricht  die  in  die  erste  Coordinaten  - Axe  fallende  Dreiecksseite,  oder 
ihre  zwiefache  Verlängerung,  dem  andern  Factor  (y— %:;)  entspricht  eine  grösste  Ellipse, 
wenn  der  gegebene  Bcriihrungspunct  auf  dieser  Seite  selbst  liegt,  oder  eine  Hyperbel, 
in  welcher  von  dem  Asymptoten  - Winkel  durch  eine  beliebige  Tangente  ein  Dreieck, 
dessen  Inhalt  ein  maximum  ist,  abgcschnittcn  wird,  wenn  der  gegebene  Beriibrungsponrt 
auf  der  Verlängerung  dieser  Seite  liegt. 

Wenn  das  gegebene  Dreieck  unverändert  dasselbe  bleibt,  der  gegebene  Bcrührungs- 
ptmet  aber  auf  der  Basis  desselben  oder  ihrer  Verlängerung  (der  ersten  Goordinatcn-Axe) 
fortrückt,  so  ändert  sich  iy  offenbar  so,  dass  r,sin9  constnnt  und  gleich  der  halben  Höhe 
des  gegebenen  Dreiecks  bleibt.  Nennen  wir  diese  Höhe  h,  so  erhallen  wir  für  das  in 
Rede  stehende  maximum-. 

y sin9  =>  '/jh. 

Der  geometrische  Ort  für  den  Mittelpunct  der  eben  bestimmten  Ellipse  oder  Hyperbel, 
für  jede  verschiedene  Lage  des  Bertihrangsponctes  auf  der  Basis  des  gegebenen  Dreiecks, 
ist  also  eine,  durch  den  Schwerpunct  des  Dreiecks  gehende,  der  Basis  parallele,  gerade 
Linie 
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Ao»  der  Gleichung  (9)  ergibt  sich,  wenn  wir 

ystfV»  «=  %h’,  C(>’— >7)  = — '/»Cy  «=  %(*’— 8a*), 

jenen : 

r*  = '/„(2a*— x’Jh1  = l/jr(2a— x)*b*.  <jo) 

Der  Inhalt  der  grössten  eingeschriebenen  Ellipse  hängt  also  nur  von  der  Höhe  des  gege- 
benen Dreiecks  und  dein  Producto  der,  durch  den  gegebenen  Bertihrungspnnct  auf  der 
Basis  desselben  bestimmten,  beiden  Segmenten  ab.  Wenn  man  diesen  Berilhrungspunct 
mit  dem  gegenüberliegenden  W’inkelpunctc  verbindet,  so  erhält  man  zwei  Dreiecke,  de- 
ren Inhalt  Vjxh  = A'  und  l/1(2a—  x)h  = A”.  Hiernach  kommt: 

r'  «=  «/„A'A". 

Der  Ausdruck  ftir  r*  (to)  ist,  als  Function  von  71,  wiederum  eines  maximum  fähig.  Die- 
sem entspricht 

x = a, 

wuraus  hervorgeht,  dass  die  grösste  Ellipse,  welche  Überhaupt  in  das  gegebene  Dreieck 
beschrieben  werden  kann,  die  in  die  erste  Axc  fallende  Seite  desselben,  und  folglich  auch 
die  Leiden  übrigen  Seiten,  in  ihren  Mitten  berührt.  Der  Mittclpunct  dieser  Ellipse  ist 
also  der  Schwcrpunct  des  gegebenen  Dreiecks.  Wenn  man  den  Inhalt  dieses  Drei- 
ecks A"  nennt,  so  ist: 

3^3.^  = 2A". 

W ir  hätten  auch , um  die  grösste  Ellipse , welche  in  das  gegebene  Dreieck  sich  be- 
schreiben lässt,  zu  bestimmen,  ysind  = z (wo  alsdann  z der  Abstand  des  Mittelpunctcs 
einer  eingeschriebenen  Ellipse  von  der  ersten  Axc  bedeutet)  setzen,  wonach  die  Gleichung 
(8),  da 


in  folgende  übergebt: 


„ 23x— xJ  2ax— x*  . 

L = = 2. — r — .sind, 

?!  h 

(2ax— x*)^^~  = 0,. 


und  dann  diese  Gleichung,  zuerst  in  Beziehung  auf  x,  und  zuletzt  in  Beziehung  auf  z* 
differentiiren  können.  Auf  dies»  Weise  ergibt  sich  zuvörderst  der  Satz,  dass  von  allen 
denjenigen  eingeschriebenen  Ellipsen,  deren  Mittelpuncte  auf  einer  der  Basis  des  gegebe- 
nen Dreiecks  parallelen  geraden  Linie  liegen , diejenige  Ellipse  den  grüsscstcn  Inhalt  hat, 
welche  die  Basis  in  ihrer  Milte  berührt. 


63*.  W ir  können  aus  der  Gleichung  (3)  auch  noch  andere  Constructioncn  der  gröss- 
ten Ellipse,  wclelm  vier  gegebene  gerade  Linien  berührt,  ableiten.  Denn  setzen  wir  in 
dieser  Gleichung  — = z,  und  nennen  diejenigen  drei  W’crthe  von  z,  welche  sich  auf  die 

drei  Diagonalen  der  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linieu  gebildeten  vierseitigen  Figur 
beziehen,  {,  ? und  T»  »o  kommt: 

(D  \*  r* 

c)  (*-c)(z-rx*-r>»-SSi5  *=  o. 

. r 

Oder  wenn  wir  - v setzen  und  die  jenen  drei  Diagonalen  entsprechenden  W'erthe 
von  r durch  t>,  v und  v " unterscheiden,  so  ist: 

C/D\*  . r* 

F ) (v-v)(v-e'Xv-v  - Oi 

..  ' £ , • 

und  endlich,  wenn  wir  -r  = w setzen,  und  diejenigen  Wcrthe  von  w,  welche  sich  auf 
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die  drei  Diagonalen  beziehen,  co,  cd  and  m nennen: 
C/D\" 


| \ J rt 

r J (W-0>)(W-«)(W— (o")+.-^  = o. 


E V E J “/x 

Bei  der  Bestimmung  des  maximum  fallen  aus  jeder  der  drei  vorstehenden  Gleichun- 
gen die  Cocflicicntcn  der  allgemeinen  Gleichung  der  Oerter  zweiter  Glasse  aur,  und  wir 
sehen,  dass,  fllr  dieses  maximum,  w dieselbe  Function  von  ro,  to  und  cd'  ist,  als  v von 
v,  v'  nnd  v“,  als  z von  £,  £"  und  £"  und  als  y von  tj,  rj  und  tj',  So  können  wir  zum 
Beispiel,  wenn  wir  die  grösste  Ellipse  bestimmen  wollen,  welche  einem  gegebenen  Dreie- 
cke eingeschrieben  ist  und  eine  Seite  desselben,  in  eiurm  gegebenen  Puncle  berührt, 
o s a'  a o,  ? = £’=*  o und  rj  = rj'  = o setzen,  nnd  erhalten  alsdann  fiir  diese 
grösste  Ellipse: 

y =*  %7>  1 “ ’/j?>  w = %“•  — 

553.  Fiir  solche  Curvcn  zweiter  Classc,  welche  die  erste  Axc  im  Anfangspenclc  der 
Coordinatcn  berühren,  rcducirt  sich  der  Ausdruck: 

(AC— B»)(AF— D:)— (AE— BD)J 

. 

indem  wir  F = E -=  o setzen,  auf: 

CD*  • . . 

A*  * (,o) 

Wenn  die  Curvcn  sich  auf  der  ersten  Azc  drcipunctig  oder  viorpunctig  osculiren,  so  ist 
der  Quotient  ^ coustant  (58l).  Wenn  also  der  Inhalt  einer  osculircnden  Ellipse  gegeben 
und  gleich  r -n  ist  nnd  wir  jenen  constanten  Quotienten  y nennen,  so  kommt; 

/D\!  _ _ 

\A/  ysinH)' 

Diese  Gleichung  gibt  für  also  für  die  Abscissc  des  Mittclpnnctcs  der  osculircn- 

den Ellipse  immer  nur  einen  einzigen  reellen  Werth.  Dasselbe  findet  Statt,  wenn  wir 
im  zweiten  Theile  dieser  Gleichung  das  Zeichen  ändern,  und  also  statt  einer  Ellipse  eine 
Hyperbel  erhalten.  In  beiden  Fällen  gibt  cs  kein  maximum.  Dieselben  Folgerungen  hät- 
ten wir  auch  unmittelbar  aus  der  6ü3.  Nummer  ziehen  können. 

Wir  bemerken  beiläufig,  dass  der  Ansdmck  (10)  constaut  bleibt,  so  lan»o  die  Otto- 
A D 6 Y 

Heute  n und  £ dieselben  Wcrthe  behalten  nnd  somit  erhalten  wir  folgende  Sülze  (60l): 

Alle  Ellipsen,  « eiche  dieselben  beiden,  unter  sich  parallelen,  geraden  Union  be- 
rühren und  auf  einer  derselben  sich  drcipunctig  osculiren,  haben  gleichen  Flächenin- 
halt. ln  allen  Hyperbeln , n elche  unter  sich  mul  mit  jenen  Ellipsen  auf  der  einen  ge- 
raden Linie  einen  drcipuncligen  Contacl  haben,  und  die  andere  gerade  Linie  berühren, 
wird  von  dem  Asymptoten  - Winkel , durch  eine  beliebige  Tangente , ein  Dreieck  von 
canstantern  Inhalte  abgeschnitten  urut  dieser  Inhalt  ist  dem  Producte  der  beiden  halben 
Axcn  einer  jener  Ellipsen  gleich. 

65 ie  Eine  Parabel  zu  beschreiben,  welche  die  drei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks 
berührt  und  deren  Parameter  ein  maximum  ist. 

Der  vierte  Theil  (P)  des  Parameters  einer  durch  die  allgemeine  Gleichung: 
aBvw-t-Cv’-f-^Duw-t-iEav-t-Fu3  = o,  - (i) 

dargestcliten  Parabel  ist,  hei  der  Yoranssetznng  rechtwinkliger  Coordinatcn  - Aren,  durch 
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folgende  Gleichung  bestimmt  (506); 

(CD1— 2BDE-+-FB1)1 


AP*. 


(•) 


(BM-D1)* 

Wenn  wir  einen  Winkclpnnct  des  gegebenen  Dreiecks  zum  Anfangspuncle  der  Coor- 
dinaten  nehmen  und  die  erste  Axc  der  diesem  YVinkelpuncte  gegenüberliegenden  Seite 
parallel  legen,  so  können  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  aller  eingeschriebenen 
Parabeln  alle  CoefGcientcn,  B ansgenommen,  als  ein  für  alle  Mal  gegeben  betrach- 
ten (536}. 

Wenn  wir  in  dein  Ausdrucke  für  4P1  Nenner  nnd  Zähler  durch  C4  dmdiren  and 
dann  ? = -i  setzen,  so  kommt  nach  einer  einfachen  Redaction; 


2x 


J,  D*  D E , F l* 


P*. 


Es  bedeutet  hier  x dasjenige  Segment,  welches  von  einer  der  zweiten  Axc  parallelen 
Tangente  auf  der  ersten  Axe  abgeschnitten  wird;  denn  wenn  wir  in  der  Gleichung  (1) 
w • 

u = o setzen,  so  kommt  — ~ = = x.  Mit  denjenigen  Parabeln,  welche  die  Seiten 

des  gegebenen  Dreiecks  berühren,  ordnen  sich  drei  Puncten- Systeme  zusammen  (618). 
Jedes  derselben  besteht  aus  einem  Winkelpnncte  des  Dreiecks  und  einem  Punctc,  der, 
nach  der  Richtung  der  gegenüberliegenden  Seite  hin , unendlich  weit  liegt.  In'  Beziehung 
auf  diese  drei  Systeme  erhalten  wir  offenbar  für  x die  Abscisscn  der  drei  YVinkelpuncte 
des  gegebenen  Dreiecks.  Eine  dieser  Abscissen  ist,  bei  nnsercr  Coordinaten -Annahme, 
gleich  Null;  die  beiden  andern  wollen  wir  !f  und  $"  nennen.  Hiernach  erhalten  wir  aus 
der  leisten  Gleichung  folgende: 

.T>.  rxcx-rxz-r)]’  ^ ■ [.(«-nfz-rn 

*(e) ' pcfeT)'  ‘ *(S)  • (»+v£y  * -•  . 

Wir  haben  ferner: 

C FC 
*ü  m aD  F 

indem  wir  durch  tf  die  Ordinate  eines  der  beiden,  nicht  in  den  Anfangspunct  fallenden, 
YVinkelpuncte  des  gegebenen  Dreiecks  bezeichnen.  Hiernach  kommt  endlich: 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  es  im  Allgemeinen  sechs  verschiedene  Parabeln  gibt,  wel- 
che die  drei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  berühren,  und  deren  Parameter  eine  gege- 
bene Grösse  hat.  Für  diejenigen  Parabeln,  in  welchen  dieser  Parameter  ein  maximum 
ist,  erhalten  wir,  auf  dem  bekannten  Wege,  folgende  Gleichnag: 

(fri^^MK^-arrv-^ör+rjx-f-iYr'  = o> 

Diese  Gleichung  xeigt,  dass  cs,  im  Allgemeinen,  drei  verschiedene  solcher  maxi~ 
ma  gibt.  ■— * 

Der  um  das  gegebene  Dreieck,  ABC,  beschriebene  Kreis  ist  der  geometrische  Ort 
für  die  Brenupuncte  aller  Parabeln,  welche  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  berührea-  Wenn 
wir  den  Brcnnpunct  in  einem  YVinkelpuncte  des  gegebenen  Dreiecks  annehmen,  so 


V ** 
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et- halten  wir,  Statt  der  Parabel,  ein  Punclcn -System , und  der  bezügliche  Parameter  ist 
gleich  Noll.  Wenn  der  Brennpunct  auf  dem  umschriebenen  Kreise  von  einem  Winkel- 
puncte  des  Dreiecks,  etwa  von  ß,  nach  einem  andern,  C,  fortnickt,  so  wächst  anfäng- 
lich der  Parameter  der  bezüglichen  Parabel,  erreicht  dann  sein  maximum,  und  nimmt 
endlich  wieder  ab,  bis  er  im  Puncte  C wieder  ganz  verschwindet.  Wir  sehen  hieraus, 
dass  den  drei  Wurzeln  der  letzten  Gleichung  wirklich  drei  maxima  entsprechen,  und 
dass  diese  maxima  notbwendig  alle  drei  reell  sind , so  lange  das  gegebene  Dreieck  reell 
bleibt.  Zugleich  ist  anf  diesem  Wege  ersichtlich,  dass  es,  im  Allgemeinen,  sechs  ver- 
schiedene Parabeln  gibt,  welche  dem  gegebenen  Dreiecke  eingeschrieben  sind  und  einen  Pa- 
rameter von  gegebener  Länge  haben.  Jede  Seite  des  Dreiecks  und  die  Verlängerungen  der  je- 
desmalig beiden  übrigen  Seiten  werden  von  zwei  Parabeln  von  gegebenem  Parameter, 
and  von  einer  Parabel,  deren  Parameter  ein  maximum  ist,  berührt. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  lassen  sich  nor  in  besondem  Fällen  durch  Conslrue- 
tionen  der  Elementar- Geometrie  bestimmen.  Einem  solchen  Falle  entspricht  die  Bedin- 
gungs-Gleichung: 

r+r  = o, 

welche  anseigt,  dass  das  gegebene  Dreieck  zwei  gleiche  Schenkel  ha.  Alsdann  rcducirt 
sich  die  Gleichung  (3),  indem  eine  ihrer  Wurzeln  unendlich  wird,  auf  folgende: 

[.•»rw1]**  - r*.  M 

Der  unendlich  werdende  Werth  von  * zeigt  eine  Parabel  an,  deren  Axe  der  zweite« 
Coordinatcn  - Axc  parallel  ist,  nnd  man  sicht  sogleich,  dass  im  vorliegenden  Falle  beide 
Axcn  zusammenfallcn.  Die  beiden  andern  Wcrlhc  von  x,  welche  die  letzte  Gleichung 
gibt,  sind  leicht  zu  construiren. 

Die  Gleichung  (3)  rcducirt  sich  ferner  auch  in  demjenigen  Falle,  dass  zwei  Seiten  des  Fig.  ? 
gegebenen  Dreiecks,  AC  und  BC,  zusammenfallcn,  und  demnach  alle  Parabeln 
zwei  gerade  Linien  AN  nnd  AC  nnd  die  eine  derselben,  AC,  in  einem  gegebenen  Puncte, 

C,  berühren.  Der  Ort  für  die  Brcnnpunctc  aller  solcher  Parabeln  ist  ein  Kreis,  der  die 
gegebene  gerade  Linie  AN  in  ihrem  Dnrchscbnittspnnctc  A mit  AC  berührt,  nnd  zugleich 
durch  den  gegebenen  Berilhrnngspunct  C auf  AC  geht.  W’ir  können  hieraus  leicht  a 
priori  entnehmen,  dass  eines  der  in  Rede  stehenden  maxima  von  P Null  wird,  und 
dass  diesem maximum  x = o entspricht,  wenn  wir  der  obigen  Coordinatcn -Bestimmung 
gemäss  den  Dorchscbnittspunct  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien,  A,  zum  Anfangs- 
puncte  and  diejenige  gegebene  gerade  Linie,  auf  welcher  zugleich  der  BcrUbrungspnnct 
gegeben  ist,  AC,  zur  ersten  Axe  nehmen.  Hiernach  erhält  man: 

F o,  i x =o,  ~ ■=  tangKf,  ? m.  AC,  i =»  fcotgy, 

indem  man  den  Winkel,  welche  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  mit  einander  bil- 
den , durch  i f bezeichnet.  Alsdann  geht  die  Gleichung  (3)  in  folgende  leicht  zu  construi- 
rendc  Gleichung  des  zweiten  Grades  über: 

x1+3l‘cotg-!fx~-f,colg'l'p  ■=  o.  * (s) 

Wenn  der  Winkel  <f,  welchen  die  beiden  gegebenen  geraden  L»inien  mit  einander 
bilden,  ein  rechter  ist,  so  sind  die  Wurzeln  der  letzten  Gleichung  heide  gleich  Null; 
was  weiter  nichts  heisst,  als  dass  die  zweite  Coordinatcn- Axc,  also  die  gegebene  gerade 
Linie  AN,  eine  Tangente  der  verlangten  Parabel  ist.  In  diesem  spccicllcn  Falle  kommen 
wir  also  auf  dem  oben  cingeschlagenon  Wege  nicht  sttr  Bestimmung  dieser  Parabel. 

II,  « 
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Wir  gelangen  indes*  lejclit  hierin,  wenn  wir  zur  Gleichnng  (3)  zurückgehen  und  in  die- 
ser Gleichung,  unserer  Coordinaten-  Annahme  gemäss,  Fco  und  C ■=  o setzen.  Auf 
diese  Weise  kommt: 

BUVE’ 

(TP+IFp 

nnd  für  das  maximum  von  P,  als  Function  von  B betrachtet: 

D3— 2B3  = o, 

wonach  wir,  wenn  wir  den  Winkel,  welche  die  Durchmesser  der  verlangten  Parabel  mit 
der  ersten  Aue  bilden,  o nennen,  folgende  Gleichung  erhalten: 

tanga  t=  +V2. 

Wenn  alle  in  Rede  stehenden  Parabeln  sich  drcipunctig  oscnliren,  so  ist 
jf  «=  o und  <p  = o.  Von  den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (5)  ist  alsdann  die  ein* 
Noll  und  die  andere  unendlich;  denn  das  Product  derselben,  [=  — Q-' cotgtf)* J,  erscheint 
unter  der  unbestimmten,  nicht  rcducirbarcn.  Form  o.n,  während  die  Summe  derselben 
[=  —ü{%' col g<[)cotgip]  unendlich  wird.  Wir  finden  diese  Behauptung  bestätigt,  wenn  wir 
wiederum  zur  Gleichung  (2)  zurückgehen , und  in  dieser  Gleichung  F c o und  E — o 
setzen.  Alsdann  kommt  ncmlich: 

C’D*  - /P3 

und  man  sieht  sogleich,  dass  B «=  o dem  maximum  von  P entspricht.  Es  stehen  also 
die  Durchmesser  der  bezüglichen  Parabel  auf  der  ersten  Coordinaten- Axc,  der  Tangent» 
im  Osculationspunctc , senkrecht.  Von  allen  Parabeln,  welche  eine  gegebene  (beliebige) 

‘ Curve  in  einem  gegebenen  Punctc  oscnliren,  hat  diejenige  den  grössten  Parameter,  deren 
Axe  durch  den  gegebenen  Osculationspunct  geht 

Hierhin  gehört  auch  der  Fall,  dass  alle  Parabeln,  statt  drei  gegebene  gerade  Linien 
zu  berühren,  einen  gegebenen  Pnnct  zum  Brcnnpuncte  haben  und  überdies*  eine  gegebene 
gerade  Linie  berühren.  Wenn  wir  den  gegebenen  Brrnnpunct  zum  Anfangspunctc  neh- 
men, nnd  die  erste  Axc  parallel  mit  der  gegebenen  geraden  Linie  legen,  so  verwandelt 
sieb  die  Gleichung  (-2),  indem  wir  E o und  F = C nehmen,  in  folgende: 

B3+D3  4 ’ 

und  hiernach  kommt,  wenn  wir,  der  bisherigen  Bezeichnung  entsprechend,  den  Abstand 
des  gegebenen  Punctcs  von  der  gegebenen  geraden  Linie  nennen : 


1 1 =*  I". 

z1  ij'3 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  es  unter  den  Parabeln,  die  wir  betrachten,  nnV  zwei  von  gegeb- 
nem Parameter  gibt.  Diese  sind  leicht  zu  construircn , denn  die  letzte  Gleichung  gibt 

Dem  maximum  von  P entspricht  B = o oder  x «=  das  heisst,  diejenige  Parabel  hat 
den  grössten  Parameter,  deren  Durchmesser  auf  der  gegebenen  geraden  Linie  senkrecht 
stehen. 

665.  Wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  für  üP*  (2)  Nenner  nnd  Zähler  durch  ü4  dividi- 
ren,  und  dann  g =»  — v setzen,  so  kommt: 
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*p  - (b-'-|-4+b;  - p 

(t-t-v1)»  1 + ‘ 

imlfim  wir  die  Wurzeln  der  Glcichang  > 

CvM-üEv-f-F  = o 

»'  und  v"  nennen.  ( — v)  bedeutet  die  trigonometrische  Tangente  derjenigen  Winkel , wel- 
che die  Durchmesser  der  bezüglichen  Parabel  mit  der  ersten  Axe  bilden ; die  Seiten  des 
gegebenen  Dreiecks  bilden  mit  dieser  Axe  Winkel , deren  trigonometrische  Tangenten  o, 
(—v)  und  (— v")  sind.  Für  v = o,  v *=»  v und  v ==  v"  verschwindet  P ; es  wird  P Maxi- 
mum, wenn  wir  v"  durch  folgende  Gleichung,  die  der  Gleichung  (3)  ganz  analog  gebildet 
ist,  bestimmen: 

(u'+u')vs-H(3 — 2vV)v’ — 2(«-Hi")v+u’«”  *=  o.  (s) 

656.  Da  der  geometrische  Ort  für  die  Brcnnpnncte  solcher  Parabeln,  welche  die 
drei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  berühren,  der  diesem  Dreieck  umschriebene  Kreis 
ist,  so  liegt  der  Gedanke  nabe,  zur  Bestimmung  derjenigen  Parabel,  deren  Parameter 
ein  maximum  ist,  noch  einen  zweiten  geometrischen  Ort  für  den  Brcnnpunct  zu  suchen. 
Wenn  wir  zu  diesem  Ende  zu  der  480.  Nummer  zurUckgcben  und  H)  =■  w setzen, 
so  kommt: 

2BE— D(C— F)  2E-HC-F)v 

w “ ~2DE+B(C^Fj  **  2Ev-(C-bV 

und  hiernach: 

aE-KC-F)w 
T “ 2tw-(C-fV 

Wenn  wir  diesen  Werth  für  v in  die  letzte  Gleichung  der  vorigen  Nummer  subslituirea, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung  des  dritten  Grades  in  w,  welche  drei  durch  den  Anfangs- 
ponct  der  Coordinatcn  gehende  gerade  Linien  darstellt.  Diese  drei  gerade  Linien  schnei- 
den den,  dem  gegebenen  Dreiecke  umschriebenen,  Kreis,  ausser  in  dem  Anfangsponctc, 
noch  ln  drei  Punctcn:  den  Brcnnpuncten  der  gesuchten  Parabeln.  In  dem  oben  schon 
betrachteten  Falle,  dass  das  gegebene  Dreieck  ein  gleichschenkliges  ist,  gibt  die  letzte 
Gleichung , indem  wir 

2E  •»  — (v+v")  «=  0, 


C-  [>(v — v )(v — i")]i 
ß7  (l+v1)« 


w setzen, 


das  heisst,  wenn  man  durch  die  Spitze  eines  glcichschenklichcn  Dreiecks,  welches  einer 
gegebenen  Parabel  so  umschrieben  ist,  dass  diese  einen  der  beiden  gleichen  Schenkel 
selbst,  den  andern  Schenkel  aber  und  die  Basis  in  ihren  Verlängerungen  bcrtlbrt,  zwei 
gerade  Linien  zieht,  von  welchen  die  eine  durch  den  Brennpnncl  der  Pa-abel  geht  und 
die  andere  der  Axe  derselben  parallel  ist,  so  bilden  diese  beiden  geraden  Linien  mit  der 
Basis  des  gegebenen  Dreiecks  ein  zweites  gleichschenkliges  Dreieck.  Wenn  man  hier- 
nach durch  den  Anfangspunct  der  Coordinatcn  zwei  gerade  Linien  legt,  deren  Richtung 
durch  die  Wurzeln  der  Glcishung; 

(34-2«'*) v’—  ti*  «=  o,  (?) 

auf  welche  ira  vorliegenden  Falle  die  Gleichung  (6)  sich  rctjncirt,  gegeben  ist,  so  geht 
jede  derselben  durch  den  Brcnnpunct  einer  der  zu  construjrendcn  Parabeln  und  die  je- 
desmalig übrjgblcibendo  ist  den  Durchmessern  derselben  Parabel  parallel. 

243  * 
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In  dem  vorliegenden  Falle  können  wir  anch  die  beiden  Brconpancte  der  verlangten 
Parabeln  durch  die  Durchschnitte  des  dem  gegebenen  Dreiecke  umschriebenen  Kreises 
and  einer,  der  Basis  desselben  parallelen,  geraden  Linie  constrnireo.  Für  die  Gleichung 
dieser  •geraden  Linie  erhalten  wir,  wenn  wir  wieder  zur  480.  Nummer  zurückgthcnt 

D'C-F) 

y ** 

nnd  wir  brauchen  alsdann  nur  noch  aus  dieser  Gleichung,  vermittelst  der  Gleichung  (4) 
oder  (7),  B zu  climinircn.  Nach  einigen  Reductionen  erhält  man: 

Je*4*’ 


7 

7 


VW« 


Hiernach  ergibt  sieb  eine  sehr  leichte  Constrnction  jener  beiden  Brennpuncle.  Der  Brenn- 
pnnct  der  dritten  Parabel  liegt  auf  der  zweiten  Coordinatcn  - Ase.  — 

657.  In  ein  gegebenes  Parallelogramm  diejenige  Ellipse  tu  beschreiben , /reiche 
einem  Kreise  am  meisten  sich  annähert. 

Wenn  wir,  wie  in  der  ersten  Nummer  dieses  Paragraphen,  den  Mittelponct  des 
Parallelogramms  zum  Anfangspuncle  der  Coordinaten  nehmen  und  die  Axen  parallel  mit 
den  gegenüberliegenden  Seiten  desselben  legen,  so  ist 

Awj+Cv*+2Euv+Fu5  o o (x) 

die  allgemeine  Gleichung  aller  dem  gegebenen  Parallelogramme  eingeschriebenen  Cnrvea 
zweiter  Classe.  Alle  Cocfücientcn  dieser  GIcicbnng  sind  als  gegeben  zu  betrachten , mit 
Ausnahme  des  Cocfücicntcn  E,  der  von  einer  Curve  zur  andern  sich  ändert,  und  all* 
möglichen  Wcrthc  erhalten  kann. 

Wenn  wir  einen  derjenigen  Winkel,  welche  die  beiden  gleichen  zugeordnelen  Durch- 
messer einer  Ellipse  mit  einander  bilden,  $ nennen,  sp  ist  bekanntlich  tang'/ji  gleich 
dem  Vcrhältniss  der  beiden  Axen  der  Ellipse.  Dieses  Vcrhältniss  nähert  sich  um  so 
mehr  der  Einheit,  je  näher  der  Winkel  5 einem  rechten  kommt,  and  je  grösser  also 
sin%  wird.  Indem  wir  die  allgemeine  Gleichung  (1)  zn  Grande  legen  und  A =0  setzen,  ist  (513): 


. (CF— E^sin7» 
sm  i " 4(C+*L5i$+F)'*- 


W 


Wir  sehen  hieraas,  dass  sich,  ira  Allgemeinen,  zwei  verschiedene  Ellipsen  von  gegebe- 
nem Axen  - Vcrhältniss  in  das  gegebene  Parallelogramm  beschreiben  lassen.  Für  d» 
verlangte  Ellipse,  in  welcher  das  Axen- Vcrhältniss  der  Einheit  so  nahe  kommt  als  mög- 
lich, ergibt  sich,  auf  dem  bekannten  Wege,  zur  Bestimmung  von  E folgende  Gleichung: 


E 


CF 

-2e+FCOi*- 


(3) 


Wenn  wir  wie  in  der  646.  Nummer  construircn,  so  erhallen  wir  ohne  Mdhc  diejenige« 
beiden  Durchmesser,  deren  zugcordnetc  in  die  beiden  Coordinatcn  - Axen  fallen,  und 
dann  die  beiden  Axen  der  gesuchten  Ellipse. 

Die  Gleichung  (a)  geht,  wenn  wir  in  dieselbe  für  E den  eben  gefundenen  Werth 
sobstitoiren , nach  einigen  leichten  Reductionen  in  folgende  Uber: 
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uCYsin’’!) 

sin1^ 


üA1 


M 


‘ " (C— Fp+vCFSnV  (s-— t’^+nA1  ’ 

wenn  wir,  was  den  letzten  Ausdruck  betrifft,  den  Inhalt  des  gegebenen  Parallelogramms 
«A  und  die  Seiten ‘desselben  (1s)  nnd  (2t)  nennen.  Wir  sehen  hieraus  beiläufig,  dass 
nnr,  wenn  das  Parallelogramm  gleiche  Seiten  bat,  ein  Kreis  in  dasselbe  sich  beschrei- 
ben lässt.  Für  das  Quadrat  der  Hälfte  eines  der  beiden  gleichen  sugeordneten  Durch- 
messer ergibt  sich  (5t2) 

kC^EcoM]  - 

21  1 a(C-+-F)  2(s’-t-t3) 

und  dir  den  Inhalt  der  Ellipse: 

AV/[(s*-P)j-MAj]» 

s’-f-P 

Es  ist  offenbar,  dass  derjenige  Werth,  welchen  die  Gleichung  (i\)  für  »V|  gibt, 
ein  maximum  und  kein  nunimum  ist.  Denn  die  Gleichung  (3)  gibt  für  E einen  einzigen 
Werth,  und  sin^  kann  dadurch,  dass  die  eingeschriebene  Ellipse  sich  immer  mehr  ei- 
ner der  beiden  Diagonalen  des  gegebenen  Parallelogramms  annäbert,  auf  zwiefache 
Wrcisc  beliebig  klein  werden.  Diese  Diagonalen  bilden  den  lichergang  von  eingeschrie- 
benen Ellipsen  zu  eingeschriebenen  Hyperbeln;  sic  sind  als  solche  Ellipsen  anzuseben,  in 
welcbcn'ciner  der,  von  den  beiden  gleichen  zugeordneten  Durchmessern  gebildeten,  Winkel 
gleich  Null  ist,  oder  als  solche  Hyperbeln,  in  welchem  der  Asymptoten- Winkel  ver- 
schwindet. Nennen  wir  in  irgend  einer  eingeschriebenen  Hyperbel  den  Asymptoten- W 
kel  C,  so  ist  (u9t>) 

fCF— 

ta^  - « 

Es  ist  dieser  Ausdruck  weder  eines  maximum  noch  eines  minimum  fähig,  denn  eine» 
solchen  würde  wiederum  die  Gleichung  (3)  entsprechen , nnd  diese  gibt 

CF-E*  ~ (1£L_[(C-F)’+,tCFs/«*»]  >.o, 

wonach  die  bezügliche  Curvc  keine  Hyperbel  sein  kann  (.,89).  Dieselbe  Folgerung  hätten 
wir  auch  aus  der  Gleichung  (4)  ziehen  können,  welche  für  5 immer  einen  reellen  Werth, 
nnd  folglich  für  £ immer  einen  imaginären  Werth  gibt.  *)  Es  czistircn  also  Hyperbeln 
von  jedem  möglichen  Azcn-  Verhältnis*  und  insbesondere  gibt  es  also  auch  eine  gleich- 
seitige Hyperbel.  Zur  Bestimmung  dieser  gleichseitigen  Hyperbel  ergibt  sich  unmittelbar: 

.,  C+F 

E 


Icosö 


Nur  in  dem  einzigen.  Falle,  dass 
wird  E unendlich,  nnd  es  gibt,  iin 


das  gegebene  Parallelogramm  ein  rechtwinkliges  ist, 
eigentlichen  Verstände,  Leine  gleichseitige  Hyperbel, 
sondern  nur  solche  Hyperbeln,  die  einer  gleichseitigen  Hyperbel  so  nabe  kommen  kGn- 
als  man  nur  will,  ohne  aber  ganz  in  eine  solche  Ubcrzugcbcn. 


*)  Aas  der  Nebcneinjnderstelluug  der  beiden  Gleichungen  (!)  and  (3),  oder  such  aus  den 
allgemeinem  Ausdrücken  der  490.  und  51!.  Nummer  erhalten  wir,  indem  wir  den  Asympto- 
ten-Winkel  irgend  einer  Curve  zweiter  Classc  £ und  den  Winkel,  welchen  die  gleichen 
zugeordneten  Durchmesser  derselben  Cnrvcn  mit  einander  bilden.  £ nennen,  die  beojer- 
kcnswcrtlie  Gleichung: 

tlnrS  ™ —lang’ £. 
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668.  Wir  wenden  uns  sogleich  tu  der  nachstehenden  Allgemeinem  Anfgabe: 
ln  irgend  ein  gegebenes  Viereck  diejenige  Ellipse , Kelche  einem  Kreise  so  nahe  alt 
möglich  kommt  und  diejenige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  - Winkel  der  möglichst  grös- 
sesle  ist,  zu  beschreiben. 

Fig.  2S.  Wenn  wir  die  Coordinaten- Axcn  wiederum  wie  in  der  3a.  Figur  bestimmen  tmd 
OW  — 3a  sollen,  so  ist 

Aw’+SBvw+CvM-SDuw+SEnY+Fn*  -=  o (i) 

die  allgemeine  Gleichung  aller,  die  vier  gegebenen  (in  der  Figur  stärker  gehaltenen)  ge- 
raden Linien  berührenden,  Ocrtcr  zweiter  Classe,  wenn  wir  in  dieser  Gleichung  A und 
B als  beliebig  zu  bestimmende  Cocfficientcn,  zwischen  denen  bloss  die  Bedingung*  - Glei- 
chung 

B - aA 

Statt  findet,  betrachten.  Die  vier  übrigen  Cocfficientcn,  oder  vielmehr  die  Quotienten  ja 
zweier  derselben , sind  durch  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  vollkommen  bestimmt. 
Den  Coordinaten- Winkel  bezeichnen  wir,  wie  bisher,  durch  9.  Wenn  wir  alsdann  ir- 
gend eine  durch  die  Gleichung  (1)  dargcslcllte  Ellipse  betrachten  und  einen  derjenigen 
Winkel,  welchen  die  gleichen  zugeordneten  Durchmesser  derselben  mit  einander  bilden, 

5 nennen,  so  ist  (513) : _ 

. [(AC-B’XAF-D»)— (AE— BD)»]*,V»  . 

’ 4[(ÄC— Bj)+2(AE  - BD)coj3-KAF— D’)]1  • 

Wenn  wir  in  diesem  Ausdrucke  für  sin1;  statt  B schreiben  aA,  dann  Neuner  und  Zähler 
desselben  durch  A * diridiroo  und  endlich  D = I,  ^ e j setzen , so  kommt : 

. . CvM-fE1—  CF — sEaW’-f-Fa’y 

3(E-a)Cos^y-HaT>  « 

und  diese  Gleichung  können  wir  nochmals  in  folgende  amformen: 

*V  - <•> 

indem  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Cy'+fE’— CF-sEaJy’+Fa’jr  ■=»  o,  (s) 

(von  denen  eine  gleich  Null  ist)  durch  rj , rj  und  > j",  und  die  Wurzeln  der  Gleichung: 
y’fG+F— 3(K— a)cor3)y+a’  *=  o,  (6) 

durch  ija  und  bezeichnen.  Es  bedeutet  alsdann  y die  Ordinate  des  Mittclpunctee  der 
bezüglichen  Ellipse,  tj,  tj  tmd  7"  bedeuten  die  Ordinalen  der  Mitten  (M,  Äl'  und  M") 
der  drei  Diagonalen  der,  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten,  vollständi- 
gen vierseitigen  Figur,  7_  und  7ia  die  (reellen  oder  imaginären)  Ordinalen  der  Mitlelpuncta 
derjenigen  Leiden  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  die  vier  gegebenen  geraden  Linien 
berühren.  Wir  können  diese  Ordinalen  auf  der  geraden  Linie  NL  selbst  nehmen,  und 
da  in  der  Gleichung  (ii)  nur  Differenzen  solcher  Ordinatcn  Vorkommen,  su  können  wir 
auch,  statt  diese  Ordinatcn  vorn  Bunde  M”  an  zu  bestimmen,  dieselben  von  irgend  ei- 
nem beliebigen  I’unctc  dieser  geraden  Linie  an  rechnen. 

Die  Gleichung  (ä)  zeigt,  dass  es,  im  Allgemeinen,  vier  verschiedene  Ellipsen  gibt, 
deren  gleiche  zugeordnete  Durchmesser  gegebene  Winkel  mit  einander  bilden,  oder,  mit 
andern  Worten,  vier  Ellipsen,  die  einer  gegebenen  Ellipse  ähnlich  sind.  Es  ist  offen- 
bar, dass  die  Mitteipuncte  zweier  dieser  Ellipsen  zwischen  M'  und  M,  uud  die  Mittel- 
puuete  der  beiden  iibrigea  von  M"  aus  nach  N hin  fallen.  Jedem  Puncte,  ncmlich  der 
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zwischen  M'  und  M,  oder  Uber  den  Pnnct  M"  hinaus  nach  N Ina  liegt,  enUpriebt  eine 
eingeschriebene  Ellipse  und  dieser  ein  endlicher  Werth  fiir  s/n’J.  Dieser  Werth  ver- 
schwindet einerseits  für  y * ij'  und  y «=>  i),  und  andrerseits  für  y = q"  und  y <=•  « (ä). 

Er  wächst  also  , indem  der  Mittclpnnct  der  bezüglichen  Curre  von  M'  aus  nach  M hin 
(ortriiekt , erreicht  sein  maximum  und  nimmt  dann  wieder  ab,  bis  er  für, den  Punct  M 
verschwindet.  Wenn  ferner  der  Mittclpnnct  von  M’  aus  nach  N hin  iortrückl,  so  wächst 
der  Werth  von  $in‘ erreicht  wieder  ein  maximum  und  nimmt  dann  wiederum  bis  mm 
Verschwinden  ab,  indem  die  bezügliche  Ellipse  sich  einer  Parabel  immer  mehr  annuliert. 

Aus  der  Form  des  Ausdruckes  filr  J1V5  folgt  (5t2),  dass  keines  jener  beiden  rnoxima  je 
die  Einheit  übersteigt.  Wenn  ein  maximum  derselben  gleich  kommt,  su  entspricht  dem- 
selben ein  Kreis. 

w ir  erhalten  ferner  fiir  eine  dem  gegebenen  Viereck  eingeschriebene  Hyperbel,  de- Fig.  25. 
reo  Asymptoten : Winkel  wir  wiederum  J nennen  wollen: 

tun?;  = 

l(r— t.Xy— 7.)] 

Es  gibt  also,  im  Allgemeinen,  vier  Hyperbeln,  welche  die  Seiten  eines  gegebenen  Vier- 
ecks heriilircn,  und  deren  Asymptoten  sich  unter  gegebenen  Winkeln  schneiden.  Es 
sind  hier  zwei  verschiedene  Fälle  zn  unterscheiden-,  cs  gibt  entweder  unter  den  einge- 
schriebenen Hyperbeln  zwei  gleichseitige  und  dann  liegen  die  Mittelpnnctc  derselben,  H 
und  IF,  zwischen  M”  und  M’  oder  cs  gibt  deren  keine.  Wenn  in  dem  ersten  falle 
der  Mittclpnnct  der  eingeschriebenen  Hyperbel  von  M"  nach  M'  forlrlickl,  so  wächst  an- 
fänglich der  bezügliche  Werth  von  tangK,  bis  er  fiir  den  Punct  II’  unendlich  wird,  nimmt 
dann  wieder  ab,  erreicht  ein  miuimum,  wächst  von  Neuem,  bis  er  fiir  den  Pmict  H 
wieder  unendlich  wird,  und  nimmt  dann  endlich  wieder  ah,  bis  er  fiir  den  Pnnct  M’  ver- 
schwindet. in  dein  zweiten  Falle  wächst  der  Werth  von  lang,i,  wenn  der  Mittel  punct 
von  M nach  M'  hin  rückt,  erreicht  ein  maximum  und  nimmt  dann  wieder  bis  zum  ”\  cr- 
schwinden  ah.  In  beiden  Fällen  wächst  der  Weith  von  langK,  wenn  der  Millelpanct 
von  M nach  I,  hin  fortrückt,  erreicht  ein  maximum  und  nimmt  dann  wiederum  bis  min 
Verschwinden  ab,  indem  die  bezügliche  Hyperbel  einer  Parabel  sich  immer  mehr  an- 
nähert. 

lu  dem  ersten  Falle  gibt  es  atso  ein  minimum  von  tang'Z,  dem  ein  Mittclpnnct, 
der  zwischen  M und  M'  liegt,  und  ein  maximum,  dem  ein  Uber  M hinaus,  nach  I,  hin. 
liegender  Mittclpnnct  entspricht.  Dieses  maximum  ist  nolbwendig  kleiner  als  jenes  mini- 
mum. Ist  der  Werth  von  lang1,  gegeben  und  grösser  als  das  miuimum,  so  liegen  die 
Mittelpnnctc  der  bezüglichen  Hyperbeln  alle  vier  zwischen  M"  und  M’.  Ist  tung'Z  kleiner 
als  das  maximum,  so  liegen  von  den  Mitlclpnnctcn  der  bezüglichen  vier  Hyperbeln  zwei 
zwischen  M”  und  M'  nnd  zwei  Uber  M hinaus  nach  L hin.  Wenn  der  Werth  von  lang' " ' 
gegeben  ist  nnd  zwischen  dein  maximum  nnd  minimum  fällt,  so  gibt  cs  nur  zwei  einge- 
schriebene Hyperbeln,  deren  Mittclpuncte  zwischcr  M"  und  M'  liegen,  im  zweiten 
Falle  gibt  cs  zwei  maxima.  Wenn  lang gegeben  ist,  so  liegen  die  Mittclpuncte  zweier 
bezüglicher  Hvpcrhcln  zwischen  M ” und  M’  nnd  die  Mittclpuncte  der  beiden  Übrigen  Uber 
M hinaus  nach  L hin,  nnd  alle  vier  Hyperbeln  können  imaginär  werden. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  die  Frage  zu  beantworten  Übrig,  ob  in  denjenigen  Hyper- 
beln, die  einem  gegebenen  Werthe  von  tang'Z,  entsprechen,  der  Asymptotep- Winkel 
kleiner  oder  grösser  als  rin  rechter  Winkel  ist.  Wir  sehen  sogleich,  dass,  wen» 


Digitized  by  Google 


224 


Zur  Theorie  der 


wir  eine  Diagonale  der  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  vollständigen 
vierseitigen  Figur  als  eine  Hyperbel,  in  der  die  imaginäre  Are  bis  xom  V ersehnenden  ah- 
genomracn  hat,  betrachten  (521),  in  Beziehung  auf  dieselbe,  £ gleich  Null  nnd  nicht 
gleich  n ist  Ein  Gleiches  findet  Statt  in  Beziehung  auf  die  eingeschriebene  Parabel, 
wenn  wir  dieselbe  als  eine  Gränzc  von  Hyperbeln  ansehen.  Da  ferner  nnr  durch  eine 
gleichseitige  Hyperbel  hindurch  der  Uebcrgang  von  Hyperbeln,  deren  Asymptoten- Win- 
kel kleiner  als  ein  rechter  ist,  zu  solchen,  in  welchen  der  Asymptoten  - Winkel  grösser 
ist  als  ein  rechter,  Statt  linden  kann,  so  ist  offenbar,  dass  in  demjenigen  Falle,  wo  es 
keine  gleichseitige  Hyperbel  gibt,  welche  die  vier  gegebene  gerade  Linien  berührt,  der 
Asymptoten- Winkel  jeder  eingeschriebenen  Hyperbel  kleiner  ist  als  ein  rechter.  Den 
beiden  maxima  entsprechen  also  Hyperbeln,  deren  Asymptoten- Winkel  maxima  sind, 
aber  einen  rechten  Winkel  an  Grösse  nicht  erreichen.  Wenn  aber  unter  den  eioge- 
scbricbencu  Hyperbeln  sieb  zwei  gleichseitige  befinden,  so  liegen  von  M aus  nach  L bin, 
und  zwischen  M'  und  H,  so  wie  zwischen  11'  und  M"  die  Millclpnncte  solcher  Hyperbeln, 
deren  Asymptoten- Winkel  kleiner  als  ein  rechter  ist  und  zwischen  H nnd  H'  die  Mittet 
punctc  solcher  Hyperbeln,  deren  Asymptoten- Winkel  grösser  ist  als  ein  rechter.  Dem 
maximum  sowol  als  dem  minimum  von  langet,  entspricht  ein  rnaximum  des  Asymptoten- 
Winkels,  der  einmal  kleiner,  das  andere  Mal  grösser  als  ein  rechter  ist 

Nach  diesen  vorläufigen  Erörterungen  wenden  wir  uns  zu  unserer  eigentlichen  Auf- 
gabe zurück.  Wenn  wir  7"  = o setzen,  das  heisst  alle  Abstände  auf  der  geraden  Li- 
nie NL  vom  Ponclc  M"  an  (nach  L hin)  rechnen,  so  kommt: 


"V5  “ ~4an^  Ä (,) 
and  hiernach  erhalten  wir,  nach  dem  bekannten  Verfahren,  zur  Bestimmung  des  rnacri- 
mum  oder  minimum  der  Winkel  5 nnd  £ folgende  Gleichung  des  vierten  Grades: 

y*-P(|7+,7')— (nt-nJilr'+Knn'—' »(t+t'Jm Jy— : nn'n.n..  ■“  (»> 

In  dieser  Gleichung  können  17,  und  17,,  imaginär  werden.  Wenn  wir  alsdann 

. «f+7,.  =»  2A 

setzen , so  ist  1 reell  und  bedeutet  den  Abstand  M"P  der  gemeinschaftlichen  Chorde  der- 
jenigen drei  Kreise,  welche  sich  über  den  drei  Diagonalen  der,  von  den  vier  gegebenen 
geraden  Linien  gebildeten,  vierseitigen  Figur,  als  Durchmesser,  beschreiben  lassen,  von 
der  Mitte  (M")  der  dritten  Diagonale.  (Diese  gemeinschaftliche  Chorde  ist,  wenn  7,  and 
7.  imaginär  sind,  keine  ideale.)  Ueberdicss  ist  (6): 

na.  - *a. 

and  a bedeutet  die  Hälfte  dieser  dritten  Diagonale.  Hiernach  können  wir  der  le taten 
Gleichung  folgende  Form  geben: 

y*— 2(7+7'— i)y,+3(77'—a,)y,—2[i77'—a,(7+7')]y-a*77'  «•  (») 

Nach  den  vorangeschickten  allgemeinen  Bemerkungen  sind  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung nothwendig  alle  vier  reell  und  zwei  derselben  beziehen  sich  auf  Ellipsen,  deren 
Annäherung  zum  Kreise,  und  die  beiden  übrigen  auf  Hyperbeln,  deren  Asymptoten- 
Winkcl  ein  maximum  ist.  Drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  positiv,  und  die  vierte, 
welche  sich  auf  eine  Ellipse  bezieht , ist  negativ. 

Da  die  Gleichung  (8)  bis  xum  vierten  Grade  ansteigt,  so  folgt,  dass  die  an  die  Spille 
dieser  Nummer  gestellte  Aufgabe  keiner  elementaren  Constrnctinn  fähig  ist.'  Wir  sehen 
zagleich,  dass  der  Grad  dieser  Gleichung  sich  nur  dann  auf  den  dritten  reduciren  kann, 
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wenn  17,  tj,  17,  oder  t)u  verschwinden  oder  unendlich  werden.  Die  beiden  letzten  dieser 
vier  Grössen  können  nnr  zugleich’  mit  a verschwinden.  Setzen  wir  eine  der  beiden  ersten 
gleich  Null,  so  fallen  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  zwei  in  der  ersten  Azc  zu- 
earnmen,  and  wir  haben  solche  Curvcn  zweiter  Classc  zu  betrachten,  welche  die  drei 
Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  und  zwar  eine  derselben  in  einem  gegebenen  Puncte  be- 
rühren, Wenn  wir  y*  gleich  Null  setzen  und  den  gemeinschaftlichen  Factor  y fortlasscn, 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (9)  in  folgende: 

y'— 2(7— l)yJ— Sa’y-f-aa’^  *=  o.  (10) 

Je  nachdem  der  gegebene  BerUhrungspunct  auf  der  einen  Dreiecksseitc  selbst  oder  auf  ih- 
rer Verlängerung  liegt,  beziehen  sieb  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  auf  zwei  Ellipsen 
nnd  eine  Hyperbel  oder  auf  zwei  Hyperbeln  und  eine  Ellipse, 

Die  letzte  Gleichung  rcducirt  sich  auf  den  zweiten  Grad,  wenn  wir  17  — 0 setzen, 
nnd  also  solche  Curven  zweiter  Classe  betrachten,  welche  mit  einer  gegebenen  auf  der 
ersten  Are  einen  drei  punctigen  Conlact  und  ausserdem  noch  eine  gemeinschaftliche 
Tangente  haben.  Auf  diese  Weise  kommt,  wenn  wir  den  gemeinschaftlichen  Factor  y 
fortlasscn ; 

y*H-2Ay — 3a’  = 0.  (11) 

Von  den  Wurzeln  dieser  Gleichung,  die  beide  immer  reell  sind,  bezieht  sich  die  eine 
auf  eine  Ellipse,  die  andere  auf  eine  Hyperbel,  Wir  erhalten  hiernach  eine  leichte  Con- 
struction  folgender  Aufgabe: 

Unter  denjenigen  Curven  zweiter  Classe,  welche  eine  gegebene  Curve  derselben  Classe 
in  einem  gegebenen  Puncte  osculiren  ( oder , was  dasselbe  heisst,  .eine  gegebene  gerade  « 
Linie  in  einem  gegebenen  Puncte  berühren  und  in  diesem  Puncte  einen  gegebenen  Krüm- 
mungshalbmesser haben)  und  überdies s irgend  eine  gegebene  gerade  Linie  berühren, 
diejenige  Ellipse,  deren  Annäherung  zum  Kreise  und  diejenige  Hyperbel,  deren  Asymp- 
toten- Winkel  ein  maximum  ist,  zu  bestimmen. 

Wenn  wir  endlich  a =»  o setzen,  und  also  solche  Cnrvcn  zweiter  Classc  betrach- 
ten, welche  eine  gegebene  in  einem  gegebenen  Puncte  vierpunctig  osculiren,  so  ver- 
wandelt sich  die  letzte  Gleichung  in  folgende: 

y-HU  = o. 

Der  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Werth  für  y ist  demjenigen  gleich,  der  sich  auf 
diejenige  gleichseitige  Hyperbel  bezieht,  welche  die  gegebene  Curve  in  dem  gegebenen 
Puncte  vierpunctig  osculirt  (642),  hat  aber  das  entgegengesetzte  Zeichen,  Aus  dieser 
letzten  Bemerkung  ist  ersichtlich,  dass  dieser  Werth  von  y einer  Ellipse  entspricht 
{641).  Also  : 

Der  Miltelpunct  derjenigen  Ellipse , welche  eine  gegebene  Curve  in  einem  gegebe- 
nen Puncte  vierpunctig  osculirt  und  dem  'Kreise  am  meisten . sich  annuliert,  ist  so  weit 
von  diesem  Puncte  entfernt,  als  der  Miltelpunct  der  dieselbe  Curve  in  demselben  Puncte 
vierpunctig  oscul/renden  gleichseitigen  Hyperbel. 

Diese  Ellipse  ist  hiernach  leicht  zu  construircn  (642). 

Wenn  wir  tj  = n setzen,  so  redneirt  sich  die  Gleichung  (9)  dadurch,  dass  eine  ih- 
rer Wurzeln  unendlich  wird,  auf  folgende: 

2y* — 3^y’+2(ii;— a,)y+a,7  = o.  (u) 

Die  Curvcn,  die  wir  im  vorliegenden  Falle  betrachten,  bcriihrfn  solche  vier  gerade 
Linien',  von  welchen  zwei  parallel  sind,  und  je  nachdem  der  Durchschnittspunct  der 
H.  ?9 
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beiden  übrigen  geraden  Linien  mischen  diese  beiden  parallelen  fällt  oder  nicht,  beziehen 
sich  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (12)  auf  zwei  hllipscil  und  eine  Hyperbel  oder  anf 
zwei  Hyperbeln  und  eine  Ellipse. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (12)  ij  = o oder  auch,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (10) 

,j  n äj  setzen, -das  heisst,  wenn  wir  solche  Cnrvcu  betrachten,  welche  zwei  gegebene 
parallele  gerade  Linien  und  übcrdicss.  eine  dritte  gegebene  gerade  Linie  in  einem  gegebe- 
nen Punetc  berühren,  su  kommt: 

yJ  = a7. 

Die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  bestimmen  zwei  Ellipsen  oder  zwei  Hyperbeln, 
je  nachdem  der  gegebene  Berührungspnnct  auf  der  dritten  geraden  Linie  zwischen  den 
beiden  parallelen  liegt  oder  nicht.  Wenn  man  über  demjenigen  Segmente  jener  drillen 
geraden  Linie,  welches  von  diesen  beiden  parallelen  geraden  Linien  bcgränzl  wird,  als 
Durchmesser,  einen  Kreis  beschreibt,  und  in  diesem  Kreise  denjenigen  Durchmesser  zieht, 
der  den  letztgenannten  geraden  Linien  parallel  ist,  so  sind  die  Scheitel  dieses  Durchmes- 
sers die  Mittclpuncte  der  beiden  zu  bestimmenden  Curven.  Und  zwar  kommt,  bei  dieser 
Bestimmung,  die  Lage  des  gegebenen  Bcriihrungspunctes  auf  der  dritten  gegebenen  ge- 
raden Linie  auf  keine  Weise  in  Betracht. 

S,  11. 

• Allgemeine  Schemata. 

659-  Es  seien: 

U =*  0,  U'  = o,  U"  *=  o,  (1) 

die  Gleichungen  irgend  dreier  Derlei-  zweiter  Classc,  welche  zwei  gemeinschaftliche  Tan- 
genten haben,  und 

w = o 

sei  die  Gleichung  des  Dnrclisclmittspuncles  dieser  beiden  Tangenten.  Alsdann  erhalten 
wir,  bei  gehöriger  Verbindung  der  drei  Gleichungen  (l),  Gleichungen  von  folgender  Form  : 

. U — /i'L'  = w.u”  — o, 

U — ft'V  ■=  w.u  "«=  0,  (i) 

TJ’ — /iU”  = w.u  = o. 

Wenn  wir  die  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  von  einander  abziehen,  so  kommt: 

n"U — /z'U“  «=  w(n'— u"), 

eine  Gleichung,  die,  was  ihre  Form  zeigt,  mit  der  dritten  der  Gleichungen  (2)  identisch 
sein  muss,  wonach  wir 

n"a  =»  u'— 11" 

erhalten.  Es  liegen  also  die  drei,  durch  folgende  Gleichungen: 

■ u”  — o,  u =0,  11  = o, 

dargcslclltcn,  Punetc  in  gerader  Linie.  Hiernach  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

fl'enn  irgend  drei  Oerter  zweiter  Classc  zwei  ( reelle  oder  imaginäre)  gemeinschaft- 
liche Tangenten  haben,  so  liegen  die  Diirchscbniltspinutc  der  noch  übrigen  dreimal 
zwei  ( reellen  oder  imaginären ) gemeinschaftlichen  Tangenten  in  geraster  Linie. 

Wenn  die  drei  in  Hede  stehenden  Oerter  zweiter  öasse  eine  gegebene  gerade  Linie 
in  einem  gegebenen  Punetc  berühren,  so  haben  je  zwei  derselben  einerseits  zwei  zusam- 
nienfallendc  Durchschnittspunctc  und  andrerseits  zwei  nisammenfallcnde  gemeinschaftliche 
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Tangenten.  Es  gehen  also  zu  gleicher  Zeit  die  drei  gemeinschaftlichen  Chorden  je  zweier  . 

Oerter  durch  denselben  Punct  (383),  und  die  drei  Durchschnittspunctc  der  drei  Paare 
gemeinschaftlicher  Tangenten  liegen  in  gerader  Linie. 

Wenn  die  drei  Oerter  zweiter  Classe  Parabeln  sind,  so  liegt  eine  gemeinschaftliche 
Tangente  je  zweier  derselben  unendlich  weit.  Da  alle  unendlich  weit  entfernt  liegenden 
geraden  Linien  derselben  Ebene  als  znsammcnfallcnd  zu  betrachten  sind,  so  geschieht 
den  Voraussetzungen  des  Torstchenden  Salzes  flcnilgo,  wenn  alle  drei  Parabeln  eine  ein- 
*ige  gegebene  gerade  Linie  beführen , oder  (wenn  diese  gerade  Linie,  indem  sic  parallel 
mit  sich  selbst  bleibt,  immer  weiter  forlrückt)  wenn  die  Durchmesser  derselben  parallel 
sind  (585). 

Endlich  können  wir  auch  fiir  die  drei  in  Rede  stehenden  Oerter  drei  solche  nehmen, 
welche  einen  gemeinschaftlichen  Brennpunet  haben. 

660.  Wenn  wir  mit  zwei  Curven  zweiter  Classe  ein  System  von  zwei  Pnnc-Fig.  K». 
ten  zusnmmcnstellcn  wollen,  so  können  wir  diese  Pnnctc  auf  zwei  gemeinschaftlichen 
Tangenten  jener  Curven  beliebig  annehmen.  Hiernach  erhält  inan  sogleich  ans  dcm-olii- 
gen  Salze  den  nachstehenden. 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Pnnclen  (C,  C)  zweier  gemeinschaftlicher  Tangenten 
zweier  gegebener  Curven  ztveiter  Classe  noch  vier  Tangenten  an  die  beiden  Curven 
legt,  so  bilden  diese  Tangenten  ein  f'icrcck,  dessen  eine  Diagonale  (SS)  durch  einen 
festen  Tunet  ( P ) geht,  der  unveränderlich  derselbe  bleibt,  wie  auch  jene  beiden  Punrte 
(C,  C)  auf  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  forlrücken  mögen. 

Nach  dem  vorstehenden  Satze  ergibt  sich,  wenn  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten 
zweier  gegebener  Curven  zweiter  Classe  gegeben  sind,  eine  leichte  Conslruclion  des 
Durchsclinittspunctcs  der  beiden  übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  und  also  können 
wir  auch  diese  Tangenten  seihst,  in  dem  Falle,  dass  dieselben  reell  sind,  ronslrnircn. 

W enn  die  beiden  gegebenen  Curven  Parabeln  sind,  so  können  wir  auf  eine  doppelte 
Weise  den  letzten  Satz  auf  dieselben  Übertrage:!.  Einmal  können  wir  ncmlich  die  beiden 
Pnnctc  C und  O auf  zweien  der  drei  gemeinschaftlichen  Tangenten  dieser  Parabeln  ap- 
nelimcn;  alsdann  liegen  die  beiden  Constractions  - Puncte’  S und  S'  auf  einer  sich  immer 
parallel  bleibenden  geraden  Linie.  Das  andere  Mal  können  wir  einen  Panct,  C,  auf  ef- 
ner  beliebigen  gemeinschaftlichen  Tangente  und  den  andern  Pftnet,  C',  anf  der  unend- 
lich weit  entfernten  vierten  gemeinschaftlichen  Tangente  annehmen,  das  heisst,  nach  be- 
liebiger Richtnng  zwei  parallele  Tangenten  an  die  beiden  gegebenen  Parabeln  ziehen. 

Der  feste  Punct,  P,  ist  alsdann  der  Durchschnitt  derjenigen  beiden  gemeinschaftlichen 
Tangenten,  auf  denen  C picht  angenommen  worden  ist. 

06l.  Der  Salz  der  vorigen  Nummer  erleidet  mancherlei  Modificationcn,  wenn  zwi- 
schen den  beiden  gegebenen  Curven  besondere  Beziehungen  (flau  linden.  Wir  wollen 
sogleich  zwei  sich  drcipnucligosculircndc  Cnrven  betrachten.  Alsdann  fallen  drei 
gemeinschaftliche  Tangenleu  in  der  Tangente  im  Oscnjationspuncte  zusammen  und  es  , 
gibt  außerdem  nur  noch  eine  einzige  gemeinschaftliche  Tangente.  Nehmen  wir  also  die  Fig.  ',‘7- 
beiden  Puncte  C und  C auf  der  Tangente  im  Osculalionspnnclc  beliebig  an , so  ist  der 
feste  Punct,  P,  der  Durchschnitt  dieser  Tangente  mit  der  einzig  noch  (Ihrigen  gemein, 
schriftlichen  Tangente.  Also: 

* 
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. Wenn  man  von  irgend  zwei  beliebigen  Punclen  der  Tangente  im  Osculationspuncte 
Zweier  oder  mehrerer  sich  drcipunctig  osculirender  und  Uberdiess  dieselbe  gerade  Linie 
berührender  Curven  zweiter  Classe  an  jefe  derselben  noch  zwei  Tangenten  zieht,  so  liegt 
der  Durchschnitt  spunct  dieser  beiden  Tangenten  auf  einer  festen  geraden  Linie,  und  diese 
feste  gerade  Linie  geht  durch  den  Durchschnitt  der  gemeinschaftlichen  Tangente  mit 
der  Tangente  im  Osculationspuncte. 

An  diesen  Satz  knüpft  sich  die  Constrtiction  folgender  Aufgabe : 

Eine  Curve  zweiter  Classe  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  in  einem  gegebenen 
Puncte  osculirt,  und  Uberdiess  irgend  zwei  gegebene  gerade  Linien  berührt . 

Es  sei  (Fig.  27)  O der  gegebene  Pnnct,  in  welchem  die  gegebene  Carvc  OM  osculirt 
Werden  soll,  die  Tangente  in  diesem  Puncte  werde  von  den  beiden  gegebenen,  in  S sieb 
schneidenden,  geraden  Linien  in  den  beiden  Pnncten  C nnd  C'  geschnitten.  Von  diesen 
beiden  Punclen  lege  man  an  die  gegebene  Curve  die  beiden  Tangenten  CS'  und  C'S',  de- 
ren Uurchscknittspunct  S‘  ist.  Endlich  ziehe  man  die  gerade  Linie  SS',  welche  der  Tan- 
gente in  O in  demjenigen  Puncte,  P,  begegnet,  durch  welchen  zugleich  die  gemein- 
schaftliche Tangente  der  gegebenen  und  der  gesuchten  Curve  geht.  Wenn  diese  gemein- 
schaftliche Tangente  gegeben  oder  durch  Construction  gefunden  worden  ist,  so  gibt  eine 
einfache  Construction,  welche  sich  sogleich  darbietet,  beliebig  viele  Tangenten  der  zu 
conslruirendcn  Curve. 

Eine  Parabel  zu  beschreiben , welche  eine  gegebene  Curve  zweiter  Classe  in  einem 
gegebenen  Puncte  osculirt  und  überdicss  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt. 

F.27,28.  Diese  Aufgabe  ist  nnr  eine  Modification  der  vorigen;  wir  brauchen  nur  anzunchmcn, 
dass  eine  der  beiden  vorhin  gegebenen  geraden  Linien,  etwa  CS,  und  also  auch  die  beiden 
Puuctc  S und  C unendlich  weit  entfernt  liegen,  wie  in  der  28.  Figur. 

Fig.  28.  Eine  Parabel  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  Curve  zweiter  Classe  in  einem  ge- 
gebenen Puncte  osculirt  und  deren  Durchmesser  einer  gegebenen  geraden  Lime  paral- 
lel sind. 

Diese  Aufgabe  ist  wiederum  eine  Modification  der  vorigen.  Wenn  die  gerade  Linie 
CS  die  gegebene  ist  und,  parallel  mit  sieb  selbst,  immer  weiter  fortrUckt,  so  nähert 
sich  die  Tangente  CS’  immer  mehr  der  Tangente  C'S',  der  Punct  S'  immer  mehr  dem 
Bcrührungspuncte  d auf  der  letztgenannten  Tangente.  Wenn  wir  daher  an  parallel  mit 
der  gegebenen  geraden  Linie  ziehen,  so  erhallen  wir  denjenigen  Punct,  n,  durch  welchen 
die  gemeinschaftliche  Tangente  der  gegebenen  und  der  gesuchten  Curve  geht. 

Fig.  2*.  (fax . Wenn  wir  annchmcn,  dass  der  Punct  C mit  dem  Puncte  C zusammenfällt,  so 
erhalten  wir  die  Bcrührungspuncte  a und  d statt  der  Puncte  S und  S'.  Also: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Puncte  der  Tangente  im  Osculationspuncte  zweier 
Curven  zweiter  Classe  zwei  Tangenten  an  dieselben  legt,  so  liegen  die  beiden  BcrUk- 
rungspuncte  auf  diesen  Tangenten  mit  dem  Durchschnitte  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente beider  Curven  und  jener  Tangente  im  Osculationspuncte  in  gerader  Linie. 

Nach  diesem  Satze  können  wir  sogleich  in  den  Aufgaben  der  vorigen  Nummer  auf 
jeder  Tangente  den  Berührungspunct  finden.  Wir  erhalten  zum  Beispiel  den  Bcrülirungs- 
punct  o auf  CS,  wenn  wir  durch  P und  den  Berührungspunct  <7,  der  auf  der  gegebenen 
Curve  liegt,  eine  gerade  Linie  legen. 

Wir  können  hiernach  ferner  auch  folgende  Aufgabe  conslruircn ) 
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Eine  Curve  zweiter  Classc  zu  beschreiben,  welche  eine  gegebene  in  einem  gegebenen 
Pnncte  osculirt,  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt  und  durch  einen  gegebenen 
Punct  geht. 

Wir  wollen  zuvorderst  voraussetzen , dass  die  gegebene  gerade  Linie  die  gegebene 
Corve  berühre.  Demnach  sei  OM  die  gegebene  Curvc,  O der  Oscnlationsponct,  o der 
gegebene  I’unct  nnd  PT  die  gegebene  gerade  Linie,  welche  der  Tangente  im  Oscula- 
tionspunctc  in  P begegne.  Man  ziehe  die  gerade  Linie  oP,  von  welcher  die  gegebene 
Cnrve  in  d und  <r,  geschnitten  werde.  In  diesen  beiden  Punctcn  constrnirc  man  die  Tan- 
genten, welche  der  Tangente  in  O in  zwei  I’nncten  begegnen.  Wenn  man  diese  Durch- 
schnittspunclc  (von  welchen  C der  eine  ist)  mit  dem  P miete  a verbindet,  so  erhalt  man 
zwei  Tangenten  derjenigen  beiden  Curven,  welche  den  Forderungen  der  Aufgabe  Genüge 
leisten. 

Wenn  die  gegebene  gerade  Linie  keine  Tangente  der  gegebenen  Curvc  ist,  so  können 
wir  leicht  irgend  eine  andere  Curve  zweiter  Classc  construircn,  welche  die  gegebene  in 
dem  gegebenen  Pnncte  osenlirt  nnd  die  gegebene  gerade  Linie  berührt:  und  diese  Curve 
alsdann  statt  der  gegebenen  betrachten.  Es  bieten  sich  in  dieser  Construction  mehrere 
Vereinfachungen  dar. 

Als  Modification  der  letzten  Aufgabe  können  wir  folgende  anseben : 

Eine  Parabel  zu  beschreiben,  welche  eine  gegebene  Parabel  ( beliebige  Curve  zweiter 
Classc,  beliebige  Curve)  in  einem  gegebenen  Punctc  osculirt  und  durch  einen  zweiten 
gegebenen  Punct  geht. 

C63.  Wenn  man,  statt  die  Puncte  C nnd  C'  beide  auf  der  Tangente  im  Oscnla-  29- 
lionspunctc  zweier  Curven  zweiter  Classe  anzunchmen , einen  derselben  auf  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  annimmt,  so  ergibt  sich  folgender  Satz : 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Punctcn  der  Tangente  im  Osculationspunctc  und  der 
gemeinschnjtlichcn  Tangente  zweier  sich  dreipunctig  osculirender  Curven  zweiter  Classe 
an  jede  Curvc  noch  zwei  Tangenten  zieht,  so  schneiden  sich  solche  zwei  Tangenten- 
Paare  in  solchen  zwei  Punctcn,  die  mit  dem  Osculationspunctc  in  gerader  Linie  liegen. 

Hiernach  ergibt  sich  eine  neue  Construction  der  ersten  Aufgabe  der  Ö6t.  Nummer, 
die  auch  dann  unmittelbar  ihre  Anwendbarkeit  behält,  wenn  der  Durchschnitt  der  Tan- 
gente im  Osculationspunctc  und  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  gegebenen  und  der 
zu  construircndcn  Curve  sehr  weit ' entfernt  liegt.  Es  sei  wiederum  OM  die  gegebene 
Curvc,  die  in  O osculirt  werden  soll.  Cs  seien  SC  und  SC‘  die  beiden  zu  berührenden 
geraden  Linien.  Deo  Durchschnitt  dieser  beiden  geraden  Linien,  S,  verbinde  man  mit  O, 
lege 'von  C,  dem  Durchschnitte  einer  (beliebigen)  derselben  mit  der  Tangente  in  O die 
Tangente  CS'  an  die  gegebene  Curvc,  von  welcher  OS  in  S'  geschnitten  werde,  und 
endlich  von  S'  die  Tangente  S'C’  an  die  gegebene  Curvc,  von  welcher  SC  in  C geschnit- 
ten werde.  C ist  alsdann  ein  Punct  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  gegebenen  und 
der  zu  construircndcn  Curve. 

Um  (etwa)  auf  der  gegebenen  geraden  Linie  CD  den  BcrührungspunCt  zu  bestimmen, 
legen  wir  vom  Punctc  1)  aus,  in  welchem  diese  gerade  Linie  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente DC  begegnet,  die  Tangente  Du’  an  die  gegebene  Curvc,  und  verbinden  dann  den 
Punct  u,  in  welchem  diese  Tangente  nnd  die  Tangente  CS'  sich  schneiden,  mit  dem 
Osculationspunctc  O durch  eine  gerade  Linie.  Diese  gerade  Linie  bestimmt  alsdann  auf 
CS  den  gesuchten  BcrUhrungspunct  a. 
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Man  erhält  ebenfalls  ans  «lern  Vorstehenden  andere  Constrnclioncn  fiir  die  Übrigen 
Anfgaben  der  beiden  vorigen  Nummern. 

66i-  Wenn  wir  zwei  sieb  doppelt  berührende  Cnrvcn  mit  einem  Systeme  von 
zwei  Pimcten  zusammmcnstellcu , so  erhalten  wir  folgende  beiden  Sätze: 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Punr/cn  der  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier 
sich  doppelt  berührender  Curven  zw  eiter  Classe  noch  zwei  Tangenten  an  jede  derselben 
legt,  so  schneiden  sich  diese  zweimal  drei  Tangenten  in  solchen  zwei  Punrtcn,  die  mit 
dem  Dnrchsehnittspuncle  der  gemein  sch  t flieh  cn  Tangenten  in  gerader  Linie  Hegen. 

If  ’enn  man  von  irgend  ztrei  Pitnelen  einer  der  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten 
zweier  sich  doppelt  berührender  Curven  zweiter  Classe  noch  zwei  Tangenten  an  jede 
derselben  legt,  so  schneiden  sich  diese  zweimal  zwei  Tangenten  in  solchen  zwei  Pimcten, 
die  mit  dem  Hcriihrungspunclc  auf  der  andern  gemeinschaftlichen  Tangente  in  gerader 
Uwe  liegen. 

leb  übergehe  alle  einzelnen  Conslructioncn , die  sieb  an  diese  beiden  Satze  anknü- 
pfen.  Wenn  die  beiden  Cnrvcn  unter  einander,  statt  des  doppelten  Conlaetcs,  einen 
vicrpuncligen  haben,  so  erhallen  wir  den  Satz  der  587.  Nummer.  Ith  beschränke  mich 
hier  ebenfalls  darauf,  bloss  zu  erinnern,  dass  die  beiden  Curven  auch  Hyperbeln  oder 
Parabeln  sein  können,  die  sieb  in  unendlicher  Entfernung  osculircn.  Wir  kommen  als- 
dann zn  Sätzen  und  Conslructioncn,  von  denen  wir  einige  direct  schon  in  der  Wß.  Num- 
mer bcrgclcitct  haben. 

Eig.  10.  ödü.  Wenn  wir  mit  einer  Curve  zweiter  Classe  swei  Systeme  von  zwei 
Pimcten  znsammcnstellen,  so  müssen,  nach  den  Voraussetzungen  der  659.  Nummer, 
die  Punctc  dieser  beiden  Systeme  U und  B’,  C und  C',  wie  in  der  SO.  Figur,  auf  zwei 
Tangenten  BC  und  B'C  der  Crirve  angenommen  werden.  . Die  drei  Puncte,  welche  in 
gerader  Linie  liegen,  sind  alsdann  S,  der  Durchschnitt  der  von  B und  B'  an  die  Curve 
gelegten  Tangenten  BS  und  B'S,  ferner  S’  der  Durchschnitt  der  beiden  Tangenten  CS' 
und  CS'  und  endlich  P,  der  Durchschnitt  von  BC  und  B C.  Der  hiermit  bewiesene 
Satz  ist  also  der  bekannte  BRIAXCtlOSscbe. 

Die  drei  Diagonalen  eines  um  eine  Curve  zweiter  Classe  beschriebenen  Sechsecks 
gehen  durch  ein  und  denselben  Punet, 

Fig.  3t.  066.  Wir  können  endlich  noch  (Fig.  3t)  drei  Systeme  von  zwei  Puncten: 

A und  A',  B und  B',  C und  C'  ziisammenstcllen,  die  auf  zwei  geraden  Linien  vcrlhcilt 
liegen.  Die- drei  in  gerader  Linie  liegenden  Dnrchsehnittspuncle  sind  alsdann  folgende: 
(AB-  AB),  (AC,  A’C),  (BC,  U'C), 
oder  S,  S'  und  S".  Da  w<r  die  beiden  Puncte  jedes  Systems  mit  einander  vcrlanschen 
können,  so  erhalten  wir  sechsmal  drei  solcher  Durcbschnittspunctc  und  hiernach  folgen- 
den Satz. 

Wenn  man  auf  jeder  von  zwei  gegebenen  geraden  Linien  drei  Puncte  beliebig  an- 
nimmt  und  diese  Puncte  durch  neun  gerade  Unicn  verbindet,  so  erhalt  man  sechsmal 
drei  Durchschnitt  spunde , die  in  gerader  Un'e  liegen.  (M7) 

667.  Wir  sind  in  den  letzten  Nmumcrn  zn  verschiedenen  einzelnen  Fällen  des  Satzes 
der  609.  Nummer  gekommen,  indem  wir  besondere  Voraussetzungen  Uber  die  Natur  der 
drei  znsammcngcslelltcn  Ocrtcr  zweiter  Classe,  nnd  über  die  beiden,  ihnen  allen  dreien 
gemeinschaftlichen,  Tangenten  gemacht  haben.  Wir  gelangen  noch  zu  andern  spcciellen 
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Sätzen,  wenn  wir  über  die  übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  der  drei  Ocr- 
tcr besondere  Bestimmungen  machen,  und  namentlich  annchuicn,  dass  dieselben  paar- 
weise ziisammenfallcn.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich  unter  andern  Sätzen  auch  der  nach- 
stehende: 

ll'enn  von  solchen  Curven,  welche  alle  zwei  gegebene  gerade  Linien  berühren , zwei 
von  jeder  der  übrigen  berührt  n erden,  so  gehen  diejenigen  geraden  Linien,  welche  die 
jedesmaligen  beiden  flcrührungspunc/e  auf  jenen  beiden  Curven  verbinden,  durch  Linen 
festen  Panel, 

Dieser  feste  Pnnct  ist  ein  homologer  Puncl  jener  Leiden  Gurren,  die  wir  durch  K 
und  K’  bezeichnen  wollen,  und  zwar  derjenige,  welcher  mit  dem  gemeinschaftlichen  ho- 
mologen l’unetc  aller  Cnrvcn  znsammcngchürt.  Wenn  man  stritt  der  beiden  Gurren  k 
und  k'  zwei  Pnnctcn- Systeme  B und  B1’,  G und  C,  oder,  was  dasselbe  bedeutet,'  zwei 
(begränzto)  gerade  Linien  BB'  nnd  CG'  nimmt,  SO  sind  alle  berührenden  Cnrvcn  dem- 
selben Viereck  BGCB'  eingeschrieben  und  wir  erhalten  folgenden  bekannten  Salz: 

Diejenige  gerade  Linie,  welche  die  Ecrührungspuncle  auf  zwei  gegenüberliegenden 
Seilen  eines  einer  gegebenen  Curve  zweiter  Ctassc  umschriebenen  Haceks  verbindet, 
geht  durch  den  Durchschnitt  der  Diagonalen  desselben. 

Wenn  einer  von  solchen  vier  Oerlern  zweiter  Glasse,  welche  zwei  gegebene  gerade 
Linien  berühren,  die  drei  übrigen  Ocrtcr  ebenfalls  berührt,  so  bilden  die  drei  Berührung*- 
punctc  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  durch  die  drei  (609)  in  gerader  Linie  liegenden  homo- 
logen Pallete  je  zweier  der  letztgenannten  drei  Curven  gehen.  Die  Bestimmung  der  drei 
Bcrührangspunctc,  wenn  wir  diese  drei  Cnrvcn  als  gegeben  betrachten,  kommt  also 
darauf  hinaus,  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  dessen  Winkelpuncte  auf  drei  gegebenen 
Cnrvcn  liegen  lind  dessen  Seiten  dnreb  drei  bekannte , in  gerader  Linie  liegende  Punctc 
geben.  Diese  Aufgabe,  von  der  noch  bei  einer  späteren  Gelegenheit  die  Bede  sein  wird, 
gestattet,  im  Allgemeinen,  acht  verschiedene  Auflösungen,  und  die  Gon$lructi»n  dersel- 
ben lässt  sich,  im  vorliegenden  Falle,  auf  elementarem  Wege  ausführen,  liier  beschränke  k ig-  3I- 
ich  mich  auf  den  Fall,  dass,  statt  der  drei  Gurren , drei  P mieten • Systeme  A und  A’, 

B und  B‘,  C und  C'  gegebe  1 sind , wo  wir  alsdann  folgender  Aufgabe  begegnen : 

Eine  Curie  zweiter  Ctassc  zu  beschreiben,  die  fünf  gegebene  gerade  Linien  berührt. 

Zwei  dieser  fünf  geraden  Linien  sind  MN  und  M\.  Die  Bestimmung  der  Berüli- 
rungspunctc  auf  den  drei  übrigen,  auf  AA’,  BB'  und  CG',  kommt  darauf  hinaus,  dem 
von  diesen  geraden  Linien  gebildeten  Dreieck  ein  anderes  ciuzusclireibcn , drssen  Seiten 
durch  die  drei  Punctc  S,  S'  und  S"  gehen.  Diese  Constrnction  ergibt  sich  Sogleich  aus 
dem  bekannten  Satze,  dass  der  geometrische  Ort  für  die  dritten  Winkelpuncte  solcher 
Dreiecke,  deren  beide  ersten  Winkelpuncte  auf  zwei  gegebenen  geraden  Linien  liegen 
und  deren  Winkelpuncte  durch  drei  in  gerader  Linie  liegende  Punctc  geben,  eine  neue 
gerade  Linie  ist.  *)  . ■ 


*)  Wenn  fünf  Tangenten  einer  Curve  zvreilcr  Cla,»c  gegeben  siiid,  so  können  wir  die  Ile- 
riihrungs|iunctc  auf  denselben  auch  nach  dem  lifllAvriloVvchen  Salze  (8G5)  bestimmen, 
wenn  wir  aunebmen . dass  zwei  Seilen  des  umschriebenen  Seebsceks  xusammcnfaUcn  und 
wir  also  statt  desselben  ein  Fünfeck  und  auf  ciucr  Seile  desselben  den  Iteriihrungspuuct  er- 
halten. Wir  brauchen  alsdann  nur  auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  in  der  310.  Nummer,  zu 
conslruiren.  • 
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668.  Ci  lei , indem  vir  za  einem  zweiten  Schema  übergehen, 

U = o 

die  Gleichung  irgend  eines  Ortes  zweiter  Classc,  der  von  zweien  andern,  deren  Gleichun- 
gen folgende  seien: 

6 u*  - o,  ir  - o,  • 

doppelt  beriihrt  wird.  Alsdann  erhalten  wir,  bei  gehöriger  £estimmnng  von  ft  nnd  ft", 

folgende  identische  Gleichungen: 

° U+ft'U  = ±p«, 

= ±q5, 

indem  wir  durch 

p “ o,  q *»  o, 

die  Gleichnngon  des  Durchschnittspnnctcs  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  des  ersten 
nnd  zweiten  und  des  ersten  und  dritten  Ortes'  darstellen  und  in  den  zweiten  Theilcn 
der  Gleichungen  (t)  das  gehörige  Zeichen  nehmen.  Wenn  wir  die  beiden  Gleicbnngen 
(1)  von  einander  abziebcu,  su  kommt: 

ftV-ft“ ir  i ±(p*±q*).  (3) 

Wenn  in  der  Klammer  dieser  Gleichnng  das  untere  Zeichen  genommen  werden 
must,  so  stellt  die  Gleichung 

/i'U1— /<"U"  « ±fp’— q‘)  «*  ±(p+q)(p— q)  - o 

ein  System  zweier  Pnncte  dar,  die,  was  der  erste  Thcil  dieser  Gleichnng  zeigt,  zwei 
zusammengehörige  homologe  Punctc  des  zweiten  and  dritten  gegebenen  Ortes  sind.  Die 
Gleichungen  dieser  beiden  Punctc  sind : 

p-Hj  = o,  p— q «*  o; 

die  Punctc  selbst  liegen  also  mit  den  Punctcn  (2)  in  gerader  Linie  nnd  bilden  mit  densel- 
ben ein  System  von  vier  harmonischen  Theilungspunctcn.  (410) 

Wenn  in  der  Klammer  der  Gleichung  (3)  das  obere  Zeichen  gilt,  so  stellt  die  Glcir 

^UWU"  « ±{pH-q*>  *=  0 

rwei  imaginäre  Punctc,  oder,  mit  andern  Worten,  eine  gerade  Linie  dar,  die,  was  des 
erste  Thcil  dieser  Gleichung  zeigt,  eine  homologe  gerade  Linie  der  zweiten  and  dritten 
gegebenen  Curve  ist.  Diese  gerade  Linie  enthält  die  beiden  Punctc  (3),  denn  die  letzte 
Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  die  Gleichungen  dieser  Pnncte  beide  zugleich  befriedigt 
werden.  Also : * , 

Wenn  ein  Ort  zweiter  Classe  zwei  andere  Oerter  derselben  Ctasse  beide  doppelt 
beriihrt,  so  liegen  die  beiden  Durchschnillspuncte  der  ( reellen  oder  imaginären)  ge~ 
meinscha/t liehen  Tangenten  des  ersten  und  jedes  der  beiden  übrigen  Oerter , und  zwei 
(j reelle  oder  imaginäre)  homologe  Punctc  der  letztgenannten  Oerter  in  gerader  Lini* 
und  sind  vier  harmonische  Theilungspuncte, 

Statt  der  doppelten  Berührung  können  wir  in  den  vorstehenden  Entwicklungen  insbe- 
sondere auch  ciiic  vierpunctigc  Osculation  nehmen;  an  die  Stelle  des  Durchschnittes  des 
beiden  gemeinschaftlichen.  Tangenten  tritt  alsdann  der  OsculalionspuacL 

Wenn  wir  mit  einer  Cnrvc  ein  System  von  zwei  Pancten  zusammenstellen  wollen, 
so  mllssen  wir,  wenn  von  einer  doppelten  Berührung  die  Rede  ist,  diese  Pnncte  auf  dem 
Umfange  der  Gurvc  aunehmen.  Will  man  zwei  Systeme  von  zwei  Punctcn  znsammenstel- 
len,  so  müssen,  unter  gleicher  Voraussetzung,  alle  vier  Punctc  in  gerader  Lini«  liegen. 


(■) 

(») 
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Hiernach  ergeben  sich  mancherlei  eii&elne  Sätze,  von  denen  wir  beispielsweise  nur  ei- 
nige herrorheben  wollen. 

669.  Wenn  wir  ftir  den  ersten  Ort  irgend  eine  Cnrvc  nnd  für  die  beiden  andern 
Oerter  zwei  Puncten  - Systeme  nehmen,  so  dass  also  eine  Curve  und  vier  Punctc  auf  dem 
Umfange  derselben  gegeben  sind,  so  begegnen  wir  folgendem  Salze: 

Wenn  man  ln  eine  Cutvc  zweiter  Classe  ein  Viereck  beschreibt , dessen  Winkel- 
punctc  die  Bcrührungspuncte  auj  den  Seilen  eines  derselben  umschriebenen  Vierecks 
sind,  so  liegen  die  Durchschnittspuncle  der  beiden  Paare  nicht  an  einander  anstossender 
Seiten  jedes  der  beiden  Vierecke  alle  vier  in  gerader  JJnle  und  bilden  vier  harmonische 
Thcilungspuncte. 

Dieser  Satt  umfasst  alle  verschiedenen  Fälle,  wenn  wir  die  Definition  des  Vierecks 
ganz  allgemein  nehmen. 

6“0-  Wir  wollen  ferner  für  den  ersten  Ort  eine  Curvc  nehmen  und  mit  derselben 
eine  zweite  dieselbe  doppelt  berührende  Curve  und  ein  System  von  zwei  auf  dem  Um- 
fange derselben  liegenden  Puncten  zusauimcnstdlcn , und  zuvörderst  voraussetzen,  dass 
die  beiden  Curven  »ich  vierpunctig  oscuiiren.  Es  sei  (Fig.  32)  OMN  die  erste,  Fig.  82. 

OPQ  die  zweite  Curvc  und  M und  N seien  die  beiden  gegebenen  Punctc.  Wenn  wir 
alsdann  von  M und  N vier  Tangenten  an  die  gegebene  Cnrvc  legen , so  bilden  diese  vier 
Tangenten  eine  vollständige  vierseitige  Figur,  deren  eine  Diagonale  (io  dir  Figur  SS') 
durch  den  Osculationspunct  gebt.  Hiernach  ergibt  sich  eine  Cunstruclion  folgender  Auf- 
gabe : 

Eine  Curve  zweiter  Classe  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  vierpunctig  Osculirt 
und  iiberdiess  durch  irgend  zwei  gegebene  Puncte  geht. 

Die  gegebene  Curvc  sei  OPQ , die  gegebenen  Puncte  M und  N und  zunächst  werde 
der  Osculationspunct  gesucht.  Man  lege  zu  diesem  Eudc  von  jedem  der  beiden  gegebe- 
nen Punctc  zwei  Tangenten  an  die  gegebene  Curvc.  Diese  beiden  Tangenten  - Paare  , 

schneiden  sich  in  den  vier  Puilctcn  S und  S’,  S"  und  S",  durch  welche  sich  noch  zwei  ge-  • 

radc  Linien  SS'  und  S'S"  legen  lassen.  Diese  beiden  geraden  Linien  schneiden  die  ge- 
gebene Curve,  im  Allgemeinen,  in  vier  Puncten  O,  O,  O"  und  O'",  und  diese  Puncte 
sind  diejenigen,  in  welchen  die  gegebene  Curve  von  denjenigen  Curven,  die  den  Forde- 
rungen der  Aufgabe  Genüge  leisten,  und  deren  cs  also,  im  Allgemeinen,  vier  gibt,  os- 
culirl  wird. 

Wir  können  hiernach  ferner  sogleich  die  Tangenten  (etwa)  derjenigen  Curvc,  welche 
die  gegebene  in  O osculirt,  in  den  beiden  gegebenen  Puncten  M nnd  N constrniren , da 
P,  der  Durchscbnillspunct  derselben,  der  vierte  harmonische  Theilongspunct  zu  den 
drei  Puncten  O,  S und  S'  ist!  (669) 

Wir  wollen  ferner  folgende  Aufgabe  constrniren: 

Eine  Curve  zweiter  Classe  zu  beschreiben , die  eine  gegebene  doppelt  berührt  und 
iiberdiess  durch  drei  gegebene  Puncte  geht. 

W enn  wir  die  gegebene  Curvc  nach  einander  mit  irgend  zweimal  zwei  der  drei  gege- 
benen Puncte  zusaminenstcllen , so  erhalten  wir  zweimal  zwei  Linien -Paare,  die  dem 
Linien  - Paare  SS'  und  S‘'S"'  der  32.  Figur  entsprechen.  Diese  beiden  Linien  - Paare 
schneiden  sich  in  vier  Puncten  nnd  diese  vier  Punctc  sind  die  Durchschniltspuncte  der 
(reellen  oder  imaginären)  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  gegebenen  Curvc  und  derje. 

II.  30 
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nigen  vier,  welche  den  Bedingnngen  der  Aufgabe  Genüge  leisten.  Die  Tangenten  dieser 
Cnrven  in  den  drei  gegebenen  Punclcn  lassen  sich  «iederum  leicht  construircn. 

Da  drei  gegebene  Pnncte  sich  anf  dreifache  Art  au  zwei  combinircn  lassen,  so  erhalten 
wir  dreimal  zwei  gerade  Linien,  die  nothwendig  durch  dieselben  vier  festen  Pnncte  gehen 
müssen.  Diese  vier  Puoctc  sind  diejenigen,  in  welchen  sich  die  drei  Diagonalen  von 
solchen  der  gegebenen  Corve  umschriebenen  Sechsecken  schneiden,  deren  Seiten,  paar- 
weise genommen,  durch' die  drei  gegebenen  Punclc  geben.  Wir  sind  also  auf  indircctem 
Wege  zu  dem  BlUANClION'scbcn  Satze  vom  umschriebenen  Sechsecke  (666)  gelangt  nnd 
haben  zugleich  eine  geometrische  Bedeutung  des  Durchschr.iltspunctes  der  drei  Diagona- 
len nachgewiesen.  Ks  ist  ncmlirh  dieser  Punct  der  Durchschnittspunct  der  (reellen  oder 
imaginären)  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  gegebenen  Curvc  nnd  einer  andern,  welche 
dieselbe  doppelt  berührt  nnd  ausserdem  durch  die  drei  Dnrcbschnitlc  der  gegenüberlie- 
genden Seilen  des  umschriebenen  Sechsecks  geht. 

671.  Wrcnn  wir  drei  Ocrlcr  betrachten,  von  welchen  jeder  den  ersten  gegebenen 
Ort  doppelt  berührt  und 

UT  «=  o 

für  die  Gleichung  des  neu  hinzugekommenen  Ortes  nehmen,  so  erhalten  wir  nach  dem 
Schema  der  668.  Nummer,  wenn 

r = o 

die  Gleichung  des  Durchschnittes  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  des  ersten  Ortes 
nnd  des  neu  hinzugekomnienen  ist  und  wir  den  Cocflicicnlen  ju"  gehörig  bestimmen: 
pU—fi'W  - ±(p5— <f)  = o, 

, p U'  —fi’U”  — ±(pJ— O = o,  («) 

TJ"  ±(*|3 — c1)  = o. 

Wenn  wir  die  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  von  einander  abziehen , so  kommen 
wir  zu  der  dritten  Gleichung.  Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

Wenn  ein  gegebener  Ort  zweiter  Clane  von  dreien  andern  Oertern  derselben 
Classe  doppelt  berührt  wird,  so  sind  diejenigen  drei  Paare  homologer  Punclc  je  zweier 
der  letztgenannten  Oerter , welche  mit  den  bezüglichen  Durchschnitlspunetcn  der  ( reel- 
len oder  imaginären)  gemeinschaß  liehen  Tangenten  jedes  dieser  Oerter  und  des  erstge- 
nannten in  gerader  Linie  liegen , die  gcgcniibcrstchendcn  Winkelpuncte  einer  vollstän- 
digen vierseitigen  Figur. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  (4)  beziehen  sich  ausschliesslich  anf  denjenigen  Fall, 
wo  die  bezüglichen  homologen  Puncte  je  zweier  derjenigen  drei  Cnrven,  welche  die  erste 
gegebene  doppelt  berühren,  reell  sind.  Es  können  auch  vier  dieser  drei  Puncte  ima- 
ginär sein,  alsdann  müssen  wir  in  jenen  Gleichungen  entweder  das  Zeichen  von  p3  oder 
von  q3  oder  von  r3  ändern.  In  diesem  Falle  gestattet  der  letzte  Satz  unmittelbar  keine 
geometrische  Construction. 

Ich  kann  auch  hier  einige  besondere  Fälle  des  letzten  Satzes,  den  vollständig  zu  dis- 
cutircn  der  Raum  verbietet,  nicht  unerwähnt  lassen. 

672.  Wenn  wir  für  den  ersten  gegebenen  Ort  eine  Curvc  und  für.  die  drei  übrigen 
drei  Systeme  von  zwei  Punctcn,  die  alsdann  auf  dem  Umfange  der  Curvc  liegen  müssen  und 
die  auch  (heilweise  zusammenfallen  und  auch  beliebig  mit  einander  verwechselt  werden  kön- 
nen, nehmen,  so  erhalten  wir  den  PASCAL’scbcn  Satz  vom  eingeschriebenen  Sechseck, 
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der  ons  eben  so  oft  und  angesucht  begegnet,  als  er  eine  grosse  Holle  in  dieser  Art  von 
Untersuchungen  spielt. 

673.  Wenn  wir  fiir  den  ersten  gegebenen  Ort  zweiter  (.lasse  ein  System  von  zwei 
(reellen  oder  imaginären)  Puncten , und  für  die  Übrigen  drei  Oerter  Corven  nehmen,  und 
diese  Curven  also  eine  gemeinschaftliche  Chordc  bähen,  so  liegen  viermal  drei  Durch- 
schnitte der  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  Corven  in  gerader  Linie.  Und  dieser 
Satz  besteht  endlich  auch  dann,  wenn  jene  gemeinschaftliche  Chordc  unendlich  weit 
liegt,  das  heisst,  wenn  die  Curven  irgend  drei  ähnliche  und  ähnlich  liegende,  insbeson- 
dere drei  Kreise,  sind.  Kr  erhält  alsdann  folgende  Aussage  : 

Die  Durchschnitlspuncte  der  äussern  und  innem  ( reellen  oder  imaginären ) gemein- 
schaftlichen Tangenten  je  zweier  irgend  dreier  gegebener  Kreise,  sind  solche  sechs 
Puncle , von  denen  viermal  drei  in  gerader  Linie  liegen  (164). 

674.  Wenn  wir  für  den  ersten  gegebenen  Ort  ein  Punclen -System  und  fiir  die  drei 
übrigen  Oerter  ein  zweites  Punclen  - System  und  zwei  Cnrvcn  nehmen,  so  müssen,  den 
Voraussetzungen  gemäss,  diese  beiden  Curven  sich  in  den  beiden  Puncten  des  ersten 
Systems  schneiden  und  mit  denselben  Puncten  müssen  die  Punctc  des  zweiten  Systems 
in  gerader  Linie  liegen.  Hiernach  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

f Venn  man  von  irgend  zwei  Puncten  einer  gemeinschaftlichen  Chordc  irgend  zweier 
Curven  zweiter  C/asse  vier  Tangenten  an  jede  derselben  legt,  so  erhält  man  zwei  voll- 
ständige vierseitige  figuren , die  den  Curven  beiden  zugleich  umschrieben  sind,  und  in 
jeder  Figur  also,  ausser  den  beiden  Puncten  der  gemeinschaftlichen  Chordc  noch  zwei 
Paare  gegenüberliegender  ff'inhelpuncte.  Zwei  homologe  Puncle  und  zwei,  auj  zwie- 
fache Art  zif  wählende,  Paare  gegenüberliegender  Winkclpunctc  der  beiden  umschrie- 
benen Figuren  bilden  die  Winhetpuncte  einer  neuen  vollständigen  vierseitigen  Figur. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  die  beiden  auf  der  gemeinschaftlichen  Chordc  der  beiden 
Cnrvcn  liegenden  Punctc  zusammcnfallen,  so  erhalten  wir,  statt  des  letzten  Satzes,  den 
nachstehenden  1 

I Tenn  man  von  irgend  einem  Puncle  einer  gemeinschaftlichen  Chordc  irgend  zweier 
Curven  zweiter  Classe  zwei  Tangenten  an  jede  derselben  legt , so  schneiden  sich  dieje- 
nigen vier  geraden  Linien,  welche  die  beiden  Berührungspunclf  auf  der  einen  Curve 
mit  den  beiden  Berühr ungspunctcn  auj  der  andern  Curve  verb  nden,  in  zwei  zusam- 
mengehörigen homologen  Puncten  der  beiden  Cnrvcn  (307). 

Wir  können  die  beiden  Sätze,  dieser  Nummer  zur  Constrnction  der  gemeinschaftlichen  Fig-  3^, 
Tangenten  zweier  gegebener  Curven  zweiter  Classe  anwenden,  wenn  wir  zwei  Durch- 
schnittspnnctc  dieser  Cnrvcn  kennen.  Hier  wollen  wir  Beispielsweise  denjenigen  Fall  nä- 
her betrachten,  wo  die  beiden  gegebenen  Cnrvcn  eine  Hyperbel  und  ein  Kreis  sind,  die 
sieb  in  vier  reellen  Puncten  A,  B,  C und  D schneiden  und  keine  gemeinschaftlichen 
Tangenten  haben;  und  wollen  die  beiden  reellen  homologen  PnnclC  derselben  constrni- 
ren.  Wenn  wir  zu  diesem  Ende  von  irgend  einem  Punctc  P der  gemeinschaftlichen 
Chordc  BD  aus  zwei  Tangenten  an  jede  Curve  legen,  so  gehen,  wenn  Bl  und  Ni  Bf 
and  N'  die  vier  Berilhrungspuncte  sind,  die  bejdcn  geraden  Linjen  MM'  und  NN'  durch 
den  einen  homologen  Panel  H and  die  beiden  geraden  Linien  MN'  ond  BIN  durch  den 
andern  homologen  Punct  H . 

90* 
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Wir  können  hierbei  auch  nach  dem  ersten  Saite  dieser  Nummer  construiren  und  von 
zwei  Piinclon  P nnd  I*  der  Chordc  BD  aus  Tangenten  an  die  beiden,  Curven  legen. 
Ziehen  wir  tum  Beispiel  die  Tangenten  PS  und  PS',  PS  und  PS’,  so  geht  die  gerade 
Linie,  welche  sich  durch  die  beiden  Pmicle  S und  S'  legen  lässt,  zugleich  durch  den 
homologen  Punct  II.  Nehmen  wir  statt  der  beiden  Tangenten  P'S  und  PS  die  beiden 
Tangenten  PS,  und  PS,  so  erhalten  wir  die  beiden  Punctc  S und  S,,  welche  mit  dem 
Puncto  II'  in  gerader  Linie  liegen. 

"Wir  würden  dieselben  homologen  Puncte  H und  H'  erhalten,  wenn  wir  von  Puncten 
der  gemeinschaftlichen  Chordc  AC  Tangenten  an  die  beiden  Curven  legen.  Aber  von 
keinem  Puncte  der  vier  übrigen  Chorden  AB  und  CD,  BC  und  DA  lassen  ,sich  reelle 
Tangenten  an  beide  Curven  zugleich  legen,  die  entsprechenden  homologen  Puncte  sind 
imaginär.  Die  beiden  durch  diese  vier  imaginären  homologen  Pnncte  gehenden  homologen 
geraden  Linien  (6tO)  erhält  man  auf  der  Stelle.  Man  braucht  zu  diesem  Ende  bloss  die 
beiden  Chordalpnnclc  (3Ö3)  der  beiden  gegebenen  Curven  Q und  Q’  mit  dem  dritten 
Chordalpnmle  ()'  durch  zwei  gerade  Linien  zn  verbinden.  Auf  ähnliche  Weise  liegen 
die  beiden  reellen  homologen  Puncte  il  und  IT  auf  der  geraden  Linie,  welche  die  beiden 
Chordalpnnctc  Q und  Q’  mit  einander  verbindet. 

Die  drei  Cliordalpuncle  zweier  Kegelschnitte  sind  die  JVinkel/mnrte  desjenigen 
Dreiecks , dessen  Seiten  die  drei  homologen  geraden  IJnien  derselben  beiden  Kegel- 
schnitte sind.  Jn  Beziehung  auf  jeden  derselben  sind  die  drei  Cliordalpuncle  die  Pole 
der  drei  homologen  geraden  Linien,  und,  umgekehrt,  diese  sind  die  Polaren  von  jenen. 

(Ycrgl.  die  310.  Nummer  und  die  Schlussbcmcrkung  der  384.  Nummer.)  — 

’ 675.  Es  seien , indem  wir  zn  einem  neuen  Schema  übergehen, 

U =»  o,  U'  « o,  W*  = o,  (») 

die  Gleichungen  irgend  dreier  gegebener  Oerter  zweiter  Classc;  alsdann  stellen,  wenn 
fi  und  /<"  irgend  zwei  unbestimmte  Cocflicienten  bedeuten,  die  Gleichungen: 

U+fi'U’  =s  0,  U+/r"U'  =-  o,  (1) 

die  wir,  der  Kürze  halber,  durch 

V'  = o,  V = o, 

bezeichnen  wollen,  irgend  zwei  sokhc  neue  Oerter  derselben  Classe  dar,  welche  rcspcctivc 
mit  dem  ersten  und  zweiten,  und  mit  dem  ersten  und  dritten  gegebenen  dieselben  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  haben.  Wenn  wir  die  beiden  Gleichungen  (2)  von  einan- 
der abzichen  , su  erhalten  wir 

nV—ft"Ü’  = V-V  = W = o, 

indem  wir  zngloirh  jeden  der  beiden  ersten,  vollkommen  identischen  Ausdrücke  (ulT—  n'T  ') 
und  (Y' — Y"),  der  Kürze  halber,  durch  VV  bezeichnet!.  Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass 
die  Curve  \\  =0  einerseits  mit'  den  beiden  gegebenen  Oerlern  IV  = 0 und  U"  = o 
und  andierscils  mit  den  beiden  Ocrtern  Y = 0 und  Y"  = o dieselben  vier  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  hat. 

Die  vier  g em  einsc/i  aß  flehen  Tangenten  irgend  zweier  gegebener  Oerter  zweiter 
Classc  und  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  irgend  zweier  anderer  Oerter  der- 
selben Classe,  welche  mit  jenen  beiden  gegebenen  und  irgend  einem  dritten  gegebenen 
dieselben  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben , berühren  alle  acht  ein  und  denselben 
neuen  Ort  tu  eit  er  Classe. 
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676.  Zu  demselben  Resultate  kommen  wir  auch  nach  folgendem  Schema,  in  weichem 
ich  die  Bezeichnung  mit  der  Bezeichnung  in  der  vorigen  Nummer  übereinstimmend  wühle. 
Es  stellt  nemlicb  die  Gleichung 

6 v-u-^tr  = W - 0 

irgend  einen  Ort  zweiter  Classe  dar.  Um  diese  Gleichung  zu  constrnircn , setzen  wir 

sogleich : - 

0 V-U  = /tV  = 0 und  U"  - o, 

U+^"U"  = V"  =.0  . V'  = 0. 

w ir  sehen  hieraus,  dass,  wie  oben,  die  beiden  Cnrven  13'  **  o und  U"  = o,  so  wie 
die  Curvcn  V = o und  V"  = o mit  der  Curvc  W = o dieselben  vier  gemeinschaftli- 
chen Tangenten  bähen.  Betrachten  wir  die  drei  Curvcn  U a»  o,  U"  = o und  V'  = o 
als  gegeben,  so  erhall  der  letzte  Satz  folgende  Aussage: 

fl  enn  irgend  drei  Oerter  zweiter  Classe  gegeben  sind,  so  hat  jeder  der  beiden 
letztem  mit  einem  beliebigen  Orte,  der  mit  dem  andern  derselben  und  dem  ersten  ge- 
gebenen dieselben  gemeinschajtlichen  Tangenten  bat,  vier  gemeinschaftliche  Tangenten; 
die  acht  gemeinschaftlichen  Tangenten , die  man  auf  diese  l Veite  erhält,  berühren  ein 
und  denselben  neuen  Ort  zweiter  Classe. 


677.  W ir  wollen  hier  nur  einige  ganz  spcdellc  Fülle  der  Sätze  der  beiden  letzten  Fig.  3*. 
Nummern  bervorbeben,  und  zwar  zuerst  ftir  die  drei  Oerter 

. U — o,  U'  *»  o,  V — o, 

die  drei  Punctcn- Systeme  Q und  Q’,  R und  R',  S nnd  S'  und  demnächst  fiir  die  bei- 
den Oerter: 

U = 0,  V"  = o. 


die  beiden  Punctcn- Systeme  N nnd  N',  M nnd  M'  nehmen.  Alsdann  berühren  die  acht 
geraden  Linien  SM,  SM',  S'M,  S'M',  RN,  RN',  R'N  und  R'N'  dieselbe  Curvc  zweiter 
Classe,  welche  durch  die  Gleichung: 

W ms  o 

dargcstcllt  wird  und  die  Hyperbel  der  34-  Figur  ist. 

An  das  Vorstehende  scblicssen  sieb  zierliche  Constructioncn  einer  Curve  zweiter 
Classe  an,  wenn  fünf  Tangenten  derselben  gegeben  sind.  Diese  fünf  gegebenen  Tangen- 
ten können  wir  beliebig  nnlcr  den  letztgenannten  acht  geraden  Linien  auswühlen  und  er- 
halten alsdann  verschiedene  Constructioncn  der  drei  übrigen. 

Es  seien  zum  Beispiel  SM,  SM',  S’M,  S'M'  und  RN  die  fünf  gegebenen  za  berüh- 
renden geraden  Linien.  Die  ersten  vier  dieser  geraden  Linien  bilden  ein  Viereck,  (das 
wir  auf  doppelte  Weise  nehmen  können),  dessen  gegenüberliegende  VA  inkelpuncte  S 
und  S',  M und  M'  seien.  Auf  der  fünften  gegebenen  geraden  Linie  nehme  man  zwei 
Punctc  R und  N beliebig  an,  ziehe  RM  und  SN,  die  sich  in  Q,  und  RM'  und  S'N, 
di*  sich  in  Q'  schneiden.  Ferner  ziehe  man  Q'M  und  QM’v  die  sich  in  R‘,  nud  Q'S 
und  QS',  die  sich  in  N’  schneiden.  RN',  R'N  und  R’N  sind  alsdann  drei  neue  Tangen- 
ten der  zu  conslruircndcn  Curvc. 

Um  ein  zweites  Beispiel  zu  nehmen , 'seien  S'M,  S'M’,  R'N,  R'N’  und  SM  die  fünf 
gegebenen  geraden  Linien , wodurch  die  Durchschnittspuncte  S',  R'  und  M bestimmt 
sind.  Man  nehme  einen  Punct  Q beliebig  an , ziehe  QM  und  nehme  auf  dieser  geraden 
Linie  den  Punct  R wiederum  beliebig  an.  Man  ziehe  QS',  wodurch  auf  R’N'  der  Punct 
NT,  QR',  wodurch  auf  S'M'  der  Punct  M'  bestimmt  wird , ziehe  RM'  und  R M,  die  sich 
in  Q'  schneiden,  Q'S',  welche  R'N  in  N begegnet  und  endlich  SM',  RN  und  RN". 
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35.  678.  Eine  Curve  zweiter  Clane  zu  beschreiben,  welche,  mit  einer  gegebenen  zu- 

sammengestellt , zwei  gegebene  Puncle  zu  homologen  Puncten  hat,  und  überdiess  eine 
gegebene  gerade  Linie  berührt. 

F.s  sei  RN  die  gegebene  gerade  Linie  und  M und  M'  seien  die  beiden  gegebenen 
Puncle.  Wenn  diese  Pnncte  beide  ausserhalb  der  gegebenen  Curve  liegen,  so  können 
wir  die  vorstehende  Aufgabe  unmittelbar  auf  die  Aufgabe  der  vorigen  Nummer  zurück- 
fuhren,  indem  wir  von  den  beiden  gegebenen  Puncten  Tangenten  an  die  gegebene  Curve 
legen.  Diese  Tangenten  werden  aber  paarweise  imaginär,  wenn  M und  RF  innerhalb 
der  gegebenen  Curve  liegen.  In  diesem  Falle  kommt  die  vorslcbcndc  Aufgabe  darauf 
hinaus,  eine  Curve  zweiter  Classc  zu  beschreiben,  welche  fünf  gegebene  gerade  Linien, 
vun  welchen  zwei  und  zwei  imaginär  sind,  berührt.  Diese  imaginären  geraden  Linien 
lassen  sich  allgemein  als  die  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  gegebener 
Currcn  zweiter  Classc  geometrisch  bestimmen,  oder  auch,  wie  in  dem  vorliegenden 
Falle,  durch  die  eine  dieser  Corvcn  und  durch  zwei  innerhalb  derselben  liegende  Puncle 
M und.  M',  die  reellen  Durchscbniltspunctc  der  beiden  Paare  imaginärer  gemeinschaft- 
lichen Tangenten. 

Die  Construction  dieser  Aufgabe  stimmt  buchstäblich  mit  der  ersten  Construction 
der  vorigen  Nummer  iibcrcin,  wenn  wir  nur  die  gegebene  Curve  an  die  Stelle  des  gege- 
benen Puncten- Svstems  S und  S'  setzen.  Es  ist  daher  hinreichend,  bloss  die  35.  Figur 
hinzuzufügen. 

679.  Wenn  mau  annimmt,  dass  die  beiden  gegebenen  Punctc,  INI  und  RF,  Zusam- 
menfällen, so  besteht  noch  immer  die  erste  Construction  der  677.  Nummer,  gibt  aber 
alsdann  nur  eine  einzige  neue  Tangente.  Die  verlangte  Curve  hat  alsdann  mit  der  gege- 
benen einen  doppelten  Contact,  der  imaginär  wird,  wenn  die  zusammcnfallcndcu  Puncto 
innerhalb  der  gegebenen  Curve  angenommen  werden. 

Eine  Curve  zweiter  Ctasse  zu  beschreiben , welche  mit l einer  gegebenen  auf  einer 
gegebenen  ( der  Curve  begegnenden  oder  nicht  begegnenden)  geraden  Linie  einen  ( reel- 
len oder  imaginären ) doppelten  Contact  hat,  und  überdiess  eine  zweite  gegebene  ge- 
rade Linie  berührt. 

. 36.  E*  sei  PP  die  erste  gegebene  gerade  Linie , im  Pole  derselben , in  Beziehung  auf 
die  gegebene  Corve,  nehme  man  die  beiden  zusammenfallenden  Punctc  AI  und  RF  an. 
(616)  Die  zweite  gegebene  gerade  Linie  sei  RN,  nnd  auf  derselben  bestimme  man  will- 
kührlich  die  beiden  Puncte  R nnd  N.  Man  lege  vom  Punctc  N aus  zwei  Tangenten  an 
die  gegebene  Curve , und  verbinde  die  Puncle  RI  (RF)  und  R durch  eine  gerade  Linie, 
welche  jenen  Tangenten  in  Q und  Q'  begegne.  Durch  Q und  Q'  lege  man  zwei  neue 
Tangenten  an  die  gegebene  Curve,  welche  sich  in  N’  schneiden,  und  ziehe  endlich  RN‘. 
Diese  gerade  Linie  ist  eine  neue  Tangente  der  verlangten  Curve. 

Wenn  man  die  beiden  znsammcnfallendcn  Pnncte  RI  nnd  RI'  auf  dem  Umfange  der 
gegebenen  Curve,  etwa  in  ü,  anniinmt,  so  enthält  das  Vorstehende  eine  neue  Constrnc- 
tion  folgender  Aufgabe: 

Eine  Curve  zweiter  Classc  zu  beschreiben , die  eine  gegebene  in  einem  gegebenen 
Puncte,  der  auch  auf  einer  Asymptote  derselben  unendlich  weit  liegen  kann,  vierpunc- 
tig  osculirt  und  überdiess  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt. 

Es  erhellet  zugleich  aus  der  letzten  Construction,  dass  alle  Curvcn  zweiter  Classc, 
welche  eine  gegebene  gerade  Linie  berühren,  und  überdiess  eine  gegebene  Curve  derselben 
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('lasse,  auf  solche  Weise  doppelt  berühren,  dass  die  Pole  der  bezüglichen  Berührungs- 
Chorden  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  liegen,  ansserdem  noch  ein  und  dieselbe 
’ zweite  gerade  Liuic  berühren.  An  diese  Bemerkung  schlicsst  sich  eine  neue  Conslruction 
einer  Curve  zweiter  Classe  an,  welche  eine  gegebene  doppelt  und  tibcrdicss  drei  gegebene 
gerade  Linien  berührt,  und  einer  Curve  zweiter  Classe , welche  eine  gegebene  vicrpunc- 
tig  oscnlirtmnd  tiberdiess  zwei  gegebene  gerade  Linien  berührt. 

6SO.  Die  allgemeine  Aufgabe,  einen  Ort  zweiter  Classe  zu  beschreiben,  der  mit  zwei 
gegebenen  dieselben  vier,  reellen  oder  imaginären,  Tangenten  bat  und  eine  gegebene 
gerade  Linie  berührt,  hat  immer  eine  einzige  reelle  Auflösung.  Wenn  insbesondere  die 
gegebene  gerade  Linie  eine  homologe  gerade  Linie  der  beiden  gegebenen  Oerter  ist,  so 
ist  der  verlangte  Ort  offenbar  das  System  der  entsprechenden  beiden  homologen  Punctc 
der  beiden  gegebenen  Oerter.  Jede  neue  Tangente  des  verlangten  Ortes,  die  wir  nach 
der  ersten  Constrnctionswcisc  der  677.  Nnmnicr  erhalten,  fällt  alsdann  nolhwcndig  mit 
der  gegebenen  geraden  Linie  zusammen.  Diess  ist  offenbar  in  dem  Falle,  dass  jene  bei- 
den homologen  Punctc  imaginär  sind  und  Wenn  cs  für  diesen  Fall  gilt,  muss  cs  offenbar 
auch  fiir  den  andern  Fall  gelten,  dass  jene  Pnncle  reell  sind.  Hiernach  erhalten  wir  fol- 
gende charakteristische  Eigenschaft  einer  beliebigen  homologen  geraden  Linie  zweier  ge- 
gebener Curren  zweiter  Classe. 

ff'cnn  irgend  zwei  Curven  zweiter  Classe  gegeben  sind  und  man  legt  von  einem  be- 
liebigen Punctc  einer  ihrer  homologen  geraden  Linien  zwei  Tangenten  an  eine  Curve, 
und  von  einem  zweiten  beliebigen  Punctc  derselben  IJnie  zwei  Tangenten  an  die  andere 
Curve , und  endlich  von  zwei  gegenüberliegenden  IJurchsehniltspunctcn  dieser  beiden 
Tangenten  - Paare  noch  zwei  Tangenten  an  jede  Curvdg  so  schneiden  sich  diese  zwei- 
mal zwei  Tangenten  in  zwei  neuen  Puncten  der  homologen  geraden  Linie, 

6ül.  Ich  darf  liier  diese  Erörterungen  nicht  weiter  ausdrhnen,  und  schlicssc  diese 
Ablhcilung  mit  einigen  Andeutungen  über  die  geometrische  Bedeutung  der  bisher  ge- 
brauchten unbestimmten  Cocfficientcn. 

Wenn  zwei  Oerter  zweiter  Classe  durch  folgende  beiden  Gleichungen  gegeben  sind: 
A h>’+2B  vw+C  vj+JD  uw+2  Env+F  n5  = U = o, 
A‘wI+2B'vw+C‘v,+2D'ii«r+2E'nv+F'n1  =>  Ü'  = o, 
und  mit  diesen  beiden  Oertern  irgend  ein  dritter  Ort,  dessen  Gleichung: 

A"w3+2B'vw+C  V42D"uw+2E',uv+F',us  = U"  = o, 
dieselben  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  hat,  so  ergibt  sieb,  wenn  /«'  und  fi'  unbe- 
stimmte GoefTicientcn  bedeuten: 

r+/t'L”  - /«"ir.  (.) 

Der  dritte  Ort  ist  vollkommen  bestimmt,  wenn  der  unbestimmte  Gocllicient  /t  gegeben 
ist,  and,  umgekehrt,  wenn  der  dritte  Ort  gegeben  ist,  lässt  sieb  leicht,  auf  verschiedene 
Art,  der  Werth  jenes  unbestimmten  Cocfficientcn  cunstruircn.  Wir  wollen,  was  erlaubt 
ist,  ohne  der  Allgemeinheit  irgend  Abbruch  zn  tliun,  A = A'  = A“  = 1 setzen.  Wenn 
wir  die  Gleichung  (l),  in  Beziehung  auf  w,  differenteren,  so  kommt: 

du  ;dc  _ „dir 

dw  U dw  ^ dw  * 

und  die  drei  partiellen  Differential -Cocfficientcn  dieser  Gleichung,  Ausdrücke  von  der 
Form  (w+Bv+Du),  gleich  Null  gesetzt,  stellen  die  Alittclpunctc  der  drei  Curven  dar. 
Wenn  wir  also  die  Abstände  des  Mittclpunclci  der  dritten  Curve  von  den  Mitteipnncten 
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der  ersten  ond  zweiten  Curve  p und  p'  nennen , so  ist  nach  der  4tO  Nummer  i 

’ • V ~ 1p  * («) 

wobei  wir  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  müssen,  je  nachdem  der  dritle  Miltel- 
punct  zwischen  die  beiden  ersten  lallt  oder  nicht. 

Der  Ramu  verbietet,  in  Goustructioncn  irgend  einer  Art  hier  einzugeben. 

Wenn  wir  die  Glcicbnng  (t),  in  Beziehung  auf  v,  differentüren,  so  kommt: 

dU  . ,dU'  „dü" 


Z+t* 


dv 


ir- 


37. 


(»> 


Die  drei  .partiellen  Differential  - Coefficientcn  dieser  Gleichung,  Ausdrücke  von  der  Form 
(Bw-t-Cv+Eo) , gleich  Null  gesetzt,  stellen  die  drei  Pole  der  zweiten  A.\e,’  in  Beziehung 
aut  die  drei  Curvcn,  dar.  Bezeichnen  wir  die  Abstände  des  dritten  Polcs  von  deju  ersten 
nnd  zweiten  durch  q und  q',  so  kommt: 

. B'  q' 

* ~ % • q 

Aus  der  Zusammenstellung  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  (7)  folgt! 

l = ®‘  i. 

p B‘q 

B und  B sind  die  Abstände  der  Mittclpunctc  der  beiden  ersten  Curvcn  von  der  zweiten 
Axc.  Das  Vcrbällniss  dieser  Abstände  bleibt  dasselbe,  wenn  wir  diese  Axc  nm  denjeni- 
gen Puncl  beliebig  sich  drehen  lassen,  in  welchem  dieselbe  diejenige  gerade.  Linie, 
wclehc  jenen  Mittclpunct  enthält,  schneidet.  Also: 

Das  Vcrhällniss  der  gegenseitigen  Abstände  der  drei  Pole  einer  beliebigen  Trans- 
versalen, in  Beziehung  auf  drei  Curvcn  zweiter  Classe,  die  demselben  Viereck  einge- 
schrieben sind,  bleibt  dasselbe,  wenn  die  Transversale  sich  um  ihren  Durchschnitts- 
punct  mit  der  durch  die  Mittclpunctc  der  drei  Curvcn  gehenden  geraden  JLinic  belie- 
big dreht. 

Wenn  wir  insbesondere  für  die  beiden  gegebenen  Oertcr  zwei  Punctcn  - Systeme, 
P nnd  P',  Q und  Q',  nehmen,  so  ist  der  dritte  Ort  irgend  eine  Curve,  die  einem  gege- 
benen Viereck,  etwa  dem  Vierecke  PQP'Q’,  eingeschrieben  ist.  Wenn  wir  die  vier  Sei, 
ten  dieses  Vierecks  als  vier  Transversalen  betrachten,  so  sind  die  drei  Pole  derselben,  in 
Beziehung  auf  die  drei  Ocrter,  die  beiden  auf  derselben  liegenden  Winkelpuncte  und 
der  Bcriibrungspunct.  Wenn  wir  also  die  Segmente,  welche  auf  den  vier  Seiten  durch 
die  vier  Bcrtihrnngspnnctc  bestimmt  werden,  a nnd  a\  b nnd  b',  c und  c’,  d und  d' 
nennen,  ferner  die  Abstände  der  Mitten  der  beiden  Diagonalen  von  den  vier  Seiten  hl, 
N,  O,  P und  M’,  N',  O',  P,  und  endlich  E.  = = x setzen,  so  gibt  die  Glei- 

chung (3): 


Hieraus  folgt: 


M* 

b'  N' 

c O' 

d' 

"ST* 

E-  = *'N  ’ 

c = *'<T' 

d " 

a'.b.c'.d 

M’.N.O'.P 

sinu  .sinß.siny  .sinS 

= t. 

a.b‘.c.d' 

“ &TN.O.P 

sinu.sinf  .siny.sinb’ 

*p 


(Vergleiche  die  Note  zur  441.  Nummer.)  Der  hierin  enthaltene  Satz  ist  folgender: 

Wenn  eine  Curve  zweiter  Classe  die  vier  Seiten  eines  gegebenen  Vierecks  berührt, 
so  bestimmt  auf  jeder  Seite  der  bezügliche  Berührungspunct  zwei  Segmente,  Das 
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Product  von  vier  nicht  auf  einander  folgenden  solchen  Segmente  ist  dem  Producte  der 
vier  übrigen  gleich. 

Statt  der  Curve  kann  man  in  dem  letzten  Satze  ein  drittes  Pancten- System  nehmen 
und  erhalt  alsdann  den  Satz  der  440.  Nummer.  Es  ist  der  letzte  Satz  auch  einer  bedeu- 
tenden Verallgemeinerung  fähig  *).  Er  gilt  auch  für  ein  umschriebenes  Dreieck  (436, 
all)  und  fUr  jedes  beliebige  umschriebene  Polygon,  was  leicht  za  zeigen  ist. 

Ich  gehe  in  kein  näheres  Detail  hier  ein;  ich  wollte  durch  diese  Schlussbemerknngen 
bloss  wiederholt  darauf  anioicrksam  machen,  wie  die  Theorie  der  Transversalen, 
welcher  die  rein  geometrische  Methode  in  neuerer  Zeit  ihre  schönsten  Entwicklungen  ver- 
dankt, mit  der  Betrachtung  der  unbestimmten  Cocfficicnten  in  der  allgemeinen  Verbin- 
dung der  Gleichungen  aufs  innigste  zusammenbängt,  und  die  einzelnen  Sätze  derselben 
aus  dieser  ohne  Mühe  sieb  herlcitcn  lassen.  (Vcrgl,  die  436 — 44t,  Nummer). 

*)  Poy CR?  ST , Prop.  pro j,  tSi. 


II. 


•t 
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682.  >V  enu  wir  die  Entwicklungen  des  ersten  Bandes  mit  den  Entwicklungen  der 
. vorstehenden  ersten  Ablheilong  des  zweiten  Bandes,  und  wenn  wir  namentlich  die  Ent- 
wicklungen der  beiden  letzten  Paragraphen  jenes  ersten  Bandes  und  dieser  ersten  Ablbei- 
lung  mit  einander  vergleichen,  su  bemerken  wir  eine  überraschende  Analogie  in  den  Re- 
sultaten. Es  stehen  dieselben,  paarweise  genommen,  in  so  genauer  Wechselbeziehung, 
dass  wir,  vermittelst  eines  allgemeinen  Principcs,  mit  welchem  wir  uns  in  dieser  zweiten 
Abtheilung  beschäftigen  wollen,  sobald  ein  Satz  bekannt  ist,  unmittelbar  den  analogen 
Satz  erhalten.  Der  beschränkte  Baum  verbietet  uns,  in  den  folgenden  Auseinanderse- 
tzungen mit  derjenigen  Ansführlichkeit,  welche  der  Gegenstand  fordert,  za  Werke  zu 
gehen.  Bei  dieser  Beschränkung  entscheide  ich  mich  indess  lieber  dafür,  mancherlei 
einzelne  Resultate  zu  unterdrücken,  als  bei  der  Anfstcllung  und  Entwicklung  des  in  Rede 
siebenden  Principcs  von  einem  weniger  allgemeinen  Gesichtspnuclc  aaszugeben. 

§.  I. 

lieber  das  Cr.sm EiCsche  Paradox. 

683.  Die  allgemeine  Glcicbnng  irgend  eines  n.  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen 
Grüssen,  «eiche,  je  nachdem  diese  veränderlichen  Griisscn  Punct-  oder  Linien  - Coordi- 
naten  bedeuten,  die  Ocrtcr  n.  Ordnung  oder  n.  Classc  darstellt,  enthält: 

.+2+3+  . . +(n+l ) = <2±W'+*), 

constantc  Cocfdcicnlcn.  Jeden  beliebigen  dieser  CoefGiientcn  können  wir  als  gegeben  be- 
trachten und  etwa  gleich  Eins  setzen.  Die  übrigen 
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(n-4-Q(n-H)  = n(n-f-t) 

t.  2 i.  2 


Cocfhcienten  sind  alsdann  durch  eine  gleiche  Anzahl  linearer  Gleichungen,  im  Allgemei- 
nen, vollkommen  und  auf  einzige  Weise  bestimmt.  In  dem  Falle  von  Punct-Coordina- 
ten  entspricht  jedem  gegebenen  Puncte  der  bezüglichen  Curvc,  in  dem  Falle  von  Linicn- 
Coordinatcn  jeder  Tangente  der  bezüglichen  Curve,  eine  solche  lineare  Bedingung;  - Glei- 
chung. Ein  Ort  n.  Ordnung  ist  also  durch  — *■  "J"'5-  Puncte,  ein  Ort  n.  Classc  durch 
- - Tangenten,  im  Allgemeinen,  vollkommen  bestimmt. 

Aber  zwei  Curvcu  n.  Ordnung  schneiden  sich,  im  Allgemeinen,  in  n1  Punctcn  und 
durch  dieselbe  n’  Puncte  gehen  ausserdem  noch  unendlich  viele  Oerter  derselben  Ord- 
nung. Zwei  Oerter  n.  Classe  berühren,  im  Allgemeinen,  beide  dieselben  n3  gerade  Li- 
nien , und  dieselben  n3  geraden'  Linien  sind  ausserdem  auch  noch  Tangenten  von  unend- 
lich vielen  Ocrtern  derselben  Classe.  Sobald  n = 3 oder  n > 3,  und  also 

n(n-*-3)  • 


u*  > 


t.  2 


begegnet  man  einer  Art  von  Paradoz,  dass  nemlich  eine  Curvc  durch  so  viele  oder  durch 
mehrere  Pnncte  geht,  oder  so  viele  oder  mehrere  gerade  Linien  berührt,  als,  im  Allge- 
meinen, zn  ihrer  Bestimmung  nüthig  sind,  nnd  doch  noch  unbestimmt  bleibt. 

Auf  dieses  Paradoz,  rücksichtlich  der  Bestimmung  der  Gurren  durch  Puncte , scheint 
zuerst  ChaMF.R  *)  aufmerksam  gemacht,  und  zugleich  die  analytische  Erklärung  desselben 
gegeben  zu  haben.  Es  müssen  nemlich,  was  aus  den  vorangcschirktcn  Erörterungen  so- 
gleich a priori  cinleucblet,  wenn  die  n’  Durchschnittspnncte  zweier  Cnrven  n.  Ordnung 
gegeben  sind  und  n = 3 oder  n > 3 ist,  diesen  Dnrchschnittspunctrn  solche  n5  lineare 
Gleichungen  entsprechen,  von  welchen  eine  oder  mehrere,  die  man  beliebig  auswäblen 
kann,  von  den  jedesmalig  iibrigbleibcnden  bedingt  werden.  Um  aber  vollständig  hier  zn 
Werke  zn  gehen,  müssen  wir  die  vorstehende  Erklärungsweise  auch  noch  geometrisch 
deuten.  Ich  habe  dieses  bereits  beiläufig  im  ersten  Bande  der  „Entwicklungen“  getban, 
als  ich  meinerseits,  bei  einer  spccicllen  Veranlassung,  auf  jenes  Paradox  sticss  **).  Den- 
selben Gegenstand  habe  ich  später  in  den  zu  Montpellier  erscheinenden  .Annalen*-  aus- 
führlicher behandelt  und  zugleich  die  Betrachtungen  auf  Oberflächen  übertragen  ***),  nnd 
hier  nehme  ich  diese  Untersuchungen  von  Neuem  auf,  weil  sic  mit  den  folgenden  in  ge- 
nauer Beziehung  stehen. 

684  Wenn  wir  — t ^ Puncte  willkübrlich  annchmcn,  so  können  wir 

durch  diese  Puncte  unendlich  viele  Oerter  n.  Ordnung  legen,  deren  jeder,  im  Allgemei- 
nen, vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  wir  ausserdem  noch  irgend  einen  neuen  Pnnct 
kennen,  der  auf  dem  Orte  liegt  Zwei  solche  Oerter  wollen  wir  durch  die  beiden  Glei- 
chungen : 


*)  Cxa  jrjtÄ,  Jntrcductian  d tanalyee  det  lignet  courbet  algebriquet.  Genevt , eySo.  Nro. 
4S.  — I.ACnoi t , Tratte  du'cakul  differtntiel  et  du  calcul  intlgral.  Seconde  Edition. 
Time  I.  p.  4t  3,  Note. 

»•)  Vergl.  S.  228,  Note. 

***)  Recherchee  eur  les  courbet  algdbriquee  de  tone  let  degrit ; Gerg.  Ann  Tbme  XIX,  p.  pj, 
Recherches  eur  les  eurfacee  aigebritjutt  de  loue  let  degres ; ib.  p,  tsp. 

31  • 
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(■) 


U = o,  ü 

darstellen,  Alsdann  ist 

U'-H*U  = o,  (,) 

wenn  n einen  unbestimmten  CoefGcientcn  bedeutet,  die  allgemeine  Gleichung  aller  derje- 
nigen Oerter  n.  Ordnung,  welche  durch  die  n3  Durchschnittspuncte  der  beiden  Oerter  (1), 
also  durch  die  ^ — 1 ^ willlcührlich  angenommenen  Puncle  und  ausserdem  noch 

(in  der  Voraussetzung,  dass  n ^ 3)  durch 


(n— 2)fn— 1)  _ n(n— 3)_(_| 


2 / t.  2 l.  2 

neue  Punctc  geben.  Wenn  wir  noch  irgend  einen  neuen  Punct,  der  auf  dem  Orte  (2) 
liegt  und  den  wir  P nennen  wollen,  kennen,  so  erhallen  wir  eine  lineare  Gleichung  zur 
Bestimmung  von  ft.  Erst  dann  ist  dieser  Ort  vollkouune«  und  auf  einzige  Art  bestimmt. 
Derselbe  Ort  ist  aber  auch  schon  bestimmt,  wenn  wir  zu  den  ^ — t ^ willklihrlich 

angenommenen  Punctcn  jenen  Punct  P noch  hinzuftigen.  Der  auf  diese  letzte  Weise  be- 
stimmte Orf  geht  mithin  durch  die  n3  Durchschnittspuncte  der  beiden  Ciirvcn  (1).  Da 
wir  fiir  diese  beiden  Cnrvcn  irgend  zwei  beliebige,  welche  durch  die  willkiihrlich  ange- 
nommenen Puncte  gehen,  genommen  haben,  und  jede  dieser  Cnrvcn  von  der  Cnrve  (2) 
ebenfalls  nur  in  n3  Punctcn  geschnitten  wird,  so  folgt,  dass  alle  solche  Cnrvcn  sich  in 
denselben  n3  Punctcn  schneiden,  und  also  ausser  durch  jene  (PF1-)  Punctc 
noch  durch  ^ andere  feste  Puncte  gehen. 

Eine  ganz  analoge  Schlusswcisc  können  wir  auf  Cnrvcn  n.  Classc  anwenden  und  er- 
halten hiernach  die  nachstehenden  beiden  Sätze. 

Alle  Oerter  n.  Ordnung , welche  durch  ( | — — l \ beliebige,  gegebene  Puncte 

gehen , gehen  überdies s auch  noch  durch  ( --  ^ andere  feste  Puncte. 

Alle  Oerter  n.  Classc,  welche  ^ — l ^ beliebige,  gegebene  gerade  Linien 

berühren,  berühren  überdiess  auch  noch  — - - --  — t ^ andere  feste  gerade  Linien. 

So  gehen  zum  Beispiel  alle  Oerter  dritter  Ordnung,  welche  durch  acht  gegebene 
Punctc  gehen,  Uherdiess  auch  noch  durch  einen  nenntcu  festen  Punct.  (Wenn  inshc* 
sondere  die  acht  gegebenen  Punctc  acht  von  den  neun  Durchschnirtspunctcn  zweier  Sy- 
steme von  drei  geraden  Linien  sind,  so  ist  der  neunte  feste  Punct  der  nennte  Ditrcli- 
sebnittspunetj.  Alle  Oerter  vierter  Ordnung,  welche  dnreh  dreizehn  gegebene  Puncte 
gehen,  gehen  überdiess  auch  noch  durch  drei  neue  feste  Puncle.  Und  ferner  alle  Oer- 
ler  dritter  Classc,  welche  acht  gegebene  gerade  Linien  berühren,  berühren  überdiess 
auch  noch  eine  neunte  feste  gerade  Linie,  und  alle  Oerter  vierter  Classc,  welche 
drei  zehn  gegebene  gerade  Linien  berühren,  berühren  ausserdem  noch  drei  andere 
feste  gerade  Linien. 

Wir  bemerken  noch  beiläuGg,  dass  die  gegebenen  nnd  resnllirendgn  festen  Pauctc 
and  geraden  Linien  auch  paarweise  imaginär  werden  können.  Solche  zwei  imaginäre 
Puncte  bestimmen  sieb  geometrisch  am  einfachsten  durch  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
nnd  eine  demselben  nicht  begegnende  gerade  Linie,  so  wie  solcbc  zwei  imaginäre  gerade 
Linien  durch  einen  Kegelschnitt  und  einen  innerhalb  desselben  liegenden  Punct. 
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635.  Die  beiden  Sätze  der  vorigen  Nummer  bestehen  offenbar  auch  dann  noch,  wenn 
die  gegebenen  Ponctc  nnd  geraden  Linien  alle  oder  zum  Tb  eil  oder  gruppenweise 
zusammenfallcn  und  mithin  die  bezüglichen  Oerter  in  verschiedenartigen  Contact  - Bezie- 
hungen zu  einander  stehen.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  zum  Beispiel  die  nachstehen- 
den speciellcn  Satze. 

Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  eine  gegebene  Curve  (< derselben  oder  höherer 
Ordnung)  in  einem  gegebenen  Puncte  a c ht  punctig  osculiren,  schneiden  sich  ausserdem 
noch  in  ein  und  demselben  Puncl.  Dieser  Punct  fällt , im  Allgemeinen , nicht  mit  dem 
Osculationspuncte  zusammen , denn  sonst  könnten  zwei  Curven  dritter  Ordnung  unter 
einander  niemals  einen  blossen  acht  punct  i gen , sondern  jtatt  desselben  immer  nur  ei- 
nen n c u njjunctigen  Contact  haben,  ln  besonder n Punct en  nur  wird  eine  Curve  dritter 
Ordnung  von  andern  Curven  derselben  Ordnung  n e un punctig  osculirt  *).  Wenn  irgend 
eine  Curve  und  auf  dem  Umfange  derselben  irgend  zwei  Puncte  gegeben  sind , so  gehen 
alle  Curven  dritter  Ordnung , welche  die  gegebene  in  jedem  der  beiden  gegebenen  Puncte 
v i er  punctig,  oder  in  einem  derselben  fünf  punctig  und  in  dem  andern  dreipunctig 
osculiren , u.  s.  w.  durch  einen  festen  dritten  Punct , 

Wenn  wir  in  allen  den  eben  betrachteten  Fällen,  statt  Curven  dritter  Ordnung , 
Curven  dritter  Classe  nehmen,  so  berühren  diese  jedesmal  eine  feste  gerade  Linie, 
wo  jene  durch  einen  festen  Punct  gehen . ( Wenn  nemlich  irgend  zwei  Curven  sich  oscu- 
liren, so  fallen  in  den  Osculationspunct  eben  so  viele  Durchschnittspunctc  der  beiden 


*)  Wir  können  leicht  ein  paar  fieweüe  »am  Belege  für  die  Behauptungen  des  Textes  anführen. 

Eine  gegebene  Curve  dritter  Ordnung,  die  wir  dnreh  die  Gleichung 

X = o 

darstellen  wollen,  kann,  im  Allgemeinen,  in  einem  gegebenen  Puncte  von  einer  Curve 
% weiter  Ordnung  bloss  funfponctig  osculirt  werden,  wird  aber  io  besondern  Punelcn  von 
einer  solchen  Curve  sechs  punctig  osculirt.  (Vergl.  die  Note  tur  32».  Nummer  des  ersten 
Baadrs.)  In  einem  solchen  besonder»  Puncte  hat  die  gegebene  Curve  dritter  Ordnung  mit 
dem  Systeme  der  sechspunctig  osculirenden  Curve  »weiter  Ordnung  und  der  Tangente  in 
demselben  Puncte  einen  achtpunctigen  Contact.  Der  einzige  llurchrcbnittspunct  dieses  Sy- 
stems uml  der  gegebenen  Corve  dritter  Ordnung  ist  derjenige  Punct , iu  welchem  ilioe 
Curve,  welche  mit  der  Curve  zweiter  Ordnung,  ausser  dem  Osculationspuncte,  keinen 
Punct  mehr  gemein  hat,  von  jener  Tangente  im  Osculationspuncte  geschnitten  wird.  )n 
demselben  Puncte  wird  die  gegebene  Curve  dritter  Ordnung  von  allen  denjenigen  Curven 
derselben  Ordnung,  von  welchen  sie  arhtpunciig  oscn'iirt  wird,  geschnitten.  Wenn 'wir  die 
Gleichungen  der  sechspunclig  osculirenden  Curve  »weiter  Ordnung  und  der  Tangente  durch 
Y = o,  T t»  o, 

darstellen  und  durch  /tt  einen  unbestimmten  Coefficientcn  hoxeiebnen,  so  erhalten  wir  für 
die  allgemeine  Gleichung  aller  jener  achtpunctig  osculirenden  Curven  dritter  Ordnung  fol- 
gende : 

X-F/rYT  — o. 

In  dem  eben  betrachteten  Falle  fallt  der  Durchsrhm'i^pnnc*  niemals  mit  dem  Oscuh- 
tionspuncte  zusammen,  sonst  müsste  die  gegebene  Curve  dritter  Ordnung  von  der  Tangente 
im  Osculationspuncte  dreipunctig  osculirt  werden,  es  «niisste  dieser  Punct  ein  Wendungspunct 
oder  ein  Biickkehrpuiict  sein.  (Vcrgl.  die  eben  an^ezogenc  Note.)  A'sdann  aber  geht  die 
osculirende  Curve  »weiter  Ordnung  nothwendig  in  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  über. 
Nur  in  einem  der  eben  bereichueten  singulären  Puncte  hat  die  gegebene  Corve  dritter  Ord- 
nung mit  andern  Curven  derselben  Ordnung  einen  n c u n pu nötigen  Contact.  Für  die  allge- 
meine Gleichung  aller  neonpunctig  osculirenden  Curven  dritter  Ordnung  erhalten  wir  als- 
dann bei  der  vorstehenden  Bezeichnung: 

X+/i(T)J  « o. 
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Curven  zusammen,  als  in  die  Tangente  im  Osculationspuncte  gemeinschaftliche  Tangen 
len  der  Curven  zusammenfallen  ; wonach  wir  die  verschiedenen  Ordnungen  der  Oscula- 
turn  auf  eine  doppelte  Weise  bestimmen  können.  Diese  Behauptung  ergibt  sich  sogleich 
a priori , lässt  sich  aber  auch,  was  in  dem  letzten  Paragraphen  geschehen  wird,  auf 
analytischem  ff 'ege  direct  beweisen.) 

fr'Jö.  Wir  haben  bis  jetzt  geometrische  Oerter  betrachtet,  welche  durch  solche' voll- 
ständige Gleichungen  xwischen  Pnnct*  oder  Linien- Coordinalcu  irgend  eines  höhern 
Grades  dargestellt  werden , deren  Coefficicntcn  beliebig  tu  bestimmende  Grössen  sind. 
Die  Anzahl  dieser  unbestimmten  Coefücicntcn  können  wir  dadurch  vermindern,  dass  wir 
annehmen,  dass  einige  dieser  Cocflicicntcn  rin  für  alle  Mal  gegeben  sind,  oder  dass 
zwischen  einigen  derselben  oder  zwischen  allen  lineare  Bedingungs -Gleichungen  Statt  fin- 
den. Indem  wir  auf  diese  Weise  die  bezüglichen  Curven  gewissen  Bedingungen  unter- 
werfen, ändert  sieb,  im  Allgemeinen,  iu  dem  einen  Falle  weder  die  Zahl  der  Dorch- 
sclinitlsnnnctc , nuch  in  dem  andern  Falle  die  Zahl  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  je 
zweier  solcher  Curven.  Diese  Bemerkungen  führen  zu  folgenden  beiden  Sätzen,  die  all- 
gemeiner sind , als  die  entsprechenden  Sätze  der  66k.  Nummer. 

Coejficienten  der  allgemeinen  Gleichung  des  n.  Grades  zwi- 
schen Punct-Coordinalen  oder  auch  eine  gleiche  Anzahl  von  Bedingungs  - Gleichungen 
zwischen  einigen  Coejficienten  jener  Gleichung  oder  zwischen  allen  gegeben  sind,  so 
schneiden  sich  alle  durch  diese  Gleichung  darstellbaren  Oerter  n.  Ordnung  in  denselben 
^ ^ Punclen. 

Wenn  ^ — t ^ Coejficienten  der  allgemeinen  Gleichung  des  n.  Grades  zwi- 

schen Linien  - Coordinatcn  oder  auch  eine  gleiche  Anzahl  von  Bedingungs-  Gleichungen 
zwischen  einigen  Coejficienten  jener  Gleichung  oder  zwischen  allen  gegeben  sind,  so  haben 
alle  durch  diese  Gleichung  darstellbaren  Oerter  n.  C/asse  dieselben  ^ — -+-i  ^ 

gemeinschaftlichen  Tangenten. 

Jedem  gegebenen  Punctc  einer  Curvc  entspricht  eine  lineare  Bedingungs  - Gleichung 
zwischen  allen  Constantcn  der  entsprechenden  Gleichung  zwischen  Puoct  - Coordinaten. 
Wenn  wir  also  solche  besondere  Arten  von  Curven  n.  Ordnung  betrachten,  welche  durch 
die  allgemeine  Gleichung  n.  Grades , zwischen  deren  Coefficicntcn  rn  Bedingungs  - Glei- 
chungen Statt  finden,  und  solche  Curven  durch  gegebene  Puncte  le- 
gen, so  schneiden  sich  dieselben  ausserdem  noch  in  festen  Puncten. 

Wir  nehmen  hierbei  natürlich  m = I.  Eine  analoge  Bemerkung  können  wir 

auch  in  Beziehung  auf  den  zweiten  der  beiden  vorstehenden  Sätze  machen. 

Ferner  erhalten  wir  fiir  jede  neue  höhere  Ordnung  des  Contactes  irgend  einer  Curve 
n.  Ordnung  mit  einer  'gegebenen  Cörvc  in  einem  gegebenen  Puncte  eine  neue  lineare  Be- 
dingung» - Gleichung  *).  Hiernach  ergeben  sich  die  Sätze  der  vorigen  Nummer,  auch  ohne 

*)  Wem»  nemlieh 

F(x,  y)  — o (a) 

eine  gegebene  Curve  und  (/’,  x')  ein  gegebener  Pnnct  auf  ihrem  Umfange  ist , in  welcher 
dieselbe  von  einer  Curve  u.  Ordnung,  deren  Gleichung  wir,  der  Kürze  halber,  durch 
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G-änz -Betrachtungen  in  der  Comtruction , unmittelbar  ans  den  Sülzen  der  vorliegenden 
Nominer. 

687.  Die  beiden  allgemeinem  Sätze  der  letzten  Nummer  sind  auch  anf  geometrische 
Oerler  der  ersten  und  zweiten  Ordnung,  so  wie  der  ersten  und  zweiten  Classc  anwend- 
bar. Mit  einigen  hierher  gehörigen  Ausführungen  wollen  wir  diesen  Paragraphen  be- 
schlossen.  ' 

Die  allgemeinste  Gleichung  der  geraden  Linie  ist: 

ay+bx+c  «■»  o.  (1) 

Wenn  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  den  Cocflicicnlcn  a als  ein  fiir  alle  Mal  ge- 
geben bctrachlen  nnd  Uberdiess  die  Voraussetzung  machen,  dass  auch  c gegeben  ist,  so 
gehen  nach  dem  ersten' der  beiden  Sätze  der  vorigen  Nummer  alle,  alsdann  noch  durch 
die  Gleichung  (1}  darstellbaren,  geraden  Linien  durch  ein  und  denselben  Punct;  dieser 
Punct  liegt  bekanntlich  auf  der  zweiten  Coordinaten-Axe.  Wenn  wir  voraussetzen,  dass 
der  CoefBeient  b gegeben  ist,  so  gehen  alle  gerade  Linien  (1)  ebenfalls  noch  durch  ei- 
nen festen  Punct,  dieser  feste  Punct  aber  liegt  unendlich  weit,  weil  alsdann  alle  jene 
geraden  Linien  parallel  sind. 

Wenn  wir  wiederum  einen  der  drei  Cocfficicntcn  der  Gleichung  (!)  als  gegeben  be- 
trachten und  dann  voraussetzen,  dass  zwischen  den  beiden  (lbrigblcibcndcn  Cocfficicntcn 
eine  gegebene  vollständige  Gleichung  des  ersten  Grades  bestebt , oder  wenn , w as  das- 
selbe heisst,  zwischen  den  drei  unbestimmten  Cocfficicntcn  der  Gleichung  (I)  eine  ho- 
mogene Bedingungs- Gleichung  des  ersten  Grades,  etwa  folgende: 

ma+nb+pc  = o, 

in  der  m,  n und  p gegebene  Grössen  bedeuten.  Statt  findet,  so  gehen  alle  geraden  Li- 
nien (t)  durch  ein  und  denselben  Punct.  Dieser  Punct  ist  leicht  zu  construiren  (tiOO). 

Die  allgemeine  Gleichung  des  Punctes  ist  folgende: 

a+bv+cw  = o.  (1) 

Nehmen  wir  wiederum  in  dieser  Gleichung  den  Cocflicicnlcn  a ein  filr  alle  Mal  beliebig 
an  nnd  setzen  alsdann  b constant,  so  liegen  alle  durch  (2)  darstellbare  Punctc,  nach 
dem  zweiten  Salze  der  vorigen  Nummer,  auf  einer  festen  geraden  Linie.  Diese  feste 

?(*,  r)  as  Y ' = o (li) 

djrs'.cllcn  wollen,  oscoKrt  werden  soll,  so  kommt  imiirder.l 

7\x',  j)  ej  o 

eine  Gleichung,  weiche  ausdrückt,  dass  die  Curve  • Ordnung  durch  den  gegebenen  l’nnrt 
• geht.  Ferner  ergibt  sich: 

dY  dY  dy 
-3 — h~r-  7-  = o, 
dz  dy  >lx 

d3Y  , dJY  de  d*Y  Hy3  HY  d3y 
d?  *dxdy  dx"*”<ly3  dz*  dy  dx3 

und  so  weiter.  Wenn  »ir  in  die  letzten  Gleichungen  für  j-  und  j ~ diejenigen  eun^tanten 

Werdic  setzent  die  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Gleichung  (3)  differentüren  und  die  Diffe- 
rential - Coeflicienlcn  auf  den  Punct  (y‘,  V)  beziehen,  und  ferner  auch  in  den  durch  die 
partiellen  Differential  - CocOicienteu  hczeirhnctrn  Fuiictionrn  y'  und  x'  fiir  y und  x schreiben, 
so  sind  diese  Gleichungen  offenbar  lineare  IJeHiugungx  - Gleichungen  zwisctien  den  Coelh- 
cienteu  der  Gleichung  (b).  Es  drücken  diese  Gleichungen  alsdann  aber  aus,  dass  die  Curve 
fa)  in  dem  gegebenen  Punrte  von  der  Curve  (b)  berührt  wird,  dreipunctig  oscullrt  wird 
und  so  weiter. 
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gerade  Linie  geht  dnreh  den  Anfangspunct  der  Coordinaten.  Wenn  wir  statt  de»  Coefli- 
cienten  b den  Cocflicienicn  c constant  setzen,  so  liegen  ebenfalls  alle  Ponctc  (2)  aof  ei- 
ner festen  geraden  Linie.  Diese  feste  gerade  Linie  ist  alsdann  aber  der  ersten  (Koordina- 
ten -Asc  parallel.  Wenn  endlich  zwischen  den  drei  unbestimmten  CocITicicntcn  der  Glei- 
chung (2)  irgend  eine  gegebene  homogene  Bedingungs  - Gleichung  des  ersten  Grades,  etwa 
folgende,  besteht: 

ina+nb+pc  = o, 

so  liegen  ebenfalls  wieder  alle,  durch  (2)  noch  darstellbaren,  Pnnclc  auf  einer  festen, 
leicht  zu  conslruirenden  geraden  Linie. 

Die  Sätze  der  vorliegenden  Nummer  haben  wir  schon  direct  in  der  /«15.  Nummer 
bewiesen. 

6(18.  Wir  wollen  uns  in  dieser  Nummer  zur  Betrachtung  der  durch  die  allgemeine 
Gleichung: 

ay’+2bzy+Cxs4-2dy+2cx+f  = o,  (i) 

dargrstelltcn  Ocrtcr  zweiter  Ordnung  wenden.  Alle  solche  Curven , welche  durch  diote 
Gleichung  dargcstellt  werden , wenn  zwei  Cocfficicnten  derselben  (von  denen  wir  einen 
immer  willkiihrlicb  annchtuen  können)  gegeben  sind,  oder  wenn  zwischen  beliebigen  die- 
ser Coclficienten  irgend  eine  lineare  und  homogene  Bedingungs -Gleichung  Statt  findet  — 
und  welche  überdicss  durch  drei  gegebene  Puncte  gehen,  schneiden  sich  ausserdem  noch 
in  einem  vierten  festen  Punctc.  Wir  wollen  einige  Beispiele  hier  hervorheben. 

Wenn 

b+a  = o, 

so  sind,  hei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten,  alle  durch  (l)  dargestcllte 
(Kurven  gleichseitige  Hyperbeln.  Also: 

Alle  gleichseitige  Hyperbeln , welche  durch  irgend  drei  gegebene  Puncte  gehen, 
schneiden  sich  ausserdem  noch  in  einem  vierten  festen  Puncte  (295). 

Da  mit  solchen  Hyperbeln  auch  drei  Systeme  von  zwei  anf  einander  senkrecht  stehen- 
den geraden  Linien  gehören,  so  sicht  man  sogleich  ein,  dass  jener  vierte  Durchschnitts- 
punct  derjenige  Punct  ist,  in  welchem,  in  dem  von  den  drei  gegebenen  Puncten  gebilde- 
ten Dreiecke,  die  von  den  Winkclpunclcn  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  gefällten 
drei  Perpendikel  sich  schneiden.  Neben  dem  letzten  Satze  erhält  man  insbesondere  auch 
folgenden  Satz: 

AUe  gleichseitigen  Hyperbeln , welche  eine  gegebene  Curve  in  einem  gegebenen 
Puncte  dreipunctig  osculiren,  schneiden  sich  in  einem  Jeden  Puncte  der  Normalen  im 
Osculationspuncte. 

Wenn  wir  a = t setzen  and  alsdann  der  Cocfficient  b gegeben  ist , so  ist  die  Rich- 
tung desjenigen  Durchmessers  der  bezüglichen  Curve,  dessen  zngeordneter  der  zweiten 
Coordinaten- Aze  parallel  ist,  gegeben.  Also: 

Mle  Oerlcr  zweiter  Ordnung,  in  welchen  irgend  zwei  zugeordnete  Durchmesser 
zweien  gegebenen  geraden  Linien  parallel  sind  und  welche  durch  drei  gegebene  Puncte 
gehen,  schneiden  sich  ausserdem  noch  in  einem  vierten  festen  Puncte. 

Ans  diesem  Satze  folgt  durch  theilweise  Umkehrung,  dass  in  allen  Oertern  zweiter 
Ordnung,  welche  durch  vier  gegebene  Puncte  gehen,  zwei  Durchmesser,  welche  zage- 
ordnete  sind,  dieselbe  Richtung  haben  (376). 
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Ex  «stellt  bekanntlich  die  Gleichung 

ay-f-br+d  =*  o (.i) 

denjenigen  Durchmesser  der  Carve  (l)  dar,  dessen  zugeordneter  der  streiten  Coordinatcn- 
Axc  parallel  isL  Wenn  der  Quotient  - gegeben  ist,  so  kennen  wi^  also  einen  Punct  je- 
nes Durchmessers.  Es  liegt  dieser  Punct  auf  der  zweiten  Coordiuatcn- Axe. 

Wenn  wir  irgend  eiuen  beliebigen  Pnnct  (j,  x')  des  Durchmessers  (2)  kennen,  so 
erhalten  wir  folgende  Bedingung!- Gleichung: 

ay'+bx'+d  ■=  o, 

die,  in  Beziehung  auf  die  drei  Coef&cicnten  a,  b und  d der  Gleichung  (!},  homogen  und 
linear  ist. 

Wenn  endlich  eine  feste  gerade  Linie  t 

y ■»  ox+,?, 

gegeben  ist,  so  hat  derjenige  Durchmesser,  dessen  zugeordneter  dieser  geraden  Linie 
parallel  ist,  folgende  Gleichung  (244): 

(ay4-bx4-d)«+(by-fcx4-c)  = o,  (J) 

und  wenn  wiederum  ein  Punct  dieses  Durchmessers  gegeben  ist,  so  erhalten  wir  eine  li- 
neare und  homogene  Gleichung  zwischen  den  fünf  ersten  Cocflicicutcn  der  Gleichung  fl). 

Auf  dreifache  Weise  führt  uns  hiernach  die  606.  Nummer  zu  folgendem  Salze: 

Alle  Oerter  zweiter  Ordnung,  in  welchen  derjenige  Unrehmesser , dessen  zugeord- 
net  er  einer  gegebenen  geraden  Linie  parallel  ist , durch  einen  gegebenen  Punct  geht, 
und  welche  durch  drei  gegebene  Puncle  gehen,  schneiden  sich  ausserdem  noch  in  einem 
eierten  festen  Puncle  (377). 

Wir  erhalten  noch  folgende  drei  andere  Falle  des  ersten  allgemeinen  Satzes  der  606. 
Nummer. 

Wenn  zwischen  den  Coclficicnten  der  allgemeinen  Gleichung  (t)  zwei  lineare  und 
homogene  Bedingongs- Gleichungen  Statt  finden,  so  gehen  alle  durch  diese  Gleichung 
noch  darstellbaren  und  durch  zwei  gegebene  Punete  gebende  Oerter  ausserdem  noch 
durch  zwei  andere  feste  Ponctc.  Wenn  zwischen  jenen  Cocfücicnlcn  drei  lineare  und 
homogene  Bedingungs - Gleichungen  Statt  finden,  so  gehen  alle  bezüglichen  Oerter,  wel- 
che durch  einen  gegebenen  Punct  geben,  ausserdem  noch  durch  drei  andere  feste 
Puncle.  Wenn  endlich  zwischen  jenen  Cocflicicutcn  vier  solcher  Bcdingnngs  - Gleichun- 
gen bestehen,  so  schneiden  sich  alle  bezüglichen  Oerter  in  denselben  vier  Puuclcn. 

Beispiele  von  der  Anwendung  dieser  Salze  liegen  nabe.  Stellen  wir  z.  B.  mehrere 
Bedingungs -Gleichungen  von  der  Form  der  Gleichung  (3)  zusammen,  so  ergibt  sieb  fol- 
gender Satz: 

Alle  Oerter  zweiter  Ordnung,  welche  durch  (4 — m)  gegebene  Puncle  gehen  und 
der  Bedingung  unterworfen  sind , dass  solche  rn  Durchmesser  jeder  derselben,  deren 
zugeordnete  m gegebenen  geraden  Linien  parallel  sind,  durch  m gegebene  Punete  ge- 
hen, schneiden  sich,  ausser  in  den  gegebenen,  noch  in  m festen  Punct en. 

Wir  können  in  der  Aussage  dieses  Satzes  m = 1 , m =»  2,  m = 3 und  m = 4 se- 
tzen. In  dem  letzten  Falle  sind  die  fünf  ersten  Coefficicntcn  der  Gleichung  (1)  vollkom- 
men bestimmt,  wenn  wir  einen  derselben  ein  dir  alle  Mal  beliebig  annchmen.  Alle  Üer- 
tcr  sind  alsdann  ähnliche,  ähnlich  liegende  und  conccntrische : ihre  (reellen  oder  iiuagi- 
|I.  32 
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narcn)  Dnrcliscbnitlspunctc  fallen  paarweise  zusammen  und  liegen  auf  zwei  bestimmten 
geraden  Linien,  den  (reellen  oder  imaginären)  Asymptoten  derselben  unendlich  weit. 

Um  noch  ein  zweites  Beispiel  zu  geben , wollen  wir  zwei  solche  Puncte  (y,  x')  und 
(y",  x")  betrachten,  von  denen  einer  auf  der  Polaren  des  andern  liegt.  Alsdann  erhalten 
wir  folgende,  in  Bczibhong  auf  die  Coordinatcn  der  beiden  Pnnclc,  symmetrische  Glei- 
chung (268) i 

ay'y"-t-b(*y'+x'y)+cx’x"+il(y'+y")+e(x’+x')+f  «»  o, 
io  welcher  die  Constanten  der  allgemeinen  Gleichnng  nur  auf  lineare  Weise  Vorkommen, 
und  wenn  wir  mehrere  solcher  Gleichungen  zusammenstellen,  folgenden  Satz: 

Alte  öerter  zweiter  Ordnung,  (reiche  durch  (4 — m)  gegebene  Puncte  gehen  und 
überdies s der  Bedingung  unterworfen  sind , dass  die  Polaren  von  m gegebenen  Punct en 
durch  m andere,  ebenfalls  gegebene,  Puncte  gehen,  schneiden  sich,  ausser  in  den  (4—  m) 
gegebenen,  noch  in  in  festen  Puncten. 


Aus  diesem  letzten  Salze  ergibt  sich  der  vorhergehende , wenn  wir  annehmen , dass 
die  m gegebenen  Pole  nach  gegebenen  Richtungen  hin  unendlich  weit  rücken.  Wenn 
wir  im  letzten  Salze  m = I nehmen,  so  gibt  eine  theilweise  Umkehrung  den  zweiten 
Satz  der  380.  Nummer. 


6S9.  Die  Anwendung  des  zweiten  allgemeinen  Satzes  der  686.  Nummer  auf  Ocrler 
zweiter  Classe,  für  deren  Gleichung  wir  folgende  nehmen  wollen: 

Aw3-t-2Bvw-t-Cv,+2Dw+2Kv-t-F  = o,  (1) 

gibt  mehrere  einzelne  Sätze,  die  wir  in  folgender  Aussage  zusammenfassen  können: 

ll'enn  zwischen  beliebigen  Coe/ficicntcn  der  allgemeinen  Gleichung  der  Oerter  zwei- 
ter Classe  m homogene  Bedingungs- Gleichungen  des  ersten  Grades  bestehen,  oder 
wenn,  nachdem  einer  dieser  Coefficienlen  ein  für  alle  Mal  angenommen  worden  ist,  m 
der  übrigen  Coefficienlen  gegeben  sind,  so  berühren  alle  Oerter,  welche  alsdann  noch 
durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestellt  werden  können,  und  (4— m)  gegebene  ge- 
rade Linien  berühren,  ausserdem  noch  m feste  gerade  Linien  und  haben  also  dieselben 
vier  gemcinschafilichen  Tangenten. 

Es  kann  in  der  Aussage  dieses  Satzes  m = t,  m 2 , m = 3 und  m «■  4 sein. 

Wir  wollen  auch  hier  ein  paar  Beispiele  hervorheben. 

Wenn  in  der  allgemeinen  Gleichnng  C+F  = o,  so  werden  (bei  der  Voraussetzung 
rechtwinkliger  Coordinatcn)  alle  Oerter,  vom  Anfangspunct^  der  Coordinatcn  aus,  unter 
rechtem  VVinkcl  gesehen  (483) ; wenn  E = o,  so  bilden  die  beiden  durch  den  Anfangs- 
punct  gehenden  Tangenten  mit  den  Coordinatcn -Axen  ein  System  von  vier  Ilarmonicalea 


(460);  wenn 

y > . A+«B+,?D  = o, 

und  a und  ß gegebene  Coefficienlen  bcdcnlcn,  so  liegen  die  Mittclpnncte  aller  bezügli- 
chen Cnrven  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  (455),  und  so  weiter.  Also: 


Alle  Oerter  zweiter  Classe,  welche  von  einem  gegebenen  liunctc  aus  unter  rechten 
Hinkeln  gesehen  werden,  oder  an  welche  sich  von  einem  gegebenen  Puncte  aus  Tan- 
genten legen  lassen,  welche  mit  zwei  festen,  durch  diesen  Punct  gehenden,  Tangenten 
ein  System  von  vier  Ilarmanicalcn  bilden,  oder  deren  Mittclpuncle  auf  einer  gegebenen 
geraden  Linie  liegen , und  so  weiter  — und  welche  überdiess  drei  gegebene  gerade  Li- 
nien berühren , berühren  ausserdem  noch  eine  vierte  feste  gerade  Linie. 
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Wenn  zwei  gerade  Linien  (w’,  v',  n')  und  (w",  v“,  u“)  gegeben  sind,  von  welchen 
eine  durch  den  Pol  der  andern,  rtlckschtlich  eines  durch  die  allgemeine  Gleichung  (l) 
dai  gestellten  Ortes  zweiter  Classe,  geht  (eine  lieziobung  der  beiden  gegebenen  geraden 
Linien  zu  einander,  die  immer  eine  gegenseitige  ist),  so  erhalten  wir  nach  der  548.  Num- 
mer folgende  lineare  Bedingung!  - Gleichung  zwischen  den  unbestimmten  Coeflicientcn  der 
allgemeinen  Gleichung: 

Aw’w'+B(T'w"+T"w")-t-CvV'+D(n'w"+u"w-)4-E(a,v"+u,V)-t-Fu'a''  =*  o, 
und  hiernach  folgenden  Satz: 

Alle  Oertcr  zweiter  Classe,  welche  (k—m)  gegebene  gerade  Linien  berühren  und 
ilbrrtliess  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass,  in  Beziehung  auf  jeden  derselben,  m 
gegebene  gerade  Linien  durch  die  m Pole  t on  rn  andern  gegebenen  geraden  Linien  ge- 
hen , berühren  ausserdem  noch  m , also  im  Ganzen  4 feste  gerade  L/nicn, 

Ausführliche  Entwicklungen  für  den  Fall,  dass  in  der  Aussage  des  an  die  Spitze  die- 
ser Nummer  gestellten  Salzes  m = 4 ist,  finden  sieb  schon  in  der  534.  — 541,  und  fer- 
ner in  der  608.  Nummer.  — 

Die  vorstehenden  Ausführungen  sind  hinreichend  um  zu  zeigen , wie  wir  auf  einem 
neuen  Wege  zu  den  hauptsächlichsten  Sätzen  über  die  Zusammenstellung  von  Kegelschnit- 
ten unter  sich  und  mit  Systemen  von  zwei  Punctcn  und  zwei  geraden  Linien  gelangen 
können.  Hier  ist  natürlich  nicht  der  Ort,  diese  verschiedenen  Sätze  im  Detail  zu  discu. 
tiren,  was  überdies!  auch  schon  znm  Thcil  iu  dem  Früheren  geschehen  ist.  — 


S.  2. 

Eine  Gruppe  von  einigen  allgemeinen  analytisch- geometrischen  Sätzen, 

690.  Es  sei 

F(y,  z,  b,  a)  <=  o (,) 

irgend  eine  gegebene  algebraische  oder  transscendente  Gleichung  zwischen  den  beiden 
gewöhnlichen  Punct-Coordinaten  y und  x,  un  1 behelligen  constanten  Grössen,  von  de- 
nen irgend  zwei  durch  b und  a bezeichnet  worden  sind.  Es  seien  ferner  y’,  x'  und  y",  x“ 
zwei  Paare  gegebener,  zusammengehöriger  Wcrthc  von  y und  x,  welche  die  vorstehende 
Gleichung  befriedigen.  Alsdann  hat  man 

F(y',  x,  b,  a)  = o, 

F(y',  z",  b,  a)  = o, 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man  die.  Werthe  von  b und  a ziehen.  Betrach, 
ten  wir  b und  a als  gewöhnliche  Punct  • Coor Jinatcn  und  veränderlich,  so  stellen  die  bei- 
den letzten  Gleichungen  zwei  Curvcn  dar,  und  diese  Curvcn  gehen  beide  nothwendig  durch 
denjenigen  Punct,  dessen  Coordinatcn  gleich  b und  a sind,  das  heisst,  gleich  jenen  bei- 
den Constanten  der  gegebenen  Gleichung  (1).  Da  wir  die  beiden  Punclc  (y-,  x')  und  (y",  x") 
beliebig  auf  der  durch  diese  Gleichung  dargcstclltcn  Curvc  annchmcn  können,  so  erhalten 
wir  folgenden  Satz: 

Wenn  man  irgend  einen  Punct,  der  durch  die  Gleichung 

F(y,  x,  b,  a)  = o (;) 

dargestclüen  Curven  durch  (y‘,  x‘)  bezeichnet,  so  gehen  alle  Curven,  welche  durch  fol- 
gende Gleichung: 

F(y’>  Vi  b,  a)  *=  0,  {,) 

32  * 
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wenn  wir  in  derselben  nach  einander  für  y und  x alte  möglichen  Werths,  welche  den 
verschiedenen  Lagen  des  Punctes  (/,  \)  auf  der  Curve  fl)  entsprechen,  suhsiiluiren, 
dar gcstelll  werden,  durch  den  festen  Puncl  (b,  a). 

Wenn  in  der  Gleichung;  (l)  b odc£  a bloss  in  der  zweiten  Polen*  vorkommt,  so 
schneiden  sich  alle  Cnrvcn  (2)  in  denselben  zwei  Punctcn,  die  symmetrisch  liegen,  in 
Beziehung  auf  die  erste  oder  zweite  Coordinaton- Axe,  »n  beiden  Seiten  derselben.  Wenn 
h und  a beide  zugleich  nur  in  der  zweiten  Potenz  Vorkommen,  so  schneiden  sich  alle 
Cnrvcn  in  denselben  vier  Palleten,  welche  die  vier  Winkclpnnctc  eines  Parallelograai- 
mes  sind,  dessen  Miltclpanct  der  Anfhngspnnct  der  Coordinaten  ist.  Wenn  b nur  in 
irgend  einer  m.  und  a nnr  in  irgend  einer  n.  Potenz  in  der  Gleichong  (1)  Vorkommen,  so 
schneiden  sich  alle  Cnrvcn  (i)  in  denselben  mn  Pnnctcn.  Von  diesen  Puncten  sind  aber 
nur  einer  oder  zwei  oder  vier  reell. 

Nichts  verhindert  uns  anzunebinen,  dass  in  der  Gleichung  (l),  von  welcher  wir  aus- 
gehen, b und  a gleich  Null  seien,  oder,  init  andern  Worten,  dass  diese  Grossen  in 
jener  Gleichung  nicht  Vorkommen.  Alsdann  können  wir,  zum  Behuf  der  Constmclion 
des  vorstehenden  Satzes,  jener  Gleichung  beliebige  Glieder  hinzufügcD,  in  denen  b und 
a als  Cocfficicntcn  Vorkommen,  und  die  mithin,  wenn  wir  diese  Grössen  gleich  Null  se- 
tzen, wiederum  Wegfällen. 

69t-  V*  ir  wollen  den  vorstchcndm  Satz  durch  einige  Beispiele  erläutern.  Cs  sei  zu- 
vörderst , indem  wir  rcchtwink!  ge  Coordinaten  voranssetzen, 

(}—  h)!  = 4p*  (1) 

die  gegebene  Gleichung,  ans  der  man,  wenn  man  auf  die  angezcigtc  Weise  verfährt, 
folgende  erhält : 

(y -yT  ■=  4*'x.  (1) 

Man  sieht  sogleich,  dass  die  beiden  Gleichungen  (t)  und  (2)  Parabeln  darslcllcn , welche 
die  zweite  Coordinaten- Axe  berühren  nnd  deren  Durchmesser  der  ersten  Axe  parallel 
sind.  Der,  auf  der  ersten  Curve  (1)  beliebig  angenommene,  Punrt  (y,  x)  ist  der  Brenn- 
punct  der  Curve  (2),  welche  nach  dem  in  Rede  stehenden  Satze  durch  den  festen  Ponct 
(b,  p),  mithin  durch  den  Brcnnpnnct  der  ersten  Parabel  geht.  Also: 

Wenn  man  eine  Parabel  mit  veränderlichem  Parameter,  die  der  Bedingung  unter- 
worfen ist,  dass  sic,  in  Urem  Scheitel,  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt , sich  so 
bewegen  lässt , dass  ihr  Brcnnpunel  eine  gegebene  Parabel,  die  derselben  Bedingung 
unterworfen  ist,  durchläuft , so  geht  die  bewegliche  Parabel  immer  durch  den  Brenn- 
puncl  der  gegebenen. 

Wir  wollen  ferner  folgende  Gleichung  nehmen: 

>’— h*  = 4px,  (1) 

aus  der  wir  auf  die  angezcigtc  Weise  folgende  hcrlciten: 

f— y'2  “ — 4x'r.  (,) 

Alle  dorch  die  letzte  Gleichung  dargcstclltrn  Parabeln  gehen,  wenn,  der  Voraussetzung 
gemäss,  (v‘,  x')  irgend  ein  l’unct  der  durch  die  erste  Gleichung  dargcsteiltcn  Parabel  ist, 
durch  die  beiden  festen  Punctc  (h,  p)  und  ( — h,  p).  Wenn  man  berücksichtigt,  dass 
±j'  die  Ordinalen  derjenigen  beiden  Punctc  sind,  in  welchen  die  jedesmalige  Parabel  (2) 
der  zweiten  Axe  begegnet,  und  dass  x «len  Abstand  des  Brennponctcs  dieser  Parabel  von 
ihrem  Scheitel  ist , so  erhält  man  folgenden  Satz : 
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Wenn  irgend  eine  Paralei  gegeben  ist  und  man  irgend  zwei  gerade  Unten  zieht , 
die  senkrecht  auf  der  Richtung  ihrer  Durchmesser  stehen  und  von  welchen  man  eine  uls 
fest  und  die  andere  als  beweglich  betrachtet,  dann  ferner  con  den  beiden  Durchschnitts- 
punctcn  der  Curve  mit  dieser  geraden  Urne  auf  jene  zwei  Perpendikel  füllt  und  endlich 
eine  solche  neue  Parabel  durch  die  Fusspuncte  dieser  beiden  Perpendikel  legt,  deren 
Brennpuncts  - Entfernung  der  Lange  dieser  Perpendikel  gleich  ist  und  deren  Durchmes- 
ser den  Durchmessern  der  gegebenen  Parabel  parallel  sind , so  geht  diese  neue  Para- 
bel durch  dieselben  beiden  festen  Puncte,  welche  Lage  die  bewegliche  gerade  Linie 
auch  haben  mag. 

Wenn  die  gegebene  fest c gerade  Linie  die  grgebene  Parabel  schneidet,  so  (iiTiicn 
sich  die  dorch  (?)  dargcstellten  Parabeln  nach  entgegengesetzter  Richtung,  wenn  der 
Pnnct  (y,  x')  von  der  einen  Seite  dieser  geraden  Linie  auf  die  andere  rlicltt.  In  diesem 
Falte  drückt  insbesondere  die  Gleichung  (?)  anch  ein  System  von  zwei  Parallellinien  ans. 
W enn  die  gegebene  Parabel  von  der  gegebenen  festen  geraden  Linie  berührt  wird,  so 
ist  b = o nnd  alle  durch  (2)  darstellbare  Parabeln  berühren  sich  im  Bronnpunclc  der  ge- 
gebenen Parabel.  W enn  die  gegebene  feste  gerade  Linie  der  gegebenen  Parabel  nicht 
begegnet,  so  wird  b imaginär:  in  diesem  Falle  haben  alle  Parabeln  (?)  eine  gemeinschaft- 
liche ideale  Chorde,  deren  Gleichung  immer  folgende  bleibt: 

* “ P- 

Wir  wollen  wiederum  von  einer  Gleichung  ausgehen,  die  derjenigen,  von  welcher 
wir  eben  ausgegangen  sind,  ähnlich  ist,  ncmlich  von  folgender: 

y’  = — 2px+b4, 

aber  dann  die  Form  der  einen  CoDStautcn  ändern,  indem  wir  p!+c!  für  b1  schreiben. 
Man  hat  alsdann 

y»  >9  — 2px+p54c4,  (i) 

nnd  hieraus  geht  folgende  Gleichung  hervor: 

y1  = — Sx'x+x’+y4, 

der  wir  auch  folgende  Form  geben  können: 

y4+(x — x’)4  « y'*+x'*.  («) 

Eis  stellt  diese  Gleichung  einen  solchen  Kreis  dar,  dessen  Miltclponct  der  Ptiuct  (o,  x) 
und  dessen  Radius  gleich  V'[y’*+*’’J  ist  Dieser  Kreis  gebt  durch  die  beiden  festen  Pnncte 
(c,  p)  und  ( — c,  p).  Hiernach  ergibt  sich  folgender  Satz: 

Wenn  malt  roh  irgend  einem  Pnncte  einer  Parabel  zwei  Perpendikel  fällt,  das  eine 
auf  die  Axe  derselben  und  das  andere  auf  eine  gegebene  feste  gerade  Unie,  die  eben- 
falls auf  dieser  Axe  senkrecht  steht,  und  man  alsdann  aus  dem  Fusspuncte  des  einen 
Perpendikels,  als  Miltdpuncte , einen  Kreis  beschreibt,  der  durch  den  Fusspunrt  des 
andern  Perpendikels  geht,  so  schneidet  dieser  Kreis  ein  und  dieselbe  gerade  Unie,  die 
der  gegebenen  parallel  ist  und  von  derselben  um  die  doppelte  Brennpuncts  - Entfernung 
ab  steht,  immer  in  denselben  beiden  Punctcn,  wo  man  auch  jenen  Pnnct  auf  dein  Um- 
fange der  gegebenen  Parabel  annchmen  mag. 

Wenn  die  gegebene  feste  gerade  Linie  (die  zweite  Coordinatcn  - Axe)  durch  den 
Brcnnpunct  der  gegebenen  Parabel  geht,  so  verschwindet  ans  der  Gleichung  (t)  die  Con- 
stantc  c;  cs  haben  alsdann  alle  in  Rede  stehenden  Kreise  im  Puncte  (c,  p)  eine  gemein- 
schaftliche Tangente,  die  keine  andere  ist,  als  die  Dircctrix  der  gegebenen  Parabel.  Wir 
begegnen  in  diesem  Falle  dem  allbekannten  Satze,  „dass  jeder  Pnnct  der  Parabel  gleich 
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weil  von  ihrem  Brcnnpnnctc  und  ihrer  Directr«  absteht.*  Wenn  die  gegebene  feste  ge- 
rade Linie,  in  Uciiebiing  auf  eine  ihr  parallele  and  durch  den  lircnnpunct  gebende  gerade 
Linie , auf  derselben  Seite  liegt  als  der  Scheitel  der  Parabel,  so  ist  die  gemeinschaftliche 
Chordc  aller  kreise  (?)  eine  ideale. 

Es  liefert  der  letzte  Satz  eine  einfache  Construction  folgender  beiden  Aufgaben: 

Irgend  zwei  gegebene  Puncte  durch  den  Bogen  einer  Parabel  zu  verbinden , trenn 
die  Are  dieser  Parabel  gegeben  ist  und  man  weder  den  Brennpunet  noch  den  Scheitel 
derselben  erreichen  kann.  ' Unter  denselben  Bedingungen  einen  parabolischen  Bogen  zu 
construircn , wenn  statt  eines  gegebenen  Punetes  der  Parameter  gegeben  ist. 

Wenn  wir  von  folgender  Gleichung  ausgehen : 

y1—  by  pv,  (.) 

so  erhalten  wir  folgende: 

v'y+z'z  - y'3;  (0 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  welche  durch  den  Ponct  (y‘,  o)  geht  und  senkrecht 
auf  derjenigen  geraden  Linie  steht,  die  den  Anfangspunct  der  Coordinatcn  mit  dem 
Puncte  ()■’,  x)  verbindet.  Nach  dem  allgemeinen  Satze  dreht  sich  die  gerade  Linie  (2) 
um  den  Puncl  (b,  p),  wenn  der  Punct  (y,  x)  auf  der  gegebenen  Parabel  sich  fortbe- 
wegt. leb  verweile  nicht  bei  der  Aussage  dieses  Satzes.  Wenn  wir  b = o setzen,  so 
wird  die  gegebene  Parabel  von  der  zweiten  Coordinatcn-  Axe  berührt  Sic  wird,  im  Allge- 
meinen, von  dieser  Azc  in  zwei  Punctcn  geschnitten.  Jeden  dieser  beiden  Puncte  kön- 
nen wir  nach  einander  zum  Anfangspunctc  der  Coordinatcn  nehmen.  Auf  diese  Weise 
ergibt  sich  folgender  Zusatz ; 

Wenn  ein  Rechteck  ABCD  gegeben  ist,  und  man  die  Schenkel  eines  rechten  Win- 
kels durch  die  gegenübcrstchenden  Wndselpuncle  A und  C,  und  die  eines  zweiten  rech- 
ten Winkels  durch  die  Winkelpuncte  B und  D so  legt , dass  die  durch  C und  D ge- 
henden Schenkel  sich  in  irgend  einem  Puncte  Q der  geraden  Linie  AB  schneiden,  sa 
schneiden  sich  die  beiden  andern,  durch  A und  B gehenden,  Schenkel  in  einem  Puncte 
M,  der,  wenn  der  Punct  Q auf  der  geraden  Linie  AB  sich  fortbewegt , eine  Parabel 
beschreibt. 

An  diesen  Satz  knüpfen  sich  neue  Constrnctionen  der  beiden  oben  angeführten  Auf- 
gaben. 

Wir  wollen  endlich  die  beiden  letzten  Gleichungen  in  nmgekebrtcr  Ordnung  nehmen, 
indem  wir  von  der  zweiten  dieser  Gleichungen , in  welcher  wir  bloss  x"  und  v“  an  die 
Stelle  von  x uud  y schreiben  wollen,  ausgeben.  Wenn  wir  hiernach  die  Gleichung; 

y'.V+x"x  = >-•*,  (i) 

xn  Grunde  legen,  so  erhalten  wir  folgende: 

y’— y'y  - *'*•  (*) 

Wenn  der  Punct  (y‘,  x)  auf  der  geraden  Linie  (1)  beliebig  angenommen  wird  , so  gebt 
die  Parabel  (2),  nach  dem  allgemeinen  Satte,  auch,  ausser  durch  den  Anfangspunct, 
noch  durch  den  festen  Punct  (y",  x").  Statt  bei  der  Aussage  dieses  Salzes  zu  verweilen, 
wollen  wir,  mit  Hülfe  desselben,  folgende  Aufgabe  construircn: 

Die  Parameter  derjenigen  beiden  Parabeln,  weiche  durch  vier  gegebene  Puncte 
sich  legen  lassen , zu  bestimmen. 

üa  wir  die  Richtungen  der  Durchmesser  dieser  beiden  Parabeln  oach  der  376,  Num- 
mer leicht  finden  können,  so  ist  die  vorstehende  Aufgabe  darauf  xurückgeführt,  den  Pa- 
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rametcr  einer  Parabel  in  bestimmen , welche  durch  drei  gegebene  Punctc  geht  und  deren 
Durchmesser  eine  gegebene  Richtung  haben.  Es  seien  (Fig.  38)  O,  M'  und  M"  diese  Fig.  3!t. 
drei  gegebenen  Punctc  und  OX  die  gegebene  Richtung  der  Durchmesser.  Die  Gleichung 
der  hierdurch  bestimmten  Parabel,  bei  irgend  einem  beliebigen  Coordinaten -Winkel,  sei 
die  Gleichung  (2),  indem  wir  OX  nnd  OY  za  den  beiden  Coordinaten- Axen,  M"  für 
den  Punct  (y",  x")  und  OM'  = j nehmen.  Alsdann  können  wir  leicht  die  gerade  Linie 
(!)  coostruiren,  es  sei  dieselbe  QR.  Legen  wir  alsdann  durch  den  Ponct  M’  eine  gerade 
Linie  M'P,  parallel  mit  OX  nnd  bis  znr  geraden  Linie  QR,  so  erhalten  wir  die  Grösse 
des  Parameters  desjenigen  Durchmessers,  welcher  in  der  zu  bestimmenden  Parabel  die 
der  zweiten  Coordinaten- Axe  parallelen  Chorden  halbirL  Der  Hanptparameter  der  Pa- 
rabel ist  alsdann,  wenn  wir  den  Coordinaten- Winkel  9 nennen,  gleich  MPs/i’S  =»  pp. 

Es  sei,  um  noch  ein  letztes  Beispiel  zn  geben:  . 

y”x+x"y  = xy,  (,) 

die  gegebene  Gleichung,  ans  der  man  nach  dem  bekannten  Verfahren  folgende  erhält: 

xy+yx  = x’y,  («) 

welche  eine  gerade  Lime  darstcllt,  die  von  den  beiden  Coordinaten  - Axen  die  Segmente' 
y und  x abschncidct  und,  nach  dem  allgemeinen  Satze,  nicht  aufliürt  durch  den  festen 
Punct  (y”,  x")  zu  gehen,  wie  auch  der  Punct  (y‘,  x')_  auf  der  Curve  (t)  fortrilckcn  mag. 

Diese  Curve  ist  eine  Ifypcrbel,  welche  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  geht, 
deren  Asymptoten  den  Coordinaten  • Axen  parallel  sind  nnd  deren  Mittclpunct  der  Punct 
(y",  x")  ist. 

In  allen  Parallelogrammen,  deren  zwei  gegenüberliegende  IVinkcIpancte  auf  eioer 
gegebenen  Hyperbel  Hegen  und  deren  Seilen  den  Asymptoten  derselben  parallel  sind, 
geht  eine  Diagonale  durch  den  Mittclpunct  dieser  Hyperbel. 

6t)1.  Wenn  wir  in  der  bQO.  Nummer,  statt  zwei  Constanten  der  Gleichung  (1)  als 
Punct -Coordinaten  und  veränderlich  zu  betrachten,  dieselben  als  Linien -Coordinaten  nnd 
veränderlich  betrachten,  so  erhalten  wir,  was  sogleich  cinlcuchtct,  folgenden  Satz: 

Wenn  man  irgend  einen  Punct  der  durch  die  Gleichung 

F(y,  x,  b,  a)  «=  o (,) 

dargeslellten  Curve  durch  (y’,  x1)  bezeichnet,  so  berühren  alle  Curcen,  welche  durch 
folgende  Gleichung:  w>  y)  „ 0> 

wenn  wir  in  derselben  Jur  y und  x'  nach  einander  alle  möglichen  Ifer/hc  nehmen, 
welche  den  verschiedenen  Lagen  des  Punclcs  (y,  x)  auf  der  Curve  (1)  entsprechen,  und 
w und  v als  Linien -Coordinaten  und  veränderlich  betrachten,  dar  gestellt  werden,  ein 
und  dieselbe  gerade  Linie  (w  = b,  v *=  a).  Statt  der  Linien -Coordinaten  ip  und  v 
können  wir  auch  die  Linien  - Coordinaten  w und  u oder  v und  u nehmen. 

Ich  begnüge  mich  hier  zur  Erläuterung  des  vorstehenden  Satzes  mit  einem  einzigen 
Beispiele,  und  will  zu  diesem  Ende  vorzugsweise  folgende  Gleichung  zu  Grunde  legen, 
die  einer  früher  betrachteten  ähnlich  ist: 

(y+ax)’+2yy  = o. 

F.s  stellt  dieselbe  eine  solche  Parabel  dar,  welche  von  der  ersten  Aze  im  Anfangspuncte 
der  Coordinaten  berührt  wird , auf  der  zweiten  Axe  ein  Segment  (— w)  =>  — 2 y abschnei- 
det, und  in  welcher  die  Richtung  der  Durchmesser  durch  die  Gleichung  v *=»  « gegeben 
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ist.  Wenn  wir  auf  dieser  Parabel  irgend  einen  Ponct  (y , x‘)  beliebig  annchmen , and  w 
und  v ao  die  Stelle  von  3/  und  a schreiben,  so  kommt; 

(y+x’vj'+y’w  <m  o,  • 

und  diese  Glcicbflng  stellt,  trenn  wir  w und  r als  veränderlich  betrachten,  eine  nette 
Parabel  dar,  deren  Durchmesser  der  zweiten  Coordinaten- Azc  parallel  sind,  welche  eine 
durch  den  Pnnct  (y,  x‘)  gehende,  der  ersten  Coordinaten  - Axc  parallele,  gerade  Linio 
und  tibcrdiess  noch  eine  zweite,  durch  denselben  Punct  und  den  Anfangsponct  der  C.oor- 
dinalen  gelicode,  gerade  Linie  und  zwar  im  Anfangspuncte  berührt.  Wie  auch  der 
Punct  (y,  x')  auf  der  gegebenen  Parabel  (l)  fortrlickcn  wag,  die  durch  (9)  dargestclltn 
Parabel  hört  nicht  aof,  die  gerade  Linie  (w  »=  üy,  v «=  a),  dass  heisst,  denjenigen 
Durchmesser  der  erstgenannten  Parabel,  welche  durch  den  zweiten  Dorcbsebnittspunct 
derselben  mit  der  zweiten  Coorlinatcn- Axe  gebt,  zu  bcrilbrcn.  Ich  verweile  nicht  bei 
der  Aussage  des  hierin  enthaltenen  Satzes,  der  sieb  auch  theilweise  mnkchrcn  lässt 

0<>l.  Die  folgenden  beiden  Säue , deren  Richtigkeit  nach  dem  Vorhergehenden  so- 
gleich iu  die  Augen  springt,  reihen  sich  an  die  Sätze  der  690.  und  O92.  Nummer  unmit- 
telbar an. 

Wenn  man  irgend  eine  Tangente  der  durch  folgende  Gleichung  zwischen  Linien - 
Coordinaten 

Y(w,  v,  b,  a)  o 

dargestellten,  durchaus  beliebigen  Curre  durch  (w‘,  v')  bezeichnet , so  gehen  alle  Car- 
reu  , welche  durch  folgende  Gleichung: 

F(w’,  v',  y,  *)  ■=  o, 

dargestellt  werden,  trenn  wir  y und  x als  Punct -Coordinaten  und  veränderlich  betrach- 
ten und  der  Tangente  (w',  v’)  nach  einander  alle  möglichen  Lagen  geben,  durch  den 
festen  Punct  (y  « b , x = a). 

Wenn  ivir  ferner  b und  a als  Linien -Coordinaten  und  veränderlich  betrachten, 
ab  w und  v oder  als  v und  u , so  stellen,  bei  denselben  Voraussetzungen  als  eien,  die 
Gleichungen : . 

F(w’,  v,  w,  v)  «=  0 oder  F(w‘,  v",  v,  u)  =>  o, 
solche  Curven  dar,  welche  alle  dieselbe  gerade  Linie  (w  = b,  v = *)  oder  (v  m b,  u = a) 
berühren. 

694.  Um  den  ersten  der  beiden  vorstehenden  Sätze  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern, 
wollen  wir  von  folgender  Gleichung  pusgehen : 

(v_v")’+(u_„")’  = k’,  (1) 

die  bekanntlich,  hei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten,  eine  sulche  Gurr« 
zweiter  Classc  darstellt,  deren  ein  Brcnnpuuct  in  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  fallt, 
deren,  diesem  Brcnnpuncte  entsprechende,  Dircctrii  die  gerade  Linie  (v",  u")  und  deren 
Parameter  gleich  dein  Doppelten  des  rcciproken  Werthes  von  k ist.  Wenn  wir  alle  Glie- 
der dieser  Gleicbnng  mit  der  vierten  Potenz  einer  beliebigen  Grösse  a,  die  eine  gegeben« 
Linien -Länge  bedeutet,  muiliplicircn  und  dann  x und  y an  die  Stelle  von  ( — y,aV‘) 
und  ( — '/,a*n")  und  v'  und  n’  au  die  Stelle  von  v und  n schreiben,  so  erhalten  wir  fol- 
gende Gleichung: 

(x+'/laV)M-(y+,/ia,oy  **  (,/,a,k),J  (,) 

die,  wenn  wir  y und  x als  veränderlich  betrachten  und  für  (r,  o)  nach  einander  ;dl« 
uiöglicben  1 angeuten  der  gegebenen  Cnrvc  nebmen,  solche  Kreise  von  coiuUaotcm  Rj. 
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dtus  dars teil«,  $4ie  alle  durch  den  feilen  Punct  (y  = — '/, •’u“,  x =■  — ’/jaV)  gehen.’  Di« 
Mittelpancle  aller  dieser  Kreise  liegen  also  auf  einem  neuen  Kreise,  dessen  Gleichung 
(tilgende  ist: 

(x+>/1aV)’+(y+'/aa’ü')’  = C/a«*k)»- 
Hiernach  erhalten  wir  den  folgenden  Sati: 

ff'cnn  man  an  eine  Curve  zweiter  Classe  eine  beliebige  Tangente  legt,  die  von  zwei 
feilen  im  Jlrennpunele  derselben  sich  unter  rechten  Winkeln  schneidenden  geraden  Li* 
men  (Ol',  OX)  irgend  zwei  Segmente  (OQ,  OP)  abschneidet,  und  dann  auf  densel- 
ben beiden  geraden  Linien  zu  jedem  dieser  Segmente  und  einer  gegebenen  Linien- Längt 
die  dritte  Proportional- Linie  (OS,  OR)  sucht,  so  findet  man  zwei  solche  Punete  (S,  R), 
deren  Mitte  einen  Kreis  beschreibt , wenn  die  an  die  gegebene  Curve  gelegte  Tangente 
nach  einander  alle  möglichen  Lagen  erhält. 

Ein  einfaches  Beispiel  des  zweiten  Satzes  der  vorigen  Nummer  liefert  folgende  Glei- 
chung : 

uVfv'n  = n’V,  • (i) 

die  einen  Pnnct  darstellt.  Bedeutet  (v',  u')  irgend  eine  durch  diesen  Punct  gehende  ge- 
rade Linie,  so  stellt  die  Gleichung: 

v’ii+u'v  = uv,  , (t) 

diejenige  Parabel  dar,  welche  die  beiden  Coordinatcn - Axen  in  denjenigen  beiden  Pune- 
*cn  berührt,  in  welchen  dieselben  von  dieser  geraden  Linie  geschnitten  werden.  Also: 

-■Ille  Parabeln,  welche  irgend  zwei  gegebene  gerade  Linien  in  solchen  zwei  Punelen 
bp  rühren,  welche  mit  einem  gegebenen  festen  Punete  in  gerader  Linie  liegen,  berühren 
ausserdem  noch  ein  und  dieselbe  dritte  gerade  Linie. 

Diese  dritte  gerade  Linie  (v”,  u")  ist  die  zweite  Diagonale  desjenigen  Parallelogramms, 
dessen  zwei  Seiten  in  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  fallen,  und  dessen  erste  Dia- 
gonale den  Durchschnitt  dieser  beiden  Linien  mit  dem  gegebenen  festen  Punete  verbin- 
det. Wenn  diese  dritte  gerade  Linie  gegeben  ist,  so  können  wir,  umgekehrt,  auch 
leicht  den  festen  Pnnct  constroircn,  und  hiernach  erhalten  wir,  da  drei  gegebene  gerade 
Linien  sieb  auf  dreifache  NVcisc  zu  zwei  combiniren  lassen,  folgenden  Satz: 

Die  drei  Rcruhrungs  - Chorden  aller  Parabeln , welche  einem  gegebenen  Dreiecke 
eingeschrieben  sind,  gehen  durch  drei  Jeste  Punete.  Diese  Punete  sind  die  IVinkclpuncte 
eines  neuen  Dreiecks,  das  dem  gegebenen  umschrieben  und  demselben  ähnlich  ist. 

Wenn  wir,  statt  von  der  Gleichung  (1),  von  der  Gleichung  (2)  ausgeben,  so  erbal- 
ten  wir  bei  demselben  Verfahren  den  Satz  der  2~3.  und,  mit  einer  leichten  Modification, 
den  Satz  der  274.  Nummer. 

Es  ist  klar , dass  die  vier  in  diesem  Paragraphen  aufgcstcllten  Satze  (690,  ö<)2, 
C93)  nicht  nur  auf  die  von  uns  bisher  gebrauchten,  sondern  auch  auf  alle  mögliche  son- 
stige Punct-  und  Linien- Coordinatcn  sieb  beziehen.  So  können  wir  zum  Beispiel  auch 
Z und  x oder  y (416,  Note),  oder  sogenannte  Polar- Coordinatcn , oder  auch  die  Coox- 
dinaten  desjenigen  Systems,  mit  welchem  ich  mich  in  einem  Aufsätze  in  CltELLE’S  Jour- 
nal *)  beschäftigt  habe,  wonach  die  Lage  eines  Punctcs  durch  die  Quotienten  je  zweier 
Abstände  desselben  von  drei  gegebenen  geraden  Linien  ansgedrückt  wird,  zu  Grunde  legen. 

*)  Leber  ein  neues  Coordinatcn  • System.  V.  S.  1 — 38. 

H.  83 
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696.  Ich  schlicssc  diesen  Paragraphen  mit  einer  allgemcracn  Andodtyag.  Cs  find* 
dieselbe  bei  allen  vice  Haupt -Theoremen  desselben  ihre  Stelle;  nra  mich  indess  einfa- 
cher und  bequemer  ausdrUcken  zu  künnen,  will  ich  mich  zunächst  ausschliesslich  auf  den 
ersten  dieser  vier  Sätze  beschränken. 

Wenn  wir  wiederum  in  der  Gleichung  irgend  einer  gegebenen  Gurre: 

F(y,  x,  b,  a)  o,  (1) 

nach  einander  dir  die  veränderlichen  Grössen  y und  x bestimmte  Coordinalon- Werthe, 
j und  x',  y"  und  x",  u.  s.  w.,  die  sich  auf  verschiedene  Punctc  dieser  Curve  beziehen, 
nehmen,  wonach  zwei  der  alsdann  rrsultircndcn  Gleichungen  folgende  sind: 

F(y',  x',  b,  a)  — 0, 

F(y',  x”,  b,  a)  = 0,  W 

so  können  wir  durch  diese  beiden  Gleichungen  h und  a,  die  beiden  Constantcn  der  Glei- 
chung (l),  bestimmen.  Schreiben  wir  in  den  letzten  Gleichungen  für  b und  a die  Sym- 
bole y>  *)  und  q{y,  x),  welche  wir  als  zwei  unbekannte,  durch  diese  Gleichungen  zu 
bestimmende  Grüssen  betrachten,  so  erhalten  wir: 

F[y\  x',  y{y,  x),  <f{y,  x)]  = <y, 

, . F[y".  V<y,  *),  t(y,  *)]  «=•  o, 

und  es  ist: 

v<y.  *)  = b, 

r(y,  x)  = a.  w 

Nun  können  wir  aber  auch  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  aus  einem  andern  Gcsichtspum  te 
anseben,  indem  wir  y und  1 als  veränderlich  und  Vfy,  *)  ond  iy(y,  x)  als  beliebige  ge- 
gebene Functionen  dieser  Grossen  betrachten.  Alsdann  stellen  die  beiden  Gleichungen 
(3)  zwei  Curven  dar,  ebenso  die  beiden  Gleichungen  (4).  Jene  beiden  Gurren  geben 
alsdann  offenbar  durch  alle  Durchschnillspuncte  dieser  beiden,  schneiden  einander  aus- 
serdem aber  auch  noch  in  andern  Punctcn,  weil,  im  Allgemeinen,  b und  a nicht  die 
einzigen  Werthe  sind,  welche  wir  für  V'()‘»  *)  und  y(y,  x)  durch  Fdiminatioo  zwischen 
den  beiden  Gleichungen  (3)  erhalten.  Es  können  b nnd  a alle  möglichen  Wcrtbc  haben 
und  insbesondere  auch  gleich  Null  sein.  Ich  begnitge  mich  hier  mit  der  blossen  Aussage 
des  auf  diese  Weise  bewiesenen  Satzes,  indem  ich  dieselbe  sogleich  auf  alle  vier  bisher 
bebandcltcu  Fälle  ausdebne.  Einer  ganz  spccicllco  Anwendung  dieses  Satzes  werden  wir 
in  dem  folgenden  Paragraphen  begegnen. 

Wenn  irgend  eine  Curve  durch  die  Gleichung 

F(l,  x,  b,  a)  = 0,  (,) 

in  welcher  X und  x irgend  beliebige  Puncl  - ■ oder  Linien  - Coordinalen  und  b und  a zwei 
Constantcn  bedeuten,  dargeslcllt  wird,  so  erhallen  wir  die  Gleichungen  neuer  Curven, 
wenn  wir  für  X und  x solche  Werthe  X'  und  x nehmen,  welche  der  Gleichung  (t)  Ge- 
nüge thun,  und  dann 

b = v</«,  »).  , , 

a = qr(/r,  r),  *' 

setzen  und  /*  und  v als  veränderlich  und  zwar  einmal  als  beliebige  Puncl  - Coordinalen, 
das  andere  Mal  als  beliebige  Linien  - Coordinalen  betrachten.  Einmal  gehen  alsdann 
alle  solche  Curven,  deren  Gleichungen  mithin  Jolgcnde  Form  haben: 

F[V,  v>(ß,  *)»  q(p,  *)]  = 0,  (3) 

durch  alle  Durchschru'tlspiincte  der  beiden  Oerter  (2),  das  andere  Mal  werden  sie  von 
allen  gemeinschaftlichen  Tangenten  dieser  beiden  Oerter  ebenfalls  berührt. 
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G97.  Die  allgemeinste  Gleichung  der  geraden  Linie  zwischen  gewühnliclicn  Pimet- 
CuordiDatco  ist: 

Ay+Bx+C  = 0.  (1) 

Statt  dieser  Gleichung  künnrn  wir  folgende  nehmen: 

[<jh+t>a+S])’+[xh+ia+ii]xTt-[ib+()a4-u]  = 0,  (>) 

indem  wir  die  Form  der  in  derselben  vorkommenden  drei  Conslanten  ändern.  Die  Glei- 
chung (1)  ist  die  allgemeinste  Glcichnng,  in  welcher  einerseits  die  beiden  veränderlichen 
Grossen  y und  x und  andrerseits  zwei  constantc  Grössen  b und  a nur  in  der  ersten  Po- 
tenz Vorkommen.  Wenn  wir  fiir  y und  x die  Coordinaten-  NYerthe  irgend  eines  Poricles 
(v‘  x)  der  bezüglichen  geraden  Linie  substituiren,  und  dann  b and  a als  veränderlich, 
als  y und  x,  betrachten,  während  wir  durch  alle  griechische  Bochstabcn  ein  fiir  alle  Mal 

bestimmte  Cocflicicntcn  bezeichnen,  so  ergibt  sich  aus  der  letzten  Glcichnng  folgende: 

[/7y+Äx+i]y+[:y+Ax+/sJx+[»7+px+(r]  » O,  (3) 

oder,  wenn  wir  anders  ordnen: 

[ij/+xz'+r]y+[Sy’+*x'+p]x+r5y'+/ix’-Kr]  =3  o.  («) 

Nach  dem  letzten  Satze  des  vorigen  Paragraphen  stellen,  wie  auch  der  Punct  (y‘,  x') 
auf  der  geraden  Linie  (!)  angenommen  werden  mag,  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  eine 
solche  gerade  Linie  dar,  die  immer  durch  den  Punct  (b,  a)  geht.  Dieser  Punct  ist  der 
Durchscbnilt5punct  der  durch  folgende  zwei  Gleichungen  dargestelllen  geraden  Linien : 

jjy+#x+J  = ©(ry+px+u), 
xy+kx+l*  ■=  £(iy+px+o), 
indem  wir,  der  Kürze  halber,  jv  *»  0 und  j-t  = B setzen.  Wir  nennen  den  Punct  (b,  4) 
den  Pol  der  geraden  Linie  (t),  in  Bczichnng  auf  die  G lc i c h u ng Y2),  und 
die  gerade  Linie  (4)  die  Polare  des  Punctcs  (y,  x'),  in  Beziehung  auf  die 
Gleichung  (2).  Diese  Gleichung  können  wir  füglich  erquatio  directrir  nennen ; die 
Bestimmung  des  Poles  einer  gegebenen  geraden  Linie  und  der  Polaren  eines  gegebenen 
Punctcs  richtet  sich  nach  den  Wertben  der  nenn  Cocflicicntcn  rj,  5,  J,  x,  A,  ft,  v,  p 
und  0,  die  in  dieser  Glcichnng  Vorkommen. 

NY  ir  können  hiernach  dem  in  dem  Vorstehenden  bewiesenen  Satze  folgende  Aussag* 
geben : 

Die  Polaren  aller  Punclc  einer  gegebenen  geraden  Linie  gehen  durch  den  Pol  der- 
selben, 

Umgekehrt  folgt  ferner,  Indem  wir  die  Gleichung  (4)  als  cequatio  directrix  nehmen, 
dass  der  Pol  jeder  geraden  Linie,  welche  durch  den  Punct  (b,  a)  geht,  auf  der  geraden 
Linie  (1)  liegt.  Kiner  dieser  Pole  ist  der  Pnnct  (y , x’).  Also : 

Die  Pole  aller  geraden  Linien , welche  durch  einen  gegebenen  Punct  gehen,  liegen 
auf  der  Polaren  dieses  Punctcs, 

693.  Um  den  Pol  einer  gegebenen  geraden  Linie  (1),  in  Beziehung  auf  die  Gleichung  ] 
(9),  zn  construircn,  müssen  wir  die  neun,  ein  für  alle  Mal  gegebenen,  Cocflicicntcn  die- 
ser Gleichung,  oder  vielmehr  bloss  die  acht  Quotienten  eines  beliebigen  derselben  in  alle 
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Übrigen,  kennen.  Wenn  wir,  znm  Behuf  dieser  Constrnction,  die  drei  durch  folgend* 
Gleichungen : 

ijy+Sx+S  =*  o, 

xy+Ax+?r  = o,  (6) 


»y+pi+a  = o, 

dargcslelltcn  drei  geraden  Linien  als  gegeben  betrachten,  so  sind  jene  Cocfiicicntcn  alle 
neun  bekannt,  wenn  Uberdiess  noch  drei  derselben,  etwa  ij,  x nnd  y,  oder  auch  drei 
lineare  Beziehungen  zwischen  denselben  gegeben  sind. 

Die  beiden  Coordinaten-Axen  seien  OY  und  OX,  die  drei  gegebenen  geraden  Linien  (6) 
AC , BC,  AB  und  MN  sei  die  gerade  Linie  (l),  deren  Pol  wir  soeben.  Wir  wollen 
denselben  als  den  Durchschnitt  der  beiden  geraden  Linien  (5)  constrnircn.  Die  erste  die- 
ser beiden  geraden  Linien  gebt,  was  die  Form  ihrer  Gleichung  zeigt,  dnreh  den  Pnnct 

A,  den  Durchschnitt  von  AC  nnd  AB;  ebenso  geht  die  zweite  derselben  durch  den  Punct 

B,  den  Durchschnitt  von  BC  und  AB.  Zur  vollständigen  Bestimmung  dieser  beiden  ge- 
raden Linien  brauchen  wir  also  ausserdem  nur  noch  einen  zweiten  Punct  jeder  derselben 
za  kennen.  Um  solche  zwei  Punctc  zu  erhalten,  wollen  wir  beispielsweise,  der  obigen 
Bemerkung  gemäss,  voraussclzcn,  cs  sei 


9 = *,  S = »•  H = p.  ( r ) 

Alsdann  erhalten  wir  für  die  Ordinale  des  DurcbschnitUpnnctes  der  ersten  der  beiden  ge- 
raden Linien  (5)  mit  der  zweiten  Coordinaten-  Axe: 

r - - srrOT  - OY-  <•> 

Den  zweiten  dieser  Au&drückc  ftir  y erhalten  wir,  indem  wir  in  dem  ersten  Nenner 
und  Zähler  durch  % = v dividiren  nnd  alsdann  berücksichtigen , dass  ^ ^ rz  OT, 

^ =»  OQ  und  ^ = OM.  Hiernach  erhalten  wir  ohne  Milbe  den  Punct  Y 
nnd  somit  die  erste  der  beiden  geraden  Linien  (5),  ncmlich  AY.  Auf  ähnliche  Weise 
ist  der  Punct  X,  in  welchem  die  zweite  dieser  beiden  geraden  Linien  BX  in  die  erste 
Axe  cinschncidct,  durch  folgende  Gleichung  gegeben: 

x = g-os  - ox-  w 

Endlich  ist  der  gesuchte  Pol  der  gegebenen  geraden  Linie  MN  der  Punct  P,  der  Durch- 
schnitt von  AY  nnd  BX. 

Umgekehrt  können  wir  leicht,  wenn  der  Pol  von  MN,  der  Pnnct  P gegeben  ist,  diese 
gerade  Linie  construircn.  Die  Punctc  Y und  X sind  alsdann  bekannt  und  wir  erhalten 
ohne  Mühe  aus  (0)  und  (9): 


OM 


YQ 

YT 


,OT, 


ON  = 


XH 

XS 


OS. 


(10) 


Aus  dem  Vergleich  der  Gleichungen  (0)  nnd  (9)  mit  den  Gleichungen  (10)  ergibt  sich  die 
beiläufige  Bemerkung,  dass  der  Pol  der  geraden  Linie  XY  in  den  Durchschnitt  der  bei- 
den geraden  Linien  AM  und  BN  fallen  wurde. 

699.  In  dem  Falle,  dass  die  drei  Gleichungen  (7)  bestehen,  können  wir  auch  den 
Pol  einer  gegebenen  geraden  Linie  und  die  Polare  eines  gegebenen  Pnnctes,  in  Bezie- 
hung auf  die  Gleichung  (2),  construircn,  indem  wir  einen  Kegelschnitt  su  Hülfe  neh- 
men, denjenigen  ncmlich , dessen  Gleichung  folgende  ist: 

jjyM-aftsy-t-Az’+ajy+a/u+e  0.  (u) 
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Diejenige  gerade  Linie,  deren  Pol,  in  Beziehung  anf  diesen  Kegelschnitt, 
der  Punct  (b , a)  ist , hat  folgende  Glcichnng : 

[i;l)4-S.i+?]y+|3lri-J.a+/i]x+f?b4-/ia+<r]  = o, 

und  diese  Gleichung  ist,  nntcr  den  gemachten  Voraussetzungen,  mit  der  Gleichung  (2) 
identisch.  Es  ist  also  der  Pol  einer  gegebenen  geraden  Linie,  in  Beziehung  auf 
diese  Glcichnng,  identisch  dasselbe  mit  dein  Pole  derselben  geraden  Linie,  in 
Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  (tl),  der  conica  directrix.  Dasselbe  gilt  von 
der  Polaren  eines  gegebenen  Punctcs. 

*00.  Durch  die  Voraussetzung,  dass  die  Gleichungen  (7)' Statt  finden,  werden  die 
beiden  Gleichungen  (I)  und  (4)  übereinstimmend,  wenn  wir  y'  und  x'.mit  a und  b vertau- 
schen, es  ist  (y,  x')  der  Pol  der  durch  (4)  dargcstclltcn  geraden  Linie,  anch  in  Bezie- 
hung auf  die  Gleichung  (2).  Diese  Gleichung  ist  in  diesem  Falle  symmetrisch,  in 
Beziehung  anf  die  beiden  veränd erlic hen  Grössen  y und  x und  die  bei- 
den Constanten  b und  a.  Die  beiden  Sätze  der  697.  Nummer  treten  alsdann  in  ei- 
nen innigem  Zusammenhang  unter  einaader. 

Die  Polaren  aller  Punrle  einer  gegebenen  geraden  Linie  gehen  alle  durch  ein  und 
denselben  festen  Pnnct , durch  den  Pot  derselben.  Die  gegebene  gerade  Linie  ist  die 
Polare  dieses  festen  Punctes,  es  ist  dieselbe  der  geometrische  Ort  Jilr  die  Pole  alter 
geraden  Linien,  welche  durch  diesen  Punct  gehen. 

In  dem  Folgenden  wollen  wir,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gcgcnthcil  bemerkt  wer- 
den wird,  durebgehends  voraussetzen,  dass  die  Gleichung  (2),  die  artjnalio  directrix , in 
Beziehung  auf  y,  x und  b,  a,  symmetrisch  sei. 

70t.  Die  beiden  möglichst  einfachen,  in  Beziehung  auf  y,  x und  b,  a,  symmetri- 
schen Gleichungen  sind  folgende: 


yiax+b  ca  o, 

by+ax±r3  = 0.  11  * 

Jede  derselben  können  wir  an  die  Stelle  der  Gleichung  (3)  setzen.  Was  die  erste  dersel- 
ben betrifTt,  so  können  wir  leicht  den  Pol  der  durch  dieselbe  dargcstclltcn  geraden  Li- 
nie, den  Punct  (b,  a),  construircn,  müssen  aber,  weil  b und  a nicht  homogen  sind, 
zum  Behuf  dieser  Construction,  eine  Linien -Länge  als  Einheit  annclunen.  Statt  dessen 
können  wir  sogleich  an  die  Stelle  der  ersten  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  fol- 
gende setzen-. 

p(y+b)+ax  s=  o,  , (is) 

Dieser  Glcichnng  entspricht  eine  Parabel,  deren  Gleichung  folgende  ist: 

*’±2py  * °i 

denn  in  Beziehung  auf  diese  Parabel  ist  (b , a)  der  Pol  der  durch  (13)  dargcstclltcn  ge- 
raden Linie. 

Die  Construction  des  Poles  (b,  a),  wenn  wir  die  zweite  der  beiden  Gleichungen  bei 
(12)  zu  Grunde  legen,  ergibt  sich  ebenfalls  ohne  alle  Mühe.  Es  entspricht  dieser  Glci- 
chnng, bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinatcn,  ein  Kreis,  dessen  Gleichung 
folgende  ist: 

6 y’+x3  - Tr3, 

und  der  mithin,  je  nachdem  wir  das  obere  oder  nntcre  Zeichen  nehmen,  imaginär 
oder  reell  ist.  Wir  sehen  zugleich  leicht  ein,  dass  wir  anch,  vermittelst  des  reellen 
Kreises,  den  Pol,  in  Beziehung  anf  den  imaginären  Kreis,  construircn  können.  Wir 
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brauchen  zu  diesem  Ende  bloss  den  Pol , Ln  Beziehung  auf  den  reellen  Kreis , -an  con- 
struirrn  nnd  dann  die  Coordinalcn  desselben  mit  entgegengesetztem  Zeichen  za  nch)ilen, 
Wrnn  wir  statt  der  in  Bede  stehenden  zweiten  Gleichung  fcei  (13)  folgende  allgemeinem 
nehmen : 

isbyflaxia  w»  o, 

so  ist  die  entsprechende  Cnrve  ein  reeller  oder  imaginär  CT  Kegelschnitt,  dessen  Mittel, 
puncl  in  den  Anfangspnnct  der  Coordioaten  fallt.  Die  Constrnction  des  Polcs  (h,  a) 
nach  der  6yU.  Nummer  ist  hier  zwar  nicht  anwendbar)  wenn  wir  indess  die  drei  CoefB. 
licntcn  r, , l und  er  in  der.  letzten  Gleichung  kennen,  so  können  wir  unmittelbar  die  bei. 
den  übrigen  Constanten,  h und  a,  constrnireu,  wenn  die  bezügliche  jedesmalige  gerade 
Linie  gegeben  ist. 

702.  Nach  diesen  Vorbereitungen  geben  wj»  zur  Entwicklung  des  Principe»  der  ße- 
ciprocität  über. 

Die  Polare  des  Durchschnittspunctcs  zweier  gegebener  gerader  Linien  geht  durch  di« 
Pole  dieser  beiden  geraden  Linien.  Der  Pol  einer  geraden  Linie,  die  zwei  gegeben» 
Puncte  verbindet,  ist  der  Durchschnittspunct  der  Polaren  dieser  beidea  Puncto. 
Wenn  also  drei  oder  mehrere  gerade  Linien  durch  denselben  Puuet  geben,  so  liege» 
ihre  Pole  in  gerader  Linie;  wenn,  umgekehrt,  drei  oder  mehrere  Puncte  io  gerader  Li- 
nie liegen,  so  gehen  ihre  Polaren  dorrh  denselben  Puncü  Aus  diesen  Bemerkungen, 
die  unmittelbare  Folgerungen  ans  den  Sätzen  der  700.  Nummer  sind,  ist  ersichtlich,  wi» 
jedem  Satze,  der  sich  lediglich  auf ‘den  Durchschnitt  von  geraden  Linien  und  auf  Puncte, 
die  in  gerader  Linie  liegen,  ohne  irgend  eine  Art  von  absoluter  Grössen -Bestimmung, 
bezieht,  ein  zweiter  Salz  entspricht,  den  man  sogleich  erhält,  wenn  man  sich  di« 
Pole  und  Polaren  der  Winkclponcle  und  Seiten  derjenigen  Figur,  auf  «eiche  sieb  der 
gegebene  Satz  bezieht,  construirt  denkt.  Da*  Prineip  dieser  (Jebertragung  tritt  als  solches 
noch  nicht  in  folgendem  Satze  hervor,  den  IL  lilUA>C!lu.N  in  GerCoxne’5  Annalen,  frü- 
her als  dieses  Prineip  seine  Entwicklung  erkalten  hatte,  miuLeilte : 

ff'cnn  ein  beliebiger  Kegelschnitt  und  in  der  Ebene  desselben  irgend  ein  Sechser*, 
dessen  drei  gegentiberliegende  Seilen  • Paare  sich  in  solchen  drei  Puncten  schneiden,  die 
in  gerader  Linie  liegen,  gegeben  ist,  so  gehen  die  drei  Diagonalen  desjenigen  Sechs- 
ecks,  dessen  ff'inkelpuncte  die  Pole  der  Seilen  des  gegebenen  Sechsecks , in  Betiehung 
auj  den  gegebenen  Kegelschnitt,  sind,  durch  ein  und  denselben  Puncl. 

Der  Lebergang  von  diesem  Satze  zu  jenem  Principe  ist  aber  nur  eia  Schritt.  Ein 
einziges  Beispiel  wird  die  Anwendung  desselben  anschaulich  machen.  Wir  wollen  zn  die- 
sem F.nde  von  dem  Satze  der  lfl~.  Nummer  ansgehen t 

Wenn  zwei  gerade  Linien  und  auf  jeder  derselben  drei  Puncte  gegeben  sind,  so  können 
wir  diese  Puncte,  paarweise  genommen,  durch  neun  neue  gerade  Linien  verbinden. 
Diese  neun  geraden  Linien  schneiden  sich  in  achtzehn  neuen  Puncten.  Von  diesen  n,ht- 
trhn  Puncten  Hegen  sechsmal  drei  in  gerader  Lime.  Von  diesen  sechs  geraden  Linien 
gehen  drei  und  drei  durch  denselben  Puncl. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  sogleich  der  nachstehende , so  wie,  umgekehrt,  dieser 
aus  jenem  i 

IV enn  zwei  Puncte  und  drei  durch  jeden  desselben  gebende  gerade  Linien  gegeben 
sind,  so  schneiden  sich  diese  geraden  Linien  noch  in  neun  neuen  Puncten.  Durch  diese 
neun  Puncte,  paarweise  genommen,  lassen  sich  achtzehn  neue  gerade  Unten  legen, 
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Von  diesen  achtzehn  geraden  Linien  gehen  sechsmal  drei  durch  denselben  Punct  (7a). 
Pon  diesen  sechs  Puncten  liegen  drei  und  drei  in  gerader  IJnie. 

70*,  Zuweilen  liefert  die  Anwendung  des  Principe»  der  Reciprocität  auf  einen  gege- 
benen Satz  keinen  nenen  Satz.  Es  kann  der  Satz,  den  wir  nach  demselben  aus  dem 
gegebenen  hcrleiten,  die  blosse  Umkebrnng  dieses  Satzes  sein.  Ein  Beispiel  hiervon  ge- 
ben die  folgenden  beiden  dnreh  jenes  Princip  mit  einander  verbundenen  Satze: 

Wenn  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  den  drei  Seiten  eines  andern  in  solchen  drei 
Puncten  begegnen,  die  in  gerader  Linie  liegen,  so  schneiden  sich  diejenigen  geraden 
Linien,  Kelche  die  diesen  Seiten  gegenüberliegenden  IVinhclpuncle  verbinden,  in  dem- 
selben Punct  e. 

Wenn  diejenigen  drei  geraden  Linien,  Kelche  die  Winkelpuncte  sireicr  gegebener 
Dreiecke,  paarweise  genommen,  verbinden,  in  demselben  Puncie  sieb  schneiden,  so 
schneiden  sich  die  diesen  IVinkelpunctcn  gegenüberliegenden  Seiten  in  solchen  drei  Punc- 
ten , die  in  gerader  Linie  liegen. 

”04.  Wenn  irgeud  ein  Polygon  gegeben  ist,  so  können  wir  ein  »weites  Polygon 
construiren,  dessen  W inkclpnnctc  die  Pole  der  Seiten  des  gegebenen  sind;  tnglcich  sind 
alsdann  die  Seiten  des  zweiten  Polygons  die  Polaren  der  VA  inkclponctc  des  gegebenen. 
Diese  Beziehnngen  finden  Statt,  naabhängig  von  der  Grösse  nnd  der  Anzahl  der  Seiten, 
der  Polygone,  sic  gelten  also  anrh  dann  noch,  wenn  an  die  Stelle  derselben  Gurven 
treten.  Es  liegen  die  Pole  der  Tangenten  einer  gegebenen  Cnrvc  auf  dem  Umfange  ei-, 
ner  zweiten  Curve,  welche  wir  die  Polar-Cnrvc  der  gegebenen  nennen  wollen)  die 
Polaren  der  Pnncte  von  jener  sind  Tangenten  von  dieser.  Die  Beziehung  solcher  zwei 
Gurven  zu  einander  ist  eine  durchaus  gegenseitige,  wenn  die  Hülfs  - Gleichung  ( tn/uatio 
diredrir),  rücksichtlich  auf  y,  x und  b,  a,  symmetrisch  ist.  Im  entgegengesetzten  Kalle 
können  wir  die  erste  Gurre  auch  noch  als  die  Polar -Gurvc  der  zweiten  betrachten;  müs- 
sen rlsdann  aber  die  Form  der  Httlfs- Gleichung  ändern. 

VYcnn  die  gegebene  Gurve  von  irgend  einer  m.  Ordnung  ist,  so  wird  sic,  im  Allge- 
meinen, von  einer  gegebenen  geraden  Linie  in  m Puncten  geschnitten;  die  111  Polaren 
dieser  Dnrcbschnitlspnnclc,  Tangenten  der  Polar-Curve,  vereinigen  sich  alle  in  demsel- 
ben Pnncte,  dem  Pole  jener  geraden  Linie.  Keine  neue  Tangente  der  Polar-Cnrvc  kann 
durch  diesen  Punct  gehen,  denn  sonst  müsste  die  gegebene  gerade  Linie  die  gegebene 
* Cnrvc  auch  noch  in  einem  (m+t)- Puncie,  dem  Pole  der  neuen  Tangente,  schneiden. 
Da  wir  diese  gerade  Linie  immer  so  wählen  können,  dass  ein  beliebiger  Punct  ihr  Pol 
ist,  so  folgt,  dass  an  die  Polar-Cnrvc  irgend  einer  gegebenen  Curve  m.  Ordnung,  von 
einem  gegebenen  Punctc  ans,  sich,  im  Allgemeinen,  in  Tangenten  legen  lassen.  Eine 
solche  Curve  nennt  II.  GkhCoNNE  eine  Curve  m.  Classc,  eine  Benennung,  die  ich 
in  der  ersten  Abthcilnng  des  vorliegenden  Bandes  aufgenomnten  habe,  wobei  ich  indess 
die  Definition  einer  solchen  Cnrvc  an  den  Grad  ihrer  Gleichung  zwischen  den  nenen  Li- 
nien -Coordinatcn  knüpfe. 

Die  Polar-Curve  einer  gegebenen  Curve  irgend  einer  m.  Ordnung  ist  von  der  m. 
Classc  und,  umgekehrt,  die  Polar-Curve  einer  gegebenen  Curve  irgend  einer  m.  Clusst 
ist  von  der  m.  Ordnung. 

70ü.  Es  sei  durch  die  Gleichung : 

F(y,  *)  " °»  (i) 

irgend  eine,  algebraische  oder  transcendente,  Curve  gegeben:  wir  wollen  die  Polar- 
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Cur vc  derselben  bestimmen,  indem  wir  die  allgemeinste,  nicht  symmetrische,  lldlfs- 
Glcichung  des  ersten  Grades: 

[/;b+5a+?]y+[xb+ia4-,u]r+[rb+(Ki+<7]  •=  o,  (») 

eu  Grunde  legen,  lind  zwar  wollen  wir  erstens  die  Polar -Curvo  durch  ihr«  Gleichung 
zwischen  L i n i c n - Coordinalcn  ausdrückco. 

Wenn  (y , *')  Irgend  einen  Punct  der  gegebenen  Curre  bezeichnet,  so  stellt  die  letzt« 
Gleichung,  wenn  wir  in  derselben  v'  und  x statt  y and  x schreiben,  and  dann  b und  a 
als  veränderlich,  als  y und  x,  betrachten,  die  Polare  jenes  Punctcs  (y',  x'),  eine  Tan- 
gente der  Polar-Curvc,  dar.  Dieser  Gleichung  können  wir  alsdaan  folgende  Form  geben: 
[ey'+xx’+v]y+[tty'+*x‘+p]x+[j;y'+^x'+o]  *»  o, 

und  indem  wir  die  bezügliche  gerade  Linie  durch  (\r,  v,  o)  bezeichnen,  ergibt  sich  (tOQj: 
j;y ’+xx'+y  n t>y'+/.i'+p  v 

5y'+/«’+<r  w * !/ +nx+o  w ' 

Hieraus  erhält  man: 

, ' (px— yX)w+(r/z— ,rx)v+(g&— p/i)q 

^ — xt>)w+(xj—  fii;)v+(/t9 — Ifjl' 

, (or; — v9)  w+(xl; — ni;)v+(g.» — p;)u 

* “ x!t)vr+(x'i— *s)u’ 

und  wenn  wir  diese  B erthe  von  y und  x in  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvo  fftr  j 
und  x suhstituiren , so  kommt: 

(px— rl)w+(x/<— ox)v+(qz— Qfi)a  (p7— x9)w+(xj— <r^)v-l-(of»-p|)n  1 _ 

I (u; — x&)w+{x;—fir,)v+(fid—\'i)a’  (ii;— x£)w+(x|— X%)n  j 

Diese  Gleichung  stellt,  wenn  wir  w,  v und  u als  veränderlich  betrachten,  die  zu  bestim- 
mende Polar-Curvc  dar. 


“Oö.  Wir  wollen  zweiten  $ dieselbe  Polar  - Curre  durch  P u n c t - Coordinalcn  ba- 
sliramen. Wenn  wir  b und  a als  Coordinaten  und  veränderlich' betrachten  und  der  Punct 
(y,  x)  die  gegebene  Curve  beschreibt,  so  stellt  die  Gleichung  (2)  nach  einander  alle  mög- 
lichen Tangenten  der  Polar-  Curve  dar.  Um  den  Bcriibrungspnnct  auf  einer  solchen 
Tangente  zn  erhalten,  brauchen  wir  blois  den  Durchschnitt  dieser  Tangente  mit  einer 
zweiten,  unmittelbar  auf  dieselbe  folgenden,  zn  suchen,  und  zu  diesem  Ende  die  Coor- 
dinaten - Wcrthc  b und  a aus  der  Gleichung  (2J  und  ihrer  Differential  • Gleichung-,  in  Be- 
ziehung auf  y und  x: 

* (i;b4-9a+5)dv-(-(xh+;.a+^)(lx  «=  o,  (j) 

zu  ziehen , wobei  wir  den  Werth  von  aus  der  Gleichung  (1)  herlciten  müssen.  Denn 
die  Gleichung  jener  zweiten  Tangente  ergibt  sich  aus  (2),  wenn  wir  in  dieser  Gleichung 
(y+dv)  und  (x+dx)  statt  y und  x schreiben,  und  diese  Gleichung  können  wir,  zum  Be- 
huf der  Bestimmung  von  b und  a,  vermittelst  der  Gleichung  (2),  rcducircn  und  erhalten 
alsdann  die  vorstehende  Gleichung  (3).  Diese  Gleichung  stellt  mithin , wenn  wir  b und 
a als  veränderlich  betrachten,  eine  solche  gerade  Linie  dar,  die  durch  den  Beiührungs- 
punct  auf  der  in  llcde  stehenden  ersten  Tangente  (2)  geht  Der  durch  die  beiden  Glci- 
ihnngcn  (2)  und  (3)  bestimmte  Punct  (b,  a)  ist  ein  Punct  der  Polar- Curvfi)  wenn  wir 
diese  beiden  Gleichungen  auf  irgend  eine  Weise  zn  einer  neuen  Gleichung  mit  einander 
verbinden,  so  stellt  diese  Gleichung  einen  neuen  Ort,  der  durch  den  Punct  (b,  a)  geht, 
dar,  und  dieser  Ort  ist  jene  Polar-Curvc,  wenn  die  rcsnltircnde  Gleichung  diejenige  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  man  aus  den  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3),  vermittelst  der 
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Gleichung  fl),  y und  je  eliminircn.  Es  sei  die  auf  diese  Weise  sich  ergebende  Gleichung 
folgende : 

f{ b.  »)  = o.  («) 

Durch  die  drei  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  sind  die  vier  Grössen  y,  x,  b und  a 
vollkommen  bestimmt,  wenn  eine  derselben  gegeben  ist:  wir  können  jene  als  Functionen 
von  dieser  ansehen.  DiiTerentiiren  wir  demnach  die  Gleichung  (2)  vollständig  in  Bezie- 
hung auf  y,  x,  b und  a,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  vermittelst  der  Gleichung  (a)  redn- 
circn,  folgende  Gleichung: 

(i;y+xx+i)db-t-(9y+Ax+p)da  •=  o,  (s) 

wobei  wir  den  Werth  des  Differential  - Quotienten  ^ aus  der  Gleichung  (4)  nehmen 
können.  Wir  können  aber  auch  die  letzte  Gleichung,  als  durch  blosse  Differentiation 
der  Gleichung  (2),  in  Beziehung  auf  b und  a,  wobei  y und  x als  eonslant  zu  betrachten 
sind,  entstanden,  anseben;  so  dass,  wenn  wir  y und  x mit  b und  a vertauschen,  die 
Gleichung  (5)  in  dieselbe  Beziehung  zur  Gleichung  (2)  tritt,  in  der  früher  die  Gleichung 
(3)  stand.  Wenn  wir  zwischen  den  drei  Gleichungen  (4),  (2)  ond  (5)  die  Grössen  b und 
a eliminircn,  so  kommen  wir  nothwendig  zur  Gleichung  (l)  zurück. 

Wir  finden  hiernach  durch  eine  einfache  analytische  Betrachtung  die  frühere  Ilemer. 
knng  bestätigt,  dass  auch  die  gegebene  Curvc  (t)  gegenseitig  die  Polar  - Curvc  ihrer  eige- 
nen Polar- Curve  ist,  nur  dass  hierbei  die  Htilfs  - Gleichung  ( trquatio  direclnx ) jodesmal 
ihre  Form  ändert,  wenn  dieselbe,  in  Beziehung  aof  y,  x und  b,  a,  nicht  symmetrisch 
ist,  denn  hei  der  Rückkehr  dgr  zweiten  Cnryc  zur  ersten  treten  b und  a an  die  Stelle 
von  y und  x. 

707.  Wir  können  die  in  der  vorigen  Nummer  angezeigten  Eliminationen  nur  dann 
aus  führen , wenn  die  Gleichung  der  Curvc  (1)  wirklich  gegeben  und  nicht  durch  ein  blos- 
ses Fonctions-  Zeichen  dargestellt  ist.  Es  ist  diess  aber  nicht  nothwendig,  wenn  wir  statt 
der  Gleichung  (4)  bloss  die  Differential  - Gleichung  derselben  verlangen,  und  in  diesem 
Falle  braucht  die  gegebene  Curve  ebenfalls  nur  durch  ihre  Differential- Gleichung  gegeben 
zu  sein.  Diese  Gleichnng  sei  folgende: 

£(ju’  y'  x)  - 0f  W 

Wir  erhalten  zuvörderst  aus  der  Gleichung  (3); 

dy  _ xb-Ma+n 
äx  /b+tfa+5  ’ 

und  dann  ferner  aus  der  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungen  (2)  ond  (5)t 
(ox — vi'fadb — bda)+(<7x — >y<)db+(<r/. — ;m)da 
y **  (ktj — x3)(adb — bdaJ+Ooj— *»)db+f/itf-Ä£)da* 

( 017 — >tf)(adb — bda)+(ui;— >'i)db+(u3— (,'j)da 
X “ (Ag— x#)(adb— bda)+f<((;—  xj)36+(/i tf— ijjtla ' 

Wenn  wir  die  vorstehenden  Werthe  von  jj?,  y und  x in  die  gegebene  Differential  - Glei- 
chung (6)  substituiren , so  gelangen  wir  unmittelbar  zur  gesuchten  Differential  - Gleichung 
der  Polar  - Curvc.  *) 


*)  An  die  letzten  Nummern  des  Teiles  knöpfen  sich  rein  analytische  Betrachtungen  an.  ludern 
jeh  micl;  hier  auf  einige  blosae  Andeutungen  beschränke,  ist  meint^  Absicht , denselben  Ge- 
genstand an  einem  andern  Urte  wieder  aufsunehmen, 

II,  34 
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708.  Wenn  eine  gegebene  Corvc  einen  vielfachen  Punct,  das  Leisst,  einen  sol- 
chen Punct  hat,  in  welchem  mehrere  Zweige  derselben  sich  schneiden,  so  entspricht  die- 
sem Punctc  in  der  Polar- Curve  e ine  gerade  Linie,  welche  eine  gleiche  An- 
zahl von  Zweigen  dieser  Cnrve  berührt.  Wenn  jene  Zweige,  die  durch  den- 


Wenn  irgend  eine,  auf  eine  beliebige  Corve  sieb  beliebende,  Differential  - Gleichung 
gegeben  ist,  so  können  wir  die  Differential- Gleichung  der  Polar -Curve,  indem  wir  ein« 
beliebige  lineare  requatio  directrix  xu  Grunde  legen,  unmittelbar  binsebreiben  (707)..  Wenn 
wir  alsdann  das  Integral  einer  dieser  beiden  Differential  - Gleichungen  kennen,  so  erbalten 
wir  das  Integral  der  andern  dureb  blosse  Elimination  (700).  Wenn  zum  Beispiel  die  Glei- 
chung (1)  das  bekannte  Intepal  der  Gleichung  (6)  ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  (f), 

die  durch  Elimination  ron  p , y und  x zwischen  den  Gleichungen  (1),  (2)  and  (3)  sich 

ergibt,  als  Integral  der  am  Ende  der  707.  Nummer  bezeiebneten , der  Kaum  - Ersparnis« 
wegen,  nicht  hingescbricbenen  Differential  - Gleichung.  Ich  will  hierbei  auf  einen  Fall  be- 
sonders aufmerksam  machen.  Wenn  die  letztgenannte  Gleichung  auf  folgende  sich  reducirt: 
J(px-y/l)(adb-bda)+(ox->'/x)db+(rTA-p/i)da  (pi7-i*^j(adb-bda)+(rr^-r|)db+(<7^-(»$)da( 

<(Al7-x^)(adb-bda)-K/^/J-x■Ddb4■(/<^-X^!ba,  (A^-x^)'adb-bda)+(^^-x£;db-f(//^-A^da'  ~~  °* 

in  der  alsdann  die  neun  CoefEcienten  (px — vX),  u.  s.  w.  als  beliebige  von  einander  unab- 
hängige Coefßcicntcn  anzusehen  sind,  so  erhält  man  für  die  Polar- Curve  derjenigen  Curve, 
auf  welche  diese  Gleichung  sich  bezieht: 

f(y,  x)  = o: 

eine  Gleichung  zwischen  endlichen  Grössen.  Wenn  man  zwischen  dieser  Gleichung  und  den 
Gleichnngen  (2)  und  (3)  ~ , y und  x climinirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welch« 
die  singuläre  Auflösung  der  vorgelegtcn  Differential  - Gleichung  ist.  — 

Die  Verallgemeinerung  der  vorstehenden  Bemerkungen  liegt  nahe.  Wenn  wiederum : 

F(y,  x)  *=  o (I) 

eine  gegebene  Gleichung  ist,  aber  an  die  Stelle  der  Gleichung.  (2)  irgend  eine  beliebige 
Gleichung  zwischen  y,  x,  b und  a,  als  ttquatio  directrix , tritt,  die  wir  durch 

V/(y,  x,  b,  a)  = o,  ^ “ (II) 

und  deren  Differential  - Gleichung , in  Beziehung  auf  y und  x,  wir  durch 


Kt 


7 1 * » 


b,  a 


) 


(iirj 


darstellen  wollen,  so  können  wir  zwischen  den  vorstehenden  drei  Gleichungen  y and  x eli- 

miniren , nachdem  wir  zuvor  in  die  letzte  derselben  für  denjenigen  Ausdruck  subs!ituirt 

haben,  welchen  die  Differentiation  der  Gleichung  (I)  gibt.  Das  Resultat  der  Elimination  sei: 

^(b,  a)  = o.  (IV) 

Wenn  wir  ferner  die  Gleichuog  (II),  in  Beziehung  auf  b und  a,  differentiren,  und  die  re- 
sultirende  Gleichung  durch 


•(£. 


l, 


db 


(V) 


dardellcn,  «o  erlulten  wir  aas  (II)  und  (V)  V und  > alt  Function  von  , b and  a: 

'7/(3?^*)*  * - b*  aV  (vI) 

und  hiernach,  wenn  wir  in  (I)  substituiren : 

rjrCS*-*)> 

Die  Gleichung  (IV)  ist  die  singuläre  Auflösung  der  Gleichung  (VII).  Der  erste  fheil 
dieser  Gleichung  ist  Function  zweier  andern  Functionen,  die  man  erhalt,  wenn  man  aus 
irgend  einer  Gleichung  (II)  zwischen  zweien  veränderlichen  Grössen  b und  a und  ihrer  Dif- 
ferential-Gleichung (V)  die  Ausdrücke  Air  zwei,  in  die#en  Gleichungen  vorkommenden,  Con- 
stanten  zieht.  Die  Gleichung  (11)  ist  das  gewöhnliche  Integral  der  Gleichung  (Vif),  y und 
x sind  zwei  Consfante,  welche  sich,  nach  der  Gleichung  (1),  auf  eine  einzige  reduciren. 
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seihen  Punct  gehen,  thrilwcisc  eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben,  so  fallen  auf  die- 
ser, mehrere  Zweige  berührenden,  geraden  Linie  thcilwcisc  die  Bcrührungspunctc  zusam- 
men. Die  in  einem  vielfachen  Punctc  sich  schneidenden  Zweige  können  paarweise  imagi- 
när werden,  ihr  Durchschnitt  bleibt  alsdann  reell  und  man  erhält,  statt  der  beiden 
Zweige,  einen  blossen  Punct.  Dieser  Pnnct  stellt  sich  als  conjugirter  isolirter  Panct  dar, 
wenn  jener  vielfache  Punct  ein  blosser  Doppelpnnct  ist;  die  Spur  desselben  verliert  sich, 
wenn  noch  ein  dritter  reeller  Zweig  der  Curve  durch  denselben  Pnnct  gehl.  Auf  ganz 
analoge  Weise  erhält  man  in  der  Polar -Figur,  wenn  mehrere  Zweige,  welche  von  der- 
selben geraden  Linie  berührt  werden,  paarweise  imaginär  sind,  statt  jedes  Paares  sol- 
cher imaginären  Zweige,  bloss  jene  gerade  Linie,  ihre  gemeinschaftliche  Tangente.  Diese 
gemeinschaftliche  Tangente  erscheint  als  isolirtc,  der  Polar-Curve  conjngirtc 
gerade  Linie,  wenn  kein  anderer  Zweig  dieselbe  ausserdem  noch  berührt;  wenn  hingegen 
dieser  Fall  eintrilt,  so  gebürt  zu  der  Polar-Curve  eine  ihrer  Tangenten. 

. Aus  den  vorstehenden  Bemerkungen  erhellet,  wie  cs  ganz  natürlich  ist,  in  die  allge- 
meine Theorie  der  Curven  neben  dem  Begriff  des  singulären  Punctcs  auch  den  Be- 
griff der  singulären  geraden  Linie  einznfiihrcn.  In  denjenigen  singulären  Punctcn, 
in  welchen  sich  solche  Curven- Zweige  vereinigen,  welche  zum  Tltcil  in  diesem  Puncte 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben,  ist  diese  Tangente  eine  singuläre  gerade  Linie. 
In  der  Gleichung  einer  Curve  zwischen  Punct- Coordinatcn  ist  jede  Spur  der  singnlärcn 
geraden  Linien  der  Curve  verschwenden,  so  wie  in  der  Gleichung  derselben  Curve  zwi- 
schen Linien  - Coordinatcn  die  Spur  der  singulären  Punctc. 

709.  Wenn  wir  die  allgemeine,  nicht  symmetrische,  Illtlfs- Gleichung: 
(ijb+?a+5)y+(*b+/.a+1u)'[+(rb+na+n), 

zu  Grunde  legen , so  erhalten  wir  {'05)  für  die  Polare  desjenigen  Punctcs , welche  der 
Durchschnitt  der  durch  folgende  beide  Gleichungen: 

jjy+xx+v  =>  o,  Oy+ix-t-p  = o,  (1) 

dargrstclltcn  geraden  Linie  ist,  eine  solche  gerade  Linie,  die  unendlich  weit  liegt,  und 
deren  Bichtnng  eine  unbestimmte  ist.  Wenn  dieser  Punct  auf  einer  gegebenen  Curve 
liegt,  so  ist  der  Pol  der  Tangente  der  Curve  in  diesem  Punctc  der  ßcrührungspuncl  auf 
jener  unendlich  weit  entfernt  liegenden  geraden  Linie,  die  eine  Tangente  der  Polar- 


Da  die  Gleichung  (IV)  das  Resultat  der  Elimination  der  beiden  als  constant  zu  betrachtenden 
und  durch  tlic  Gleichung  (I)  mit  einander  verbundenen  Grössen,  v und  x,  zwischen  den 
beiden  Gleichungen  (II)  and  (III)  ist,  so  folgt  sogleich,  nach  der  bekannten  Theorie,  dass 
die  Gleichung  (IV)  (die  singuläre  Auflösung)  eine  solche  Curve  darstellt,  die  alle  dieje- 
nigen Curven  umhüllt,  welche  durch  die  Gleichung  (II)  (die  gewöhnliche  Integral  - Glei- 
chung) , wenn  wir  nach  einander  den  Constanten  y und  x alle  möglichen  Werthe  beilegen, 
dargeslcllt  werden. 

Wenn  wir  aus  den  beiden  Gleichungen  (II)  und  (III)  die  W’erthe  von  b und  a liehen 
und  dann  in  die  Gleichung  (IV)  substituiren,  so  erhallen  w ir  eine  lliffcrcutia!  - Gleichung 
zwischen  y und  x;  und  diese  Gleichung  hat  die  Gleichung  (II),  in  welcher  alsdann  b und  a 
zwei  durch  die  Gleichung  (IV)  mit  einander  verbundene  Comtanlc  bedeuten,  zum  gewöhn- 
lichen Integral  und  die  Gleichung  (I)  zur  singulären  Auflösung, 

£5  hat  bekanntlich  zuerst  Fagxa  NCK  die  vollständigste  Theorie  der  besonslern  Auflö- 
sungen gegeben  und  das  Vollständigste  hierüber  findet  sich  in  seinen  Tepuw  tur  te  Calcul 
de*  Fonction*.  Die  in  dem  Vorstehenden  angedcutele  allgemeine  Theorie  der  singulären 
Auflösungen  steht  mit  dem  Erincip  der  Reciprocilät  in  der  genauesten  Rcticbuug;  diess  her- 
vonuheben  ist  der  Zweck  dieser  Anmerkung. 

34  • 
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Curve  ist.  Es  ist  sogleich  ersieh tlicht,  dass  dieser  BerUbrungspunet  auf  der  durch  fol- 
gende Gleichong  (706  (3)): 

(ijy+3x-H)v'— (xy+?.x+/i)  =>  o,  (1) 

in  der  v'  sich  auf  die  Richtung  der  Tangente  der  gegebenen  Curvc  in  dem  gegebenen 
Puncte  bezieht,  dargestclltcn  geraden  Linien  unendlich  weit  liegt.  Es  entspricht  also  der 
gegebenen  Curve  eine  Polar-Cnrvc,  die  zwei  parabolische  Zweige  bat,  deren 
Dorchmcsscr  der  geraden  Linie  (2)  parallel  sind.  Wenn  die  gegebene  Curve  einen  siel- 
fachen  Punct  bat,  der  mit  dem  eben  bezcichncten  Punct  znsanimenfallt,  so  bat  die  Polar- 
Cnrvc  mehrere  Paare  parabolischer  Zweige,  deren  Durchmesser  leicht  zu  bestimmend* 
Richtungen  haben. 

Zu  denselben  Folgerungen  gelangen  wir  auch  dann,  wenn  wir,  indem  wir  rein  geo- 
metrisch zu  Werke  gehen,  insbesondere  irgend  einen  bcliegen  Kegelschnitt  zur  Iiülfs- 
Cnrvc  nehmen,  und  alsdann  die  gegebene  Curvc  dorck  den  Mittelpunct  dieses  Kegel- 
schnittes geht.  *) 

710.  Eine  gerade  Linie,  die  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  geraden  Linien  (l) 
geht  und  deren  Richtung  durch  v’  bestimmt  ist,  bat  nach  der  vorigen  Nummer  zum  Pole 
den  auf  der  geraden  Linie  (2)  unendlich  weit  entfernt  liegenden  Punct.  Wenn  jene  ge- 
rade Linie  eine  singuläre  gerade  Linie  einer  gegebenen  Curvc  ist,  so  ist  dieser  unendlich 
weit  entfernt  liegende  Punct  ein  singnlärcr  Punct  der  Polar. Curvc.  Wir  sehen  hieran*, 
dass  cs  anch  singuläre  Puncte  in  unendlicher  Entfernung  gibt:  eine  für  das 
Gesetz  der  Continuität  in  der  Theorie  der  Curven  wichtige  Bemerkung,  die  znerst  II. 
PONCFXET  am  eben  angeführten  Orte  gemacht  hat.  Wir  werden  im  folgenden  Paragra- 
phen auf  diese  singulären  Puncte  noch  zuriiekkommen. 

711.  W:cnn  endlich  mehrere  Curven  sieb  in  dem  Durcbschnittspnnctc  der  beiden  ge- 
raden Linien  fl)  mpnnctig  osculiren,  so  haben  die  Polar- Curven  in  unendlicher  Ent- 
fernung eine  mpunctige  parabolische  Oscnlation.  Wenn  mehrere  Curven 
auf  irgend  einer  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  geraden  Linien  (1)  gehenden  dritten 

"geraden  Linie  sich  mpnnctig  osculiren,  so  haben  die  Polar -Curven  die  gerade  Linie  (2) 
zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  und  auf  dieser  Asymptote  in  unendlicher 
Entfernung  einen  rnpunctigcn  Contact  Wir  sind  schon  im  7.  Paragraphen  der 
ersten  Ablheiliing  dieses  Bandes  unmittelbar  auf  die  Osculation  parabolischer  und  hyper- 
bolischer Zweige  geführt  worden.  — 

~12.  Die  Polaren  von  irgend  vier  gegebenen  harmonischen  Thcilungspunctcn  bilden 
vier  Jlarmonicalen  und  folglich  auch , umgekehrt , die  Pole  von  irgend  vier  gegebenen 
Uarmonicalen  vier  harmonische  Theilungspuncle. 

Wir  können  diesen  Satz  auf  folgende  Weise  flir  den  allgemeinsten  Fall,  dass  di* 
nicht  symmetrische  Gleichung  (2)  der  705.  Nummer  zu  Grunde  gelegt  wird,  beweisen. 
Nach  dieser  Nummer  erhalten  wir 

ly+ftx'+a  ^ ty”4jflt"+<r  lr..  &"’+/'*"+«  ^ w-  Iy""+/<i",+q  ^ 
qy'+xx'+v  ’ tjy'+xx'+v  ’ t)f+xx”+v  ’ ijy'"  +xx'‘“+v  ' 

wenn  (j,  x'),  (y",  x"),  (y"'f  x")  und  (y"‘,  x"")  die  vier  gegebenen  harmonischen  Thei- 
lungspnncte  und  w',  w",  w"’  und  w"”  Ordinalen  ihrer  Polaren  bedeuten.  (Wir  setzen, 

*)  Poitcxr.nr , blemoir*  xur  la  Ihtori § generale  de*  po/aire*  rtciproqmt  jt  in  Cxsiix's 
Journal,  IV.  1829. 
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der  Kürze  halber,  die  Ordinate  n gleich  Eins.)  Die  vorstehenden  vier  Glcichungca  stel- 
len, wenn  wir  die  verschieden  accentuirlcn  y nnd  x als  veränderlich  betrachten,  vier  ge- 
rade Linien  dar,  die  durch  die  vier  gegebenen  Punctc  gehen.  I)a  dieso  geraden  Linien 
ilbcrdiess  in  ein  und  demselben  Puncte , dem  Durchschnitte  der  beiden  geraden  Linien : 
£y-4-/<x-t-(T  = Y = o,  •=  X *=  o, 

sich  schneiden,  so  bilden  sic  ein  System  Von  vier  Harmonicalen.  Hiernach  erhalten  wir, 
wenn  wir  zuvor  ihren  Gleicbnngen  folgende  Form  geben: 

X — w’Y  «=  o,  X— w"Y  = o,  X — w"'Y  = o,  X— w''“Y  ■=  o, 

und  dnreh  tu  und  t>  zwei  nnbestimmte  CocfTicientcn  bezeichnen: 

„(X— w'YH-KX-w' Y)  - X-w'Y,  <u(X — w'Y) — d(X— w'"Y)  = X-w""Y,  *) 

und  hieraas  folgt : 

= w",  tow’ — Vw"  es  w'"\ 

Es  sind  also  auch  (.*10)  diejenigen  Punctc,  in  welchen  die  vier  eben  bczcichnctcn  Polaren 
in  die  zweite  Coordinaten- Axc  einschneiden,  vier  harmonische  Thcilongspnncte,  nnd  mit- 
hin die  Polaren  selbst,  da  sie  überdiess  durch  denselben  Punct  (697)  gehen,  vier  Hanno- 
niealen. 

Als  Beispiel  von  der  Anwendung  des  Principcs  der  Reciprocitüt,  rlicksichtlicb  des 
eben  Bewiesenen,  steile  ich  folgende  beide  Sätze  neben  einander: 

Eine  beliebige  Diagonale  irgend  einer  gegebenen  vierseitigen  Figur  wird  in  den  bei- 
den W inkelpuncten , die  sie  verbindet,  und  in  ihren  Durchschnitten  mit  den  beiden 
übrigen  Diagonalen  harmonisch  gctheilt  (/.,  50). 

Die  beiden  Diagonalen  irgend  eines  gegebenen  Vierecks  bilden  mit  denjenigen  bei- 
den geraden  Linien,  welche  den  Durchschnitlspunct  derselben  mit  den  Durchschnitls- 
puncteu  der  beiden  Paare  gegenüberliegender  Seiten  verbinden,  vier  Harmonicalen. 

713.  Ans  der  vorigen  Nummer  und  den  Entwicklungen  der  Note  zur  623.  Nummer 
ergibt  sich  folgender  Satz: 

Die  Pole  einer  Involution  von  sechs  geraden  IJnien  bilden  eine  Involution  von  sechs 
Punrlen  und,  umgekehrt,  die  Polaren  einer  Involution  von  sechs  Punclen  bilden  eine 
Involution  von  sechs  geraden  Linien. 

Hiernach  folgt  zum  Beispiel  jeder  der  beiden  nachstehenden  Sätze  aus  dem  andern. 

Solche  sechs  Tangenten , die  man  von  irgend  einem  Puncte  aus  an  irgend  drei  Ke- 
gelschnitte legen  kann,  welche  dieselben  vier  ( reellen  oder  imaginären ) geraden  Linien 
berühren,  bilden  eine  Involution  (623). 

Die  sechs  Durchschnittspuncte  einer  beliebigen  Transversalen  mit  solchen  drei  Ke- 
gelschnitten, welche  durch  dieselben  vier  ( reellen  oder  imaginären)  Puncte  gehen , bil- 
den eine  Involution.  **) 

*)  Wenn  nemlich  die  beiden  Gleichungen 

7.  = o,  t = 0 

irgend  twei  gegebene  gerade  I.inien  darstelleo  und  fl  einen  beliebigen  Coefücienten  bedeu- 
tet, so  stellen  folgende  Gleichungen : 

7.+p7i  = o,  7. --  /(/.  - o, 

solche  zwei  neue  gerade  I-inien  dar,  welche  mit  den  beiden  gegebenen  ein  System  von 
vier  Harmonicalen  bilden.  Diese  Besiebungen  sind  denen  der  410.  Kummer  gana  analog. 

**)  leb  habe  in  dem  Frühem  gelegentlich  mehrfache  Ligcnschaftcn  einer  Involution  von  »ecbv 
Puncten  so  wie  einer  Involution  voo  sechs  geraden  Linien  entwickelt,  Beiläufig  füge  ich 
such  noch  die  folgenden  Sötte  biuxui 
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VV  cnn  wir  insbesondere  in  dein  letzten  Satze  an  die  Stelle  zweier  der  drei  Kegel- 
schnitte zwei  Linien  - Systeme  setzen,  so  erhalten  wir  einen  Satz,  den  zuerst  Desargues 
gab  *).  Der  allgemeine  Satz  gehört  H.  STURM  **).  •— 

yi 4.  Wir  haben  in  allen  bisherigen  Entwicklungen  anf  die  YVertbc  der  ein  für  alle 
Mal  gegebenen  Constanten  der  Htilfs  - Gleichung  (wquatio  dircclrix)  keiue  weitere  Rück- 
sicht genommen.  VN  ir  können  dieselben  zum  Theil  gleich  Null  setzen  und  jene  Gleichung, 
wie  in  den  Beispielen  der  701.  Nummer,  möglichst  vereinfachen.  An  jede  solche  Glei- 
chung können  wir  das  Princip  der  Rcciprocitiit,  so  weit  wir  dasselbe  bisher  entwickelt 
haben,  anknüpfen.  Es  gewinnt  dasselbe  aber  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  an  neuen  An- 
wendungen, wenn  wir  jenen  neun  Gocfiicicntcn  der  Hülfs  - Gleichung  bestimmte  YVerth? 
beilegen  und  gewisse  zwischen  denselben  Statt  findende  Beziehungen  annebmen,  oder 
wenn  wir,  von  der  geometrischen  Seite,  irgend  einen  bestimmten  Kegelschnitt  zur  Hlilfs- 
Corve  nehmen.  Wir  befinden  uns  Ltcr  auf  einem  ergiebigen  Felde  der  Untersuchung; 
ein  Blick  auf  die  wenigen  Andeutungen,  urclchc  die  folgenden  Nummern  enthalten  , wird 
uns  hiervon  überzeugen. 

Wenn  wir  derjenigen  Corvc,  deren  Polare  wir  suchen,  eine,  in  Beziehung  auf  die 
Coordiualcn- Axe,  beliebige  Lage  geben,  so  können  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 
in  den  Untersuchungen  über  die  Natur  der  Polar- Curve  die  Form  der  gegebenen  Hiilfs- 
Glcichung  dadurch  vereinfachen,  dass  wir  die  Lage  und  die  Richtung  der  Coordioaten- 
Azen  gehörig  bestimmen.  Wenn  die  gegebene  Iliilfs- Gleichung  bei  beliebiger  Axen-An- 

Die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  und  irgend  drei  durch  di«  Winkelpunct « desselben  und 
ein  und  denselben  Punct  gehend«  gerade  Linie , oder , was  dasselbe  heisst , die  Seiten  ir- 
gend eines  Vierecks  und  die  beiden  Diagonalen  desselben  haben  die  Dichtung  der  sechs  ge- 
ratlen  Linien  einer  Involution. 

Und  , umgekehrt : 

IVenn  man  au«  dreien  geraden  Linien  der  drei  Linien  • Paare  einer  fnvrJution , in- 
dem man  dieselben  parallel  mit  sich  selbst  t er  rückt , ein  Dreieck  bildet , so  gehen  die  drei 
übrigen  geraden  Linien  der  Involution  durch  ein  und  denselben  Punct , wenn  man  sie, 
parallel  mit  sich  selbst,  so  verschiebt , dass  Jede  der  seilten  durch  denjenigen  IVinkelpunct 
Jenes  Dreiecks  geht , welchen  solche  zwei  gerade  Linien  bilden , mit  welchem  eie  nicht  zu 
demselltsn  Linien  - Paare  der  Involution  gehört. 

Der  Ilcweis  des  \ erstehenden  Satzes  bietet  sich  sogleich  dar.  Wir  können  die  drei  Sei- 
ten des  Dreiecks  durch  folgende  Gleichungen  darstellcu: 

c*i — *r  xy— jC  )— (/  — yr  x*— » ) « o, 

(*  — * Kt— j ' ) — &r' — y r )C* — 

(*"7*  Hy— y"')— (/"  — i )(* - z ')  *»  o, 

und  erhalten  alsdann  (vergl.  die  Note  zur  623.  Nummer),  indem  wir  die  Coordinaten- Avea 
gehörig  bestimmen,  für  die  drei  durch  die  drei  WinkelpuDCte  de»  Dreiecks  gehende  gerade 
Limen  folgende  Gleichungen: 

(i'-x“)(y-*/)+(/-y''Kx— 1"')  « 0, 

. (*—■*  )(j— y y+tojrJ  .)(*—*)  — <>, 

U — * )(j—r ' )-Hj 7 )(*—**’ ) 7 o. 

Die  Summe  der  ersten  Theile  dieser  drei  Gleichungen  reducirt  sich  auf  Null  und  folglich 
gehen  die  drei  bezüglichen  geraden  Linien  durch  ein  und  denselben  Punct. 

Nach  den  vorstehenden  Sätzen  können  wir  auf  die  bequemste  Weise,  wenn  fünf  ge- 
rade Linien  einer  lmolut'on  gegeben  sind,  die  sechste  gerade  Linie  der  Involution  bestim- 
men , so  wie  der  sechste  Punct  einer  luvoiution  sich  am  leichtesten  durch  Hülfe  des  vor- 
letzten Satzes  in  der  Note  zur  441.  Nummer  conslroircn  lässt. 

*)  Pore  st  et  , Prop.  proj.  tj8, 

**)  Gs  neos  ns  , Ann.  T.  XV II.  p.  i8q. 
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nähme  wiederum  folgende  ist : 

(<jbH^a+;)y+<)tlH-Xa-t-/i)x-J-(»'b-f-pn-1-o)  ■*  o,  (i) 
io  bietet  sich  eine  natürliche  Vereinfachung  dieser  Glcichnng  dar,  indem  wir  irgend  zwei 
der  drei  durch  die  nachstehenden  Gleichungen  dargcstclllcn  geraden  Linien: 

ijy+tfx-H;  =»  o,  xy-f-ix-+-/r  o,  »y-f-px-fu  = 0,  («) 

xu  den  neuen  Loordinatcn  - Axcn  wählen  (69h).  Nehmen  wir  insbesondere  die  erste  die- 
ser drei  geraden  Linien  zur  ersten  nnd  die  zweite  derselben  zur  zweiten  Coordinatcn-Axe, 
so  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  (1)  eine  Gleichung  von  folgender  Form : 

»;by-4-Aax-t-{  vb-t-pa+o } «=  o,  (3) 

und  in  dem  besonder»  Fall,  dass  die  Gleichung  (1)  symmetrisch  ist  nnd  demnach  die  Be- 
dingung! - Gleichungen  (7)  der  698.  Nummer  bestehen,  eine  Gleichung  von  folgender 
Form : 

jjby-Hax-f-o  =.  o.  (♦) 

Geometrisch  genommen  entspricht  dieser  letzten  Gleichung  irgend  eine  (reelle  oder  ima- 
ginäre) Curve  zweiter  Ordnung,  deren  Mitlclpuncl  in  den  Anfangspunct  der  Coordina- 
icn  fallt. 

Die  eben  angezeigte  Coordinatcn- Verwandlung  kann  nicht  Statt  finden,  wenn  die 
beiden  ersten  der  drei  geraden  Linien  (2)  parallel  sind.  Nehmen  wir,  11m  diese  Ausnahme 
zu  beseitigen,  statt  der  ersten  dieser  drei  geraden  Linien,  die  dritte  derselben  zur  ersten 
Goordiualen-Axc,  so  erhalten  wir  als  Uiilfs- Gleichung  eine  Gleichung  von  folgender 
Form: 

(ijlW-3a-f-!)y-H.ai+>'b  “ o,  (s) 

und  für  jenen  Ausnahms-Fall  eine  Gleichung  von  folgender  Form: 

(&H-$)y-f-Aax4->b  = o.  (0) 

Wenn  die  llillfs- Gleichung  eine  symmetrische  ist,  so  ist  in  der  letzten  Gleichung  0 — o 
und  | — r.  Die  entsprechende  Hülfs-Curvo  ist  alsdann  eine  Parabel,  welche  ton  der 
ersten  Axc  im  Anfangspunctc  berührt  wird  und  welche  die  zweite  Axc  zu  einem  ihrer 
Durchmesser  hat. 


Da  in  der  Gleichung  (ö)  der  Cocfficlent  offenbar  nicht  fehlen  darf,  so  sehen  wir, 
dass  die  nenn  Cocfficicnten  der  Hiilfs -Gleichung  (1)  nicht  solche  AYcrthe  haben  dürfen, 
wonach  die  drei  geraden  Linien  (3)  durch  denselben  Pnnrt  geben  würden.  Auch  diiifen, 
was  hieraus  folgt,  nicht  irgend  zwei  dieser  drei  geraden  Linien  zusammcnfallcn.  Diesen 
beiden  Fällen  entspricht,  wo  wir  eine  Carvc  zweiter  Ordnung  als  Ilülfs- Cnrvc  nrhmeu 
können,  dass  diese  Gurvc  nicht  in  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  Übergehen  kann. 

710.  Wir  wollen  die  Polar -Gurre  irgend  eines  beliebigen  durch  die  allgemeine  Glei- 
chung; 

ayM"2bxy4-c\!-f-2dy-(-2cx-t-f  = n,  (1) 

dargcstclllcn  Kegelschnittes  bestimmen,  indem  wir 

t;l>y-f-i.av+a  = o (1) 

zur  Hülfs- Gleichung  nehmen.  Alsdann  ergibt  sich  nach  der  700.  Nummer: 

ijy  n ix  v , . 

V “ w’  7 “ w* 

wenn  wir  durch  (w,  t,  n)  die  Coordinatcn  der  Polaren  irgend  eines  Punetcs  (y,  s)  l»e- 
teiclmen.  Für  die  gesnehte  Polar -Curve  erhalten  wir  hiernach,  indem  wir  ans  den  hei* 
den  letzten  Gleichungen  die  Werlhe  von  y und  x nehmen  und  statt  dieser  Grössen  in  die 
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Gleichung  (l)  substitniren,  folgende  Gleichung: 

aiVu5-f•2bl;J.o,UT-^-c>^,o,v,+2dI)i,aaw+2CJ;’A<^^w•^-fJJ,Ä,w,  *•  o,  («) 
die  wir,  der  Kürze  halber,  auf  folgende  Weis?  schreiben  wollen: 

Fu!-t-2Eav+Cv’-+-2l)uw-f-2Bvu-f-Aw3  *=  q.  (sj 

Man  erhält: 

(CF — E’)  *=  ^’iVfac-b*)} 

es  sind  also  die  beiden  Ausdrücke  (CF— E1)  und  (ac— b’)  entweder  beide  positiv,  oder 
beide  negativ  oder  beide  gleich  Null.  Je  nachdem  also  der  Anfangspunct  der  Coordina- 
ten  ausserhalb  einer  der  beiden  Polar- Cnrven  ( courbcs  polaires  rcciproqucs)  (l)  und  (5), 
oder  innerhalb  derselben  oder  auf  dem  Umfange  derselben  liegt  (q83),  ist  die  andere  eine 
Hyperbel,  Ellipse  oder  Parabel. 

Wir  wollen  ferner  noch  die  besondern  Bestimmungen  machen,  dass 
t]  mm  1 = 1,  a «=  — Ra, 

wonach  sich  die  Gleichungen  (2)  und  (q)  in  folgende  verwandeln; 

byH-ax  — Ra,  («) 

aR,u’-+-2bR‘uv-t-cR,v’-l-2dR,uw-(-2cR,vw-f-fw*  «=  o.  (?) 

Wenn  a = c und  b *»  o,  so  ist,  bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten, 
die  gegebene  Curvc  ein  Kreis  und  die  Polar-  Curve  dieses  Kreises  ein  Kegelschnitt,  wel- 
cher den  Anfangspunct  der  Coordinaten  zu  einem  seiner  Brcnnpunctc  hat;  denn  die 
Gleichung  (7)  gehl  alsdann  in  folgende  über,  wenn  wir  zugleich,  der  Kürze  halber, 
a =.  c =»  t und  w «=  1 setzen: 

Ra(u5-f-v,)-(-2R’(dn-f-ev)-f-f  «=■  o. 

Die  Coordinaten  des  Mittclpunctes  des  gegebenen  Kreises  sind  y ■»  — d,  x *•  — e and 
also  die  Coordinaten  der  Polaren  dieses  Mittclpunctes  (3): 

d e 

n - -jjj,  * “ -Ri- 

Diese  Polare  ist  also  (5ÖO)  die  Dircctrix  der  Polar -Corve  und  zwar  diejenige,  welche  au 
jenem  ihrer  Brcnnpunctc  gehört,  der  in  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  fallt.  Ob 
diese  Cnrvc  eine  Hyperbel,  Ellipse  oder  Parabel  ist,  bestimmt  sich  wie  in  dem  allgemei- 
nem Falle.  , 

Die  vorstehenden  Resultate  hat  zuerst  H.  PoNCELET  in  der  oben  angeführten  Ab- 
handlung mitgctbcilt.  Viele  einzelne  Folgerungen  daraus,  die  sich  ohne  Muhe  noch  sehr 
vervielfältigen  Hessen,  finden  sich  in  zweien  Abhandlungen  des  18.  Bandes  der  zu  Mont- 
peUitr  erscheinenden  Annalen.  *) 

Das  Quadrat  des  Radius  des  gegebenen  Kreises  ist  (dM-e’-O,  das  Quadrat  der  halben 
Brcnnpuncts- Ordinate,  das  heisst  des  halben  Parameters  (ö6t),  ist  gleich 
Hiernach  ergibt  sich: 

rp  w R*,  (•) 

wenn  wir  den  Radius  des  gegebenen  Kreises  r und  den  halben  Parameter  der  Polar-Corrt 
p nennen.  R bedeutet  den  Radius  desjenigen  Kreises,  der,  wenn  wir  die  Pole  geome- 
trisch construiren,  an  die  Stelle  der  Hülfs-  Gleichung  (6)  tritt  (70t).  Kreisen  von  gleichen 
Radien  entsprechen  also  Polar- Cnrven  mit  gleichen  Parametern. 

*)  J’oncELMT,  Memoire  etc.  Nro.  < iS.  — EoniLLisn , Demonstration  dt  divers  thdtrpnts 
dt  gdomstrie:  Gere.  Ann.  XVIU.  Jarwisr , 1828.  • — Chjslks,  'JftAjrimet  tat  kt  eee- 
tions  comquit  conjocaltt : Gerg.  Arm.  XVIII,  Mart  )8t8.  — 
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716.  Das  Princip  der  Reciprocität  führt  zu  einer  neuen  Constrnction  der  allgemeinen  Fig.  t,0. 
Aufgabe  der  Tactionen,  die  ich  hier  als  ein  Beispiel  von  der  Anwendung  dieses  Princi- 
pes,  in  Beziehung  auf  die  Entwicklungen  der  vorigen  Nummer,  gebe. 

Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt. 

Der  Mitlclpunct  eines  kreiscs  von  gegebenem  Radius  x,  der  von  zwei  gegebenen 
Kreisen,  deren  Radien  R and  R'  sind,  ausserhalb  oder  von  beiden  innerhalb  berührt 
wird,  ist,  wenn  wir  seine  Abstände  von  den  Miltelpnnctcn  der  beiden  gegebenen  Kreise 
r und  t nennen , dadurch  bestimmt , dass  * 

’ rTR  = r'TR'  - x, 

und  hieraus  folgt: 

r— f = ±(R— R).  (*) 

Der  Ort  für  die  Mittelpuncte  aller  Kreise,  welche  von  zwei  gegebenen  Kreisen  gleichartig 
berührt  werden,  ist  also  eine  Hyperbel,  welche  die  Mittelpuncte  der  beiden  gegebenen 
Kreise  zu  ihren  Brennpnncten  bat.  Der  eine  Zweig  dieser  Hyperbel,  welchem  das  obere 
Zeichen  in  der  letzten  Gleichung  entspricht,  Kezicht  sich  auf  solche  Kreise,  welche  die 
beiden  gegebenen  Kreiscnickt  umscklicsscn,  der  andere  Zweig  auf  solche  Kreise,  wel- 
che die  beiden  gegebenen  nmschliessen. 

Die  Mittelpuncte,  K und  K',  derjenigen  beiden  Kreise,  welche  die  drei  gegebenen 
Kreise , C,  C und  C",  gleichartig  berühren,  sind  also  zwei  gemeinschaftliche  Durclt- 
schnittspnncte  dreier  Hyperbeln , welche  die  Mittelpuncte  der  drei  gegebenen  Kreise, 
paarweise  genommen,  zu  ihren  Brennpnncten  haben.  Wir  können  also  die  Mittelpuncte 
jener  beiden  Bcrührnngs  - Kreise  als  die  Dnrchschniltspunctc  zweier  Hyperbeln  construiren, 
deren  gemeinschaftlicher  Brcnnpunct  der  Miltclponct  eines  der  drei  gegebenen  Kreise, 
etwa  der  Mitlclpunct  des  Kreises  C ist  Wenn  wir  irgend  einen  Kreis,  der  mit  dem 
Kreise  C conccntrisch  ist,  zur  Hulfs-Curve  {cun’a  directriar ) nehmen,  so  sind  die  Po- 
lar- Corven  dieser  beiden  Hyperbeln  zwei  Kreise  und  die  Pole  zweier  gemeinschaftlichen 
Tangenten  dieser  Kreise  sind  die  gesuchten  Mittelpuncte.  Wir  wollen  den  Kreis  C 
selbst  zur  Hülfs-Curvc  nehmen.  Die  Mittelpuncte  der  beiden  Polar- Kreise  liegen  auf 
den  beiden  Central  - Linien  CC  und  CC".  Ferner  geht  der  erste  dieser  beiden  Kreise, 
y,  durch  diejenigen  beiden  Pnnctc  der  geraden  Linie  CC-,  welche  die  zugeordneten  Pole 
der  Mitten  zwischen  den  beiden  innern  und  den  beiden  äussern  Rändern  der  beiden  er- 
sten Kreise  C und  C sind.  Denn  die  in  diesen  Mitten  anf  der  Central  - Linie  CC’  errich- 
teten Perpendikel  berühren  offenbar  in  diesen  Mitten  jene  Hyperbel,  deren  Polar- Curvc 
der  Kreis  y ist.  Gerade  auf  dieselbe  Weise,  indem  wir  bloss  den  dritten  gegebenen 
Kreis  C"  an  die  Stelle  des  zweiten  setzen,  bestimmt  sich  der  andere  Polar -Kreis  y“. 

Aber  welche  zwei  der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Polar -Kreise  sind 
die  Polaren  der  gesuchten  Mittelpuncte?  Offenbar  die  beiden  äussern,  wenn,  wie  in 
dem  Falle  der  tfi.  Figur,  der  Kreis  C der  grüsscstc,  oder  auch,  wenn  er  der  kleinste 
der  drei  gegebenen  Kreise  ist.  Denn  jeder  jener  beiden  Mittelpuncte  ist  in  diesem  Falle 
nothwendig  der  Durchschnitt  solcher  zwei  Zweige  der  beiden  Hyperbeln  , welche  beide 
den  gemeinschaftlichen  Brcnnpunct  enthalten  oder  beide  denselben  nicht  enthalten.  Ein 
solcher  DnrchschnitUpunct  liegt,  in  Beziehnng  auf  den  Mitlclpunct  des  Kreises  C,  auf 
denselben  Seiten  der  zu  diesem  gemeinschaftlichen  Brcnnpnncte  der  beiden  Hyperbeln  ge- 
hörigen Directricen,  cs  liegt  also  auch  die  Polare  desselben  auf  derselben  Seite  der  bei- 
den Pole  dieser  Directricen,  das  heisst  der  Mittelpuncte  der  beiden  Polar  kreise  / and  f , 

II.  , 35 
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Anf  gam  analoge  Weise  können  wir  anch  die  Miltelpnncte  der  Übrigen  sechs  Beriih- 
rnngs -Kreise  bestimmen  nnd  gelangen  zu  folgender  allgemeinen  Constroclion  der  an  die 
Spitze  dieser  Nummer  gestellten  Aufgabe: 

„Es  seien  C,  C nnd  C"  die  drei  gegebenen  Kreise  nnd  C der  grüssesle  derselben. 
„Man  suche  zu  den  Mitten,  einerseits  zwischen  den  beiden  innern  nnd  den  beiden  äussern 
„Rändern,  nnd  andrerseits  zwischen  jedem  innern  nnd  änssern  Rande  der  beiden  Kreise 
„C  nnd  C',  den  ziigcordnelcn  Pol,  in  Beziehung  auf  den  Kreis  C und  beschreibe  über 
„den  Abständen  dieser  beiden  Paare  von  Polen  als  Durchmesser  zwei  neue  Kreise  / und 
„y.  Man  construirc , indem  man  bloss  den  dritten  gegebenen  Kreis  C”  an  die  Stelle  des 
„zweiten,  C,  setzt,  die  beiden  analogen  Kreise  f und  yu.  Die  Pole  der  acht  äussern 
„gemeinschaftlichen  Tangenten  der  vier  Kreis  - Paare  •/  und  •/',  y nnd  }■_,  y_  und  ■/",  y 
„und  y , in  Beziehung  anf  den  Kreis  C,  sind  die  Miltclponclc  derjenigen  acht  Kreise, 
„welche,  im  Allgemeinen,  die  drei  gegebenen,  C,  C nnd  C,  berühren.“ 

Die  acht  eben  bezcichnelen  gemeinschaftlichen  Tangenten  schneiden  sich,  paarweise 
genommen,  in  solchen  vier  Punctcn,  die  in  gerader  Linie  liegen,  der  Polaren  des  Chor- 
da! -Punctes  der  drei  gegebenen  Kreise,  in  Beziehung  auf  den  Kreis  C,  weil  die  Mittel- 
puncte  der  Berührungs -Kreise,  paarweise  genommen,  auf  solchen  vier  geraden  Lioien 
liegen,  die  sich  in  jenem  Chorda! -Puncte  schneiden  (153). 

Einer  der  beiden  dnreh  (Q)  dargcstellten  Hyperbel  - Zweige  geht  durch  die  beiden 
Durchschnitte  der  Kreise  C und  C';  der  Kreis  y berührt  also  die  beiden  Tangenten  des 
Kreises  C in  diesen  Durcbscbniltspunctcn.  Ein  Gleiches  timt  der  Kreis  y.'  Es  haben 
also  die  drei  Kreise  C,  y und  yt  nnd  ebenso  die  drei  Kreise  C,  y und  zwei  gemein- 
schaftliche Tangenten.  Diese  Tangenten  sind  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  die  Kreise 
C und  C,  und  die  Kreise  C nnd  C'  sich  schneiden  oder  nicht. 

Als  besondern  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe  will  ich  beispielsweise  bloss  den  folgen- 
den hervorheben: 

Einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  zwei  gegebene  gerade  Linien  berührt  und  über- 
diess  durch  einen  gegebenen  Punct  geht. 

Die  Miltelpnncte’  derjenigen  vier  Kreise,  welche  den  Bedingungen  dieser  Aufgabe 
Genüge  leisten,  können  wir  als  die  Dnrchschniltspunctc  einer  Parabel  und  derjenigen 
beiden  geraden  Linien,  welche  die  von  den  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  Scheitelwin- 
kel halbircn,  anseben.  Diese  Parabel  hat  den  gegebenen  Punct  zu  ihrem  Breimpuncte  nnd 
eine  (beliebige)  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  zu  ihrer  Directrix;  ihr  halber  Para- 
meter ist  gleich  dem  Abstande  jenes  Punctes  von  dieser  geraden  Linie.  Wenn  wir  den 
mit  diesem  halben  Parameter  aus  dem  gegebenen  Puncte  als  Mittelpunctc  beschriebenen 
Kreis  zur  Ilülfs-Curvc  nehmen,  so  ist  der  Radius  des  Polar -Kreises  der  eben  bezcieh- 
neten  Parabel  ebenfalls  dein  halben  Parameter  gleich  (8)  und  gebt  überdicss  durch  den 
gegebenen  Punct.  Hiernach  ergibt  sich  folgende  Construction  der  vorstehenden  Aufgabe: 

„Man  fälle  von  dem  gegebenen  Puncte  aus  ein  Perpendikel  aui  eine  beliebige  der 
„beiden  gegebenen  geraden  Linien  und  beschreibe  aus  dem  gegebenen  Puncte  und  dem 
„Fusspnncte  dieses  Perpendikels,  als  Mittelpunclcn,  und  mit  dem  Perpendikel,  als  Ra- 
„dius,  zwei 'Kreise.  Man  halbirc  ferner  die  von  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien 
„gebildeten  Scheitelwinkel  durch  zwei  gerade  Linien  und  lege  dann  von  den  Polen  dieser 
„beiden  Halbirungs-Linicn,  in  Bczchung  auf  den  ersten  jener  beiden  Kreise,  zwei  Tan- 
„gcnlcn  - Paare  an  den  zweiten  derselben.  Die  Pole  dieser  Tangenten,  in  Beziehung  auf 
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* 

«den  erstem  Kreis,  sind  die  Mittelpuncte  derjenigen  vier  Kreise,  wchches  im  Allgemeinen, 
.den  Bedingungen  der  Aufgabe  Genüge  leisten.“  — 

717.  Wenn  wir  wieder,  wie  am  Ende  der  715.  Nummer,  einen  Kreis  znr  Hillfs- 
Cnrve  nehmen,  so  ergibt  sich  (3): 

I = ü. 

X V 

Die  Polare  (v,  n)  irgend  eines  beliebigen  Pnnclcs  (y,  x)  siebt  also  auf  derjenigen  geraden 
Linie  senkrecht,  welche  diesen  Punct  mit  dem  Anfangspunctc  der  Coordinaten  verbindet. 
Ls  folgt  hieraus,  dass  derjenige  Winkel,  nntcr  welchem  zwei  gegebene  Punctc  vom  An- 
fangspnnetc  ans  gesehen  werden,  denjenigen  Winkel,  welchen  die  Polaren  dieser  beiden 
Puncte  mit  einander  bilden,  zu  zwei  Hechten  ergänzt.  Hiernach  können  wir,  mit  Hülfe 
des  Principcs  der  Ueciprocilat,  ans  jedem  Satze,  der  sich  anf  den  Vergleich  von  Win- 
kel bezieht,  einen  zweiten  Satz  bcrleilcn.  (Ycrgl.  die  oben  angeführte  Abhandlung  des 
H.  PoNCELET  .Nro.  10O.)  Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Ncbcncinandgrstcllung  -folgender 
beiden  Sätze: 

Wenn  man  die  Winkel  eines  gegebenen  Dreiecks  und  ihre  Nebenwinkel  durch  sechs 
gerade  Linien  halbirt,  so  gehen  von  diesen  geraden  Linien  viermal  drei  durch  densel- 
ben Punct. 

Wenn  man  von  irgend  einem  gegebenen  Puncte  nach  den  drei  Winkclpunctcn  eines 
gegebenen  Dreiecks  drei  gerade  Linien  zieht,  und  die  Scheitelwinkel , welche  von  je 
zwei  dieser  Linien  gebildet  werden , durch  zwei  neue  gerade  Litucn  halbirt , so  schnei- 
den solche  drei  Linien- Paare  die  bcz ü glichen  Seiten  des  Dreiecks  in  solchen  dreimal 
zwei  Puncten,  von  welchen  viermal  drei  in  gerader  Linie  liegen. 

Die  vier  Durcbschniltspuncte , die  man  nach  dem  ersten  dieser  beiden  Sätze  erhält, 
sind  die  Mittelpunctc  solcher  Kreise,  welche  die  drei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  be- 
rühren. Die  vier  geraden  Linien,  die  man  nach  dem  zweiten  dieser  Sätze  erhält,  sind 
mithin  die  Directriccn  solcher  Kegelschnitte,  welche  durch  die  drei  Wiukclpuncle  des 
gegebenen  Dreiecks  gehen  und  den  gegebenen  Punct  zum  Brcnnpunctc  haben.  (Es  ist 
diess  mit  der  Construction  der  577.  Nummer  in  Uehcreinstimmung).  Ucbcrhatipt  ent- 
spricht jedem  Salze  über  Winkel- Beziehungen  beim  Kreise  ein  zweiter  Satz,  der  sich 
auf  Winkel  am  Brcnnpunctc  irgend  eines  beliebigen  Kegelschnittes  bezieht.  Die  folgen- 
den Sätze  enthalten  ein  einfaches  Beispiel: 

Peripherie  - Winkel,  welche  in  demselben  Kreise  auf  demselben  Bogen  stehen,  siiul 
einander  gleich , und  halb  so  gross,  als  ein  Winkel-  am , Centrum , der  auf  gleichem 
Bogen  sicht. 

Das  von  zweien  festen  Tangenten  eines  beliebigen  Kegelschnittes  interceptirte  Stück 
irgend  einer  dritten  beweglichen  Tangente  wird,  vom  Brennpuncte  aus,  unter  conslan- 
tem  Winkel  gesehen'),  und  dieser  Winkel  ist  halb  so  gross,  als  derjenige,  unter  wel- 
chem das  von  denselben  Tangenten  interceptirte  Stück  der  Dircctrir,  vom  Brcnnpunctc 
aus,  gesehen  wird. 

718.  In  der  Polar -Cnrve  treten  an  die  Stelle  der  beiden  Brennpuncte  eines  gegebe- 
nen Kegelschnittes  zwei  gerade  Linien.  Vermittelst  der  Hlilfs - Curvo  können  wir  alle 

*)  I*o  u c KI  KT , Tratte  des  prop.  pro/,  p.  iSk. 
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»erfahren.  Die  Winkelponete  aller  rechten  Winkel,  deren  Schenkel  die  gegokene  Para- 
bel berühren,  l'pgen  auf  der  Directrix  derselben.  Nach  dem  Princip  der  Reciprocit.it 
(7*7)  geben  also  die  Hypotenusen  aller  derjenigen  rechtwinkligen  Dreiecke,  welche  der 
Polar -Corve  eingeschrieben  sind,  und  deren  rechte  Winkel  in  dem  gegebenen  Punct  ih- 
res Umfanges  liegen,  durch  einen  festen  Punct  (357).  Die  Polare  dieses  festen  Pnnctes, 
in  Beziehung  auf  die  Polar-Cnrvc,  ist  die  gesuchte  gerade  Linie,  denn  der  Pol  der  Direc- 
trix, in  Bcsichung  aof  die  gegebene  Parabel,  ist  der  Hrennpnnct  dieser  Parabel.  Wenn  der 
gegebene  Kegelschnitt  den  Mittclpnnct  des  Hiilfs  - Kreises  in  einem  seiner  Brennponcte 
bat,  so  ist  die  Polar  - Corve  ein  Kreis  und  die  eine  der  beiden  in  Hede  stehenden  Brcnn- 
puncls - Polaren  liegt  unendlich  weit.  Die  zweite  dieser  Polaren,  deren  geometrische  Be- 
deutung in  den  folgenden  Erörterungen  noch  deutlicher  hervortritt , erhalten  wir  hiernach 
ohne  Mühe;  sie  ist  die  Chordalc  (103)  des  Polar  - Kreises  nnd  des  Mittclpunctcs  des 
Hülfs  - Kreises. 

Wenn  mehrere  gegebene  Kegelschnitte  dieselben  beiden  reellen  (nnd  also  anch  (477) 
dieselben  beiden  imaginären)  Brennponcte  haben,  so  sind  diese  Brcnnpunctc  zwei  zu- 
sammengehörige homologe  Pnncte  derselben.  Ein  zweites  System  homologer  Pnnctc 
bilden  die  beiden  imaginären  Brennpunctc,  welche  anf  der,  allen  gegebenen  Kegelschnit- 
ten gemeinschaftlichen , zweiten  Axe,  einer  homologen  geraden  Linie  derselben,  liegen. 
Das  dritte  System  homologer  Punctc  liegt  unendlich  weit,  nnd  mithin  auch  die  entspre- 
chende homologe  gerade  Linie  (617).  In  der  Polar-Figur  erhalten  wir,  statt  jedes  Sy- 
stems homologer  Pnncte,  ein  Chordal- System  der  Polar -Oorvcn,  statt  jeder  homologen 
geraden  Linie  einen  Chordal -Punct.  Die  beiden  reellen  Brcnnpnncts  -Polaren  bilden 
das  Chordal- Svslera  der  Polar  - Curven,  die  beiden  imaginären  Brcnnpnncts  - Polaren 
schneiden  sich  in  einem  reellen  Punctc,  der  Polaren  der  allen  gegebenen  Kegelschnitten 
gemeinschaftlichen  zweiten  Axe,  in  einem  Chordal -Punctc  der  Polar  - Curvcn.  Der  zweite 
Chordal-Punel  ist  der  Mittclpnnct  des  Hülfs -Kreises. 

Wir  wollen  nun  von  irgend  einer  Polar- Curvc,  als  ursprünglich  gegeben,  ausgehen 
nnd  den  Mittclpnnct  des  Hülfs -Kreises  beliebig  annebmen.  Alsdann  erhalten  w:r  für  jene 
beiden  geraden  Linien,  die  der  Gegenstand  der  Untersuchung  in  dieser  Nummer  sind, 
immer  dieselben,  welchen  Radius  der  Ilülfs  - Kreis  auch  haben  mag.  Der  Beweis  hiervon 
ist  in  dem  Vorstehenden  schon  einschliesslich  enthalten;  er  ergibt  sich  indess  auch  leicht 
auf  direcle  Weise.  Es  stelle  die  Gleichung  (l)  der  7t5.  Nummer  die  gegebene  Polar- 
Curvc  dar , der  Mittclpnnct  des  Hülfs  - Kreises  sei  der  Anfangspnnct  der  Coordinatcn^ 
der  Hadius  desselben  gleich  I\.  Alsdann  sind  die  in  Bede  stehenden  geraden  Linien  die 
Polaren  der  Brennpunctc  der  Curve  (7).  Für  die  Cuordinaten  jedes  dieser  Brennpnncle 
erhalten  wir  (477)  Ausdrücke  von  folgender  Form : 

y = R4y>,  * “*  Rty, 

wobei  <p  und  i /<  solche  Aasdruckc  bedeuten,  die  von  B unabhängig  sind.  Ans  den  Coor- 
dinaten- Wcrtlicn  der  Polaren  eines  solchen  Punctes  (3): 

n <=  <f,  v = v, 

verschwindet  II. 

Wenn  wir  also  aus  den  bisherigen  Entwicklungen  die  Haupt -Momente  bervorheben, 
so  ergibt  sich  folgender  Salz: 

Wenn  irgend  ein  Kegelschnitt  und  ein  Punct  gegeben  sind,  so  gibt  cs  immer  zwei 
reelle  und  zwei  imaginäre  gerade  Linien,  welche  die  Eigcnschajt  besitzen,  dass  jede 


Digitized  by  Google 


37  S 


Das  Princip 

beliebige  Tangente  des  gegebenen  Kegelschnittes,  dieselben  in  solchen  zwei  Puncten 
schneidet,  welche,  nenn  man  sic  mit  dem  gegebenen  Puncte  durch  zirti  gerade  Linien 
verbindet,  einen  Winkel  im  letztgenannten  Pltnclc  bilden,  der  entweder  selbst  oder 
dessen  Nebenwinkel  von  derjenigen  geraden  Linie,  welche  durch  den  Jlerührungspunct 
auf  der  beliebigen  Tangente  und  den  gegebenen  Punct  geht,  halbirt  wird.  Es  gibt  un- 
endlieh  viele  Kegelschnitte , welche  zu  demselben  gegebenen  Puncte  und  denselben  bei- 
den Linien- Paaren  in  derselben  Beziehung  stehen.  Es  schneiden  sich  alle  diese  Kegel- 
schnitte in  denselben  vier  imaginären  Puncten-,  das  reelle  Linien-Paar  ist . das  Chor- 
dal -System  derselben,  ihre  beiden  Chordal  - Puncte  sind  der  Durchschnittspunct  der 
beiden  imaginären  geraden  Unicn  des  andern  Paares  und  der  gegebene  Punct. 

719.  Wir  wollen  in-  dieser  Nummer  unlcrsoclicn,  ob  ein  gegebener  Kegelschnitt, 
wenn  wir  die  Hiilfs-Curvc  gehörig  bestimmen,  seine  eigne  Polar- Cunro  sein  kann,  worin 
kein  Widerspruch  liegt,  weil  ein  Kegelschnitt  zugleich  eine  Curve  zweiter  Ordnung  nnd 
zweiter  Classe  ist.  Wenn  die  beiden  Gleichungen  (1)  and  (4)  der  "15.  Nummer  ein  and 
dieselbe  Cnrvc  darstellen  sollen,  so  erhallen  wir  nach  der  5j2.  Nummer  folgende  Bedin- 
gungs-Gleichungen, wenn  wir  znglcich,  der  Kürze  halber,  0 and  f gleich  Eins  setzen: 
ae — bd  e cd — he  d b — de  b d’— a c e* — c a 

b‘— ac  V bJ — ac  tj'  b1 — ac  17A’  b1— ac  iJ*  l»J — ac  — jj*' 

NN  ir  können,  wenn  wir  den  Coordinaten - Winkel  anbestimmt  lassen,  nnbcschadct  der 
Allgemeinheit,  die  erste  Coordinaten -Azc  durch  den  Mittclpunct  des  gegebenen  Kegel- 
schnittes legen.  Alsdann  gibt  die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  e = 0 (nnd  ent- 
weder b = o oder  d =>  0,  oder  beides  sogleich),  hiernach  die  dritte  Gleichung: 

b’— ac  = 7!,  • (n) 

hiernach  ferner  die  fünfte ; 


und  endlich  die  vierte  dom,  wonach  auch  die  zweite  Gleichung  befriedigt  wird.  Wir 
sehen  hieraus,  dass  cs,  wenn  irgend  ein  der  Hiilfs - Gleichung  (2)  entsprechender  Ke- 
gelschnitt ; 

ijy’+Xx’+l  -=  o,  (u) 

als  Hiilfs  - Curve  gegeben  ist,  unendlich  viele  Kegelschnitte  gibt,  welche  ihre  eigenen 
Polar- Curven  sind.  Alle  diese  Carvcn  haben  denselben  Mittclponct  als  die  gegebene. 
Sie  sind  alle  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  je  nachdem,  nmgekchrt,  die  Hiilfs -Curve  eine 
Hyperbel  oder  Ellipse  ist  (tl).  Sie  haben  alle  denselben  Inhalt  (26!)  und  dieser  Inhalt 
ist  gleich  dem  Inhalte  der  Hiilfs-Curvc,  multiplicirt  mit  V — 1 (11).  Der  Quotient  der- 
jenigen beiden  Durchmesser  jeder  der  in  ltedc  stehenden  Curven,  welche  in  die  beiden 
Coordinaten  - Axen,  das  heisst,  in  zwei  beliebige  .zugeordnete  Durchmesser  der  Hülfs- 
Curvo,  fallen,  ist  constant  und  gleich  dem  Quotienten  dieser  beiden  zugcordnclcn  Durch- 
messer (12)  (eigentlich  multiplicirt  mit  V — 1 , wenn  wir  ans  nicht  der  hergebrachten  De- 
finition der  zweiten  Durchmesser  ciuer  Hyperbel  ansebmiegen). 

Es  ist  sogleich  ersichtlich,  dass,  weon  von  zwei  Kegelschnitten  einer,  in  Beziehung 
auf  den  andern,  seine  eigene  Polar -Curve  ist,  die  beiden  Curven  in  einem  durchaas  ge- 
genseitigen Verhältnisse  zu  einander  stehen. 

Ans  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  jede  Eigenschaft  eines,  gegebenen  Kegelschnittes 
durch  Hülfe  eines  zweiten,  gehörig  zu  bestimmenden,  an  mittelbar  sieb  verdoppeln  lasst- 
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Wenn  wir  insbesondere  in  der  Gleichung  (tl)  b «=  o setzen,  so  erholten  wir,  wenn 
die  Hitlfj - Curvc  gegeben  ist,  filr  diejenige  Curvc,  welche  ihre  eigene  Polar- Curve  ist, 
eine  solche,  welche  Über  den  beiden  Axen  der  Ilülfs - Curve  beschrieben  ist,  aber,  je 
nachdem  diese  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  umgekehrt,  eine  Hyperbel  oder  Ellipse 
ist  Diesen  besondern  Fall  bat  schon  H.  IlulllLUER  hervorgehoben  *).  Wenn  also  zorn 
Beispiel  die  Hlllfs-Cmrc  ein  Kreis  ist,  so  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  mit 
diesem  Kreise  denselben  Mittelpunct  hat  ond  ihn  doppelt  berührt,  ihre  eigene  I’olar- 
Curve.  Jeder  Eigenschaft  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  sich  anf  den  Vergleich 
von  Winkel  bezieht,  entspricht  also  eine  zweite  solche  Eigenschaft,  wobei  der  Mittcl- 
punct  derselben  in  Betracht  kommt  Der  über  der  Quer-Axe  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel, als  Durchmesser , beschriebene  Kreis  ist,  in  Beziehung  anf  diese  Hyperbel,  seine 
eigene  Polar-Curvc.  Aoeh  beim  Kreise  ordnen  sich  alle  Winkel -Beziehungen  paarweise 
zusammen.  Denn  wenn  die  Hülfs- Curvc  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  so  kommt  (3): 

X V 

woraus  folgt,  was  II.  BOBILLIER  am  angeführten  Orte  zuerst  bemerkt  hat,  dass  der 
Winkel,  den  irgend  zwei  gegebene  gerade  Linien  mit  einander  bilden,  demjenigen  gleich 
ist,  unter  welchem  die  Pole  dieser  geradep  Linien,  vom  Mittclpuncte  der  Ilülfs  - Hyper- 
bel aus  , gesehen  werden.  — 

710.  Statt  der  Gleichung  (2),  in  der  “15.  Nummer,  wollen  wir  nun  folgende  Glei- 
chung : 

py+ax+pb  ='o,  (,) 

zur  Iliilfs  - Gleichung  nehmen.  Es  entspricht  derselben,  als  Hiilfs - Curvc , eine  Parabel, 
deren  Gleichung  folgende  ist  (“01) : 

x*+2py  =i  o.  (*) 

Wenn  wir  hiernach  die  Polare  eines  Punctes  (y,  x)  durch  (w,  v)  bezeichnen,  so  erhalten 
wir,  nach  der  “05.  Nummer: 

y ■=  w,  x ■=  pv.  (s) 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  sogleich  mehrere  einfache  Grundregeln, 
uni  Eigenschaften  einer  gegebenen  Figur  auf  ihre  Polar  - Figur  zu  übertragen.  Dieselben 
absoluten  Grössen  - Beziehungen  der  Ordinalen  beliebiger  Puncto  in  jeder  der  beiden  Fi- 
guren gelten  unmittelbar  auch  von  den,  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommenen,  Or- 
dinalen der  Dorcbscbnittspnnctc  der  entsprechenden  geraden  Linien  in  der  Polar -Figur 
mit  der  zweiten  Coordinaten  - Axe.  Beziehungen  der  von  den  geraden  Linien  in  der  ei- 
nen Figur  gebildeten  Winkel  zn  einander  entsprechen  Beziehnngen  zwischen  den  Abscis- 
sen  der  entsprechenden  Punclc-in  der  andern  Figur.  Die  Pole  von  geraden  Linien,  die 
parallel  sind,  liegen  auf  einer  der  zweiten  Coordinaten -Axe  parallelen  geraden  Linien. 
Das  Product  der  Abscissen  zweier  Pnnclc  ist  constant,  wenn  ihre  Polaren  auf  einander 
senkrecht  stehen,  und  umgekehrt.  Aus  der  Gleichung: 

vV'+l  <=  o, 

ergibt  sieb  ncmlich  (3): 

xY'+p!  = o. 

Beziehungen  endlich  zwischen  Winkeln,  die  von  solchen  geraden  Linien,  welche  Puncte 
einer  von  zwei  Polar -Figuren  mit  dem  Anfangjpunclc  der  Cuordinatcn  verbinden,  an 

i 

*)  j Memoire  *:tr  fhypsrbjU  e'quUalere:  Gerc.  Anti.  XIX.  Jttin  tSsp  p.  34p, 
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diesem  Anfangspnnctc,  gebildet  werden,  entsprechen  Bexiehnngen  zwischen  den  Abscissen 
der  Durchschnitte  der  ersten  Axe  mit  den  entsprechenden  geraden  Linien  in  der  andern 
Polar -Figur.  Ans  den  Gleichungen  (3)  ergibt  sich  ncmlich  folgende: 

? _ 1 w 
z p v 

Die  Polaren  irgend  zweier  Punctc,  die  vom  Anfangspnnctc  ans  enter  rechtem  Winkel 
gesehen  werden,  bestimmen  auf  der  ersten  Axe  zwei  Segmente,  deren  Product  constant 
und  gleich  (— p3)  ist. 

730.  Wenn  irgend  ein  Kegelschnitt  durch  folgende  Gleichung: 

ay^-Sbxy+ex’+Sdy+Scx+f  — 0, 

gegeben  ist,  so  erhalten  wir,  nach  den  Gleichungen  (8),  für  die  Polar -Gurre  desselben 
folgende  Gleichung: 

aw’+Sbpvw+cp’v’+Sdw+aepr-t-f  = o. 

Wir  wollen  auf  einige  einfache  Beziehungen  eines  solchen  Kegelschnittes  und  seiner  Polar- 
Cnrvc,  Beziehungen,  die  immer  vollkommen  gegenseitig  sind,  aufmerksam  machen. 

1)  Wenn  a = o,  so  ist  die  erste  Curre  eine  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  der 
zweiten  Coordinalcn  - Axe  parallel  ist:  die  zweite  Gnrvc  ist  eine  Parabel. 

3)  Wenn  b *=  o,  so  sind  zwei  zugeordnete  Durchmesser  der  ersten  Cnrve  den  Coor- 
dinalcn-Axcn  parallel:  der  Mittelpunct  der  zweiten  Cnrve  liegt  auf  der  zweiten  Coor- 
naten-Axc. 

3}  Wenn  c = o,  so  ist  die  erste  Cnrve  eine  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  der  er- 
sten Coordinalcn  - Axe  parallel  ist:  die  zweite  Cnrve  berührt  die  zweite  Axe. 
i,)  Wenn  d = o,  so  gebt  derjenige  Durchmesser  der  ersten  Cnrve,  dessen  ebnjugirter 
der  zweiten  Coordinalcn- Axe  parallel  ist,  durch  den  Anfangspunct:  der  Mittelpunct 
der  zweiten  Cnrve  liegt  anf  der  ersten  Axe. 

5)  Wenn  c ■=  o,  so  gebt  derjenige  Durchmesser  der  ersten  Cnrve,  dessen  zugeord- 
nclcr  der  ersten  Axe  parallel  ist,  durch  den  Anfangspunct:  die  an  die  zweite  Cnrve, 
vom  Anfangspnnctc  ans,  gelegten  Tangenten  bilden  mit  den  beiden  Coordinalen- 
Axcn  ein  System  von  vier  Harmonicalen. 

6)  Wenn  f = o,  so  geht  die  erste  Cnrve  durch  den  Anfangspunct:  die  zweite  Cnrve 
wird  von  der  ersten  Axe  berührt. 

7)  Je  nachdem  die  erste  Curve  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  hat  die  zweite  Cnrve 
reelle  Tangenten,  die  er  zweiten  Coordinalen- Azc  parallel  sind  oder  nicht.  Die  Po- 
lar-Cnrvcn  von  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Curven,  sind  solche,  welche  zwei 
feste,  der  zweiten  Axe  parallele,  gerade  Linien  berühren. 

731.  ich  will  schliesslich  noch  ein  paar  Beispiele  von  der  Anwendung  der  Resultate 
der  beiden  letzten  Nummern  geben. 

Das  Verh'dltniss  der  Abstände  der  beiden  Durchschnitt  spunde  einer  beweglichen 
Tangente  mit  zwei  festen  Tangenten  einer  Parabel  von  einer  dritten  Jesten  Tangente 
ist  constant  (630). 

Nach  dem  ersten  der  in  der  vorigen  Nummer  betrachteten  Fälle  zchlicsst  sieb  an 
diesen  Satz  der  folgende  an: 

Wenn  man  zwei  feste  Punde  auf  dem  Umfange  einer  gegebenen  Hyperbel  mit  ei- 
nem dritten  auf  demselben  beweglichen  Punde  durch  zwei  gerade  Unten  verbindet , so 
wird  jede , einer  Asymptote  der  Hyperbel  parallele,  gerade  Unie  von  diesen  beiden 
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geraden  Linien  in  solchen  drei  Puncten  geschnitten,  deren  Abstände  von  dem  Durch- 
schnitt  spunde  derselben  geraden  Linie  mit  der  Curve  in  einem  constanten  Verhältnisse 
stehen. 

Mit  diesem  letzten  Satze  gehurt  wiederum,  nach  dem  dritten  Falle  der  vorigen  Num- 
mer . der  folgende  zusammen  : 

It'enn  ein  beliebiges  Dreieck  um  einen  gegebenen  Kegelschnitt  beschrieben  ist  und 
man  zieht  von  irgend  einem  festen  Puncte  (P)  der  Basis  dieses  Dreiecks  zwei  gerade 
Linien  nach  den  Durchschnittspuncten  der  beiden  Schenket  desselben  mit  einer  beweg- 
lichen Tangente  des  Kegelschnittes , so  gibt  es  eine  gerade  Linie  von  gegebener  Rich- 
tung {AB),  welche  jenen  beiden  geraden  Linien  in  solchen  zwei  Puncten  begegnet , de- 
ren Abstände  von  der  Basis  des  Dreiecks  in  constantem  Verhältnisse  stehen. 

Die  Richtung  der  geraden  Linie  AB  hleibt  dieselbe,  wo  auch  der  feste  Punct  (P) 
auf  der  Basis  des  umschriebenen  Dreiecks  angenommen  werden  mag. 

Wenn  wir  in  dem  zweiten  Satze  der- vorliegenden  Nummer  statt  jener  geraden  Li- 
nie, die  einer  der  beiden  Asymptoten  der  gegebenen  Hyperbel  parallel  ist,  eine  dieser 
Asymptoten  selbst  nehmen,  so  ergibt  sich  folgender  Satz: 

Wenn  man  zwei Jcste  Puncte  auf  dem  Umfange  einer  gegebenen  Hyperbel  mit  ei-" 
nein  dritten  auf  demselben  liegenden  Puncte  Streb  zwei  gerade  Linien  verbindet,  so 
wird  auf  jeder  Asymptote  von  diesen  beiden  geraden  Linien  ein  Stück  von  constanter 
Länge  interccptirt  (405). 

Einer  Hyperbel,  welche  die  zweite  Coordinaten - Axe  zu  einer  ihrer  Asymptoten  hat, 
entspricht  eine  Parabel,  deren  ein  Durchmesser  die  erste  Axe  ist.  (In  diesem  Falle, ist 
a = o,  d = o).  Hiernach  erhalten  wir  aus  dem  vorstehenden  Satze  den  folgenden: 

Wenn  man  das  von  zwei  festen  Tangenten  einer  gegebenen  Parabel  interceptirte 
Stück  einer  beweglichen  dritten  Tangente  derselben  nach  der  Richtung  ihrer  Durchmes- 
ser auf  eine  beliebige  gerade  Linie  projicirt,  so  ist  die  Projection  von  constanter  Länge. 

Aus  dem  vorletzten  Satze  folgt  noch  ein  zweiter  Satz,  der  dem  dritten  dieser  Nom- 
" mer  entspricht.  In  dem  letztgenannten  Satze  ist  alsdann  der  Bcrührungsponct  auf  der 
Basis  des  dem  gegebenen  Kegelschnitte  umschriebenen  Dreieckes,  also  irgend  ein  fester 
Puuct  auf  dem  Umfange  der  Curve , der  Punct  P.  Es  sind  alsdann  diejenigen  Segmente 
von  constanter  Länge,  welche  auf  der  geraden  Linie  AB  von  denjenigen  beiden  geraden 
Linitta,  welche  den  ßeriihrungspunct  auf  der  Basis  mit  den  Durchschnittspnnctcn  der 
beiden  Schenkel  des  Dreiecks  und  einer  beweglichen  Yangente  verbinden.  Der  Scheitel 
des  Dreiecks  und  der  BcrUhrungspnnct  auf  jedem  Schenkel  desselben  siad  als  solche  zwei 
Dnrchschnittspuncte  zu  betrachten.  Hiernach  ist  ersichtlich,  dass  die  gerade  Linie  AB 
als  vierte  Harinonicalc  zu  denjenigen  drei  geraden  Linien  gehört,  welche  den  Punct  P 
mit  dem  Scheitel  und  den  beiden  Berithrnngspuncten  auf  den  Schenkeln  des  umschriebe- 
nen Dreiecks  verbinden.  Hiernach  kann  man  dem  in  Rede  stehenden  Satte  folgende 
Aussage  gehen  (Ö24,  Note): 

Wenn  man  irgend  einen  Punct  auf  dem  Umfange  eines  gegebenen  Kegelschnittes 
mit  den  drei  Paaren  von  Durchschnittspuncten  zweier  festen  Tangenten  mit  irgend 
dreien  beliebigen  Tangenten  durch  gerade  Linien  verbindet . so  erhält  man  eine  Involu- 
tion von  sechs  geraden  Linien. 

Ans  diesem  Satze  ergibt  sieb  nach  der  713.  Nummer  folgender  neue  Satz: 

II.  36 
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Wenn  man  zwei  feste  Puncte  auf  dem  Umfange  eines  gegebenen  Kegelschnittes  mit 
irgend  dreien  andern  Punclcn  desselben  durch  sechs  gerade  Linien  cerbindet , so  schnei- 
den diese  geraden  JJnien  eine  beliebige  Tangente  des  Kegelschnittes  in  den  sechs  Vunc- 
len  einer  Involution. 

7*2.  Dm  noch  ein  zweites  Beispiel  zu  geben , wollen  wir  von  folgendem  allbekann- 
ten Satze  ansgehen : 

Die  Winkclpunctc  aller  rechten  Winkel,  deren  Scheitel  eine  gegebene  Parabel  be- 
rühren, liegen  in  gerader  Linie. 

Nach  dem  ersten  Falle  der  720.  Nummer  gehört  mit  diesem  Satze  der  folgende  zu-, 
rammen : 

Alle  diejenigen  geraden  ILnien , welche  solche  zwei  Puncte  einer  gegebenen  Hy- 
perbel mit  einander  verbinden , für  welche  das  Product  der  Abstande  von  einer  gege- 
benen , einer  der  beiden  Asymptoten  parallelen , geraden  Linien  constant  ist , gehen 
durch  einen  festen  Ihm  et. 

Dieser  feste  Punct  liegt  auf  einer,  der  andern  Asymptote  der  gegebenen  Hyperbel 
parallelen,  geraden  Linie,  deren  Durchschnitt  mit  der  gegebenen  geraden  Linie  anf  der 
Corvc  liegt.  Nach  dem  dritten  Falle  der  72o.  Nummer  stellt  sich  neben  den  letzten  Satz 
der  folgende:  « 

Wenn  man  von  solchen  zwei  auf  einer  gegebenen  Tangente  eines  gegebenen  Kegel- 
schnittes irgend  beliebig  angenommenen  Punct en , für  welche  das  Product  der  Abstände 
von  irgend  einem  festen  Puncte  derselben  Tangente  constant  ist,  noch  zwei  Tangenten 
an  den  Kegelschnitt  legt,  so  schneiden  sich  solche  Tangenten  in  einem  Puncte,  der  auf 
einer  festen  geraden  Linie  liegt. 

Nach  dem  sechsten  in  der  720.  Nummer  betrachteten  Falle  erhalten  wir  aus  diesem 
Satze  wiederum  den  folgenden: 

Wenn  ein  rechter  Winkel,  dessen  Scheitel  auf  dem  Umfange  eines  gegebenen  Ke- 
gelschnittes hegt,  um  diesen  Scheitel  sich  beliebig  dreht , so  gehen  die  Chorden,  welche 
durch  die  Schenkel  desselben- in  ihren  verschiedenen  I-agcn  bestimmt  werden,  durch  ei- 
nen festen  Punct  (357).  ' - • 

Aus  diesem  letzten  Satze  erhalten  wir  endlich  wieder  den  au  die  Spitze  dieser  Num- 
mer gestellten,  wenn  wir  einen  Kreis  znr  Ilülfs-Corvc  nehmen;  cin<*  Bemerkung,  die 
wir  bereits  schon  beiläufig  gemacht  haben  (718).  ‘ , 

,723.  Wenn  wir  in  der  720.  Nummer  p = 1 setzen,  so  erhalten  wir 
y = w,  * = v, 

und  folglich  durch  blosse  CqorjJinatcn- Vertauschung  aus  der  Gleichung  irgend  einer  Gurre 
die  Gleichung  der  Polar- Curvc  derselben.  Es  stellen  die  beiden  Gleichungen: 

F(y,  x)  = o,  F(w,  v)  = o, 

zwei  solche  Polar  - Curvon  dar. 

Aof  ähnliche  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  znr  715.  Nummer  zurückgehen  and  zu- 
nächst wieder  <=  Ä.  = I und  dann  ferner  auch  o = t setzen: 

u » 

x = ;* 

oder  auch,  indem  wir  nach  der  Note  zor  iilG.  Nummer  die  drille  Ordinale  z einführen 
und  dann  x I und  v = 1 setzen: 


> 
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. J s D,  Z = W. 

w ir  erhalten  also  auch  hier  wiederum  die  Gleichung  der  Polar  - Carvc  einer  gegebenen 
Cnrve  durch  blosse  Coordinaten- Vertauschung.  *) 


*)  Die  vorstehenden  Bemerkungen  des  Textes  fuhren  zu  ciuein  Prindce,  das  mit  tlcra  bisher 
erörterten  Principe  der  Ueeiprociläl  enge  verwandt  i>t.  Ich  will  dasselbe  sogleich  an  einem 
einfachen  Beispiele  erläutern,  indem  ich  folgende  Gleichungen  zu  Grunde  lege: 
yM-i*  «=  r2,  ll)  v2+n2  = k2,  (IV) 

y2*fz2  «=s  *2,  (11)  v*+w*  =s  I*,  (V) 

y+r/J  = n\  (HD  y*+A*  = v*.  (VI) 

Alle  diese  Gleichungen  haben  dieselbe  Form.  Die  Gleichung  '1)  stellt  einen  Kreis  dar,  der 
Punct  [»  = o,  x = o]  iit  der  Mittelpunct  desselben.  Die  (Ileichung  (II)  stellt  (4)8,  Note) 
eine  Hyperbel  dar,  deren  Axen  mit  den  Coordinaten  - Axen  zusammenfallen  und  deren  halbe 
reelle,  in  die  zweite  Coordinaten  - Axe  fallende,  Axe  gleich  ist  der  Einheit.  Der  Punct 
(jr  = o,  x = o)  liegt  nach  der  iticblung  der  imaginären  Axe  der  Hyperbel  önendlich  weit. 
In  der  Gleichung  (III)  bedeuten  und  <p  die  Quotienten  der  Abstände  irgend  eines  Punc- 
tes  von  einer  beliebigen  festen  geraden  Linie  in  die  Abstände  desselben  Puuctes  von  der  er- 
sten und  zweiten  Coordinarcn  - Axe.  Nehmen  wir  rechtwinklige  Coordinaten  - Axen  an,  so 
stellt  die  Gleichung  (IM)  irgend  einen  Kegelschnitt  dar,  dessen  ein  Brennpunct  in  den  An- 
fangspunct  der  Coordinaten  fällt.  Der  Puucl  [ty  * o,  g>  = ol  ist  djescr  Brennpunct.  Die 
Gleichung  (IV)  stellt  einen  Kreis  dar,  die  gerade  Linie  (v  = o,  u = o)  lie^t  unendlich 
weit.  Die  Gleichung  (V)  stellt ‘eine  Hyperbel  dar,  deren  Axen  mit  den  Coordinaten  - Axen 
zusammenfallen.  Die  in  die  erste  Coordinaten  - Axe  fallende  Axe  ist  imaginär  und  gleich 
V' — I.  Die  gerade  Linie  [w  *=  O , v — oj  ist'  die  erste  Coordinaten- Axe.  ln  der  Glei- 
chung (VI)  bcdcolcn  v und  X die  Quotienten  der  Abstände  der  beiden  DurchsehnitUpuncte 
einer  beliebigen  geraden  Linie  mit  den  beiden  Coordinateo  - Axen  von  dem  Anfangspuuctc 
respective  in  die  Abslänuc  derselben  l'urchsrhnittspuncte  von  zweien  festen  auf  den  beiden 
Coordinaten  - Axen  beliebig  angenommenen  Puncten.  Die  Gleichung  (VI)  stellt  alsdann  ir- 
gend einen  gegebenen  Kegelschnitt  dar,  bezogen  auf  leicht  zu  bestimmende  Coordinaten? 
Axen  Die  gerade  Linie  {'/*=■  o,  A = o)  ist  die  Polare  des  Anfingspunctes , in  Bezie- 
hung auf  den  gegebenen  Kegelschnitt,  und  gebt  durch  die  beiden  festen,  auf  den  beiden 
Coordinaten  - Axen  angenommenen  , Puncto. 

Um  auszudrücken,  dass  drei  gegebene  Puncfc  in  gerader  Linie  liegen,  es l.alten  wir  in 
den  drei  Coordinaten- Systemen,  auf  welche  sich  die  drei  ersten  Gleichungen  beziehen, 
Gleichungen,  welche  genau  dieselbe  Form  haben,  und  eben  solche  Gleichungen  in  den  drei 
letzten  Coordinaten  - Systemen  drucken  aus,  dass  drei  gegebene  gerade  Linien  iu  demselben 
Puncte  sich  schneiden.  Auf  ähnliche  W eise  zeigen  Gleichungen  von  derselben  Form  in  den 
drei  ersten  Systemen  an,  das-,  drei  gegebene  gerade  Linien  durch  denselben  Punct  gehen, 
und  in  den  drei  letzten,  dass  drei  gegebene  Puncte  in  gerader  Linie  liegen.  Ferner  hat  die 
Tangente  in  einem  gegebenen  Puncte  einer  gegebenen  Curve  in  den  drei  ersten  Systemen 
dieselbe  Form,  und  dieselbe  Form  hat  auch  die  Gleichung  des  ßcrührungspunctes  auf  einer 
gegebenen  Tangente  in  den  drei  letzten  Systemen.  Aus  diesen  allgemeinen  Bemerkungen 
ergeben  sich,  indem  wir  von  einem  jener  ersten  Systeme  zu  einem  von  diesen  letztem  über- 
gehen, alle  jene  Uebcrtragungen  vermittelst  des  Priocipes  der  Ilcciprorit.it,  wobei  die  be- 
sondere Form  der  (linearen)  Hülfe  - Gleichung  nicht  weiter  in  Betracht  kommt. 

Aber  auch  jede  einzelne  Gleichung  zwischen  Coordinaten  in  einem  Systeme  erhält  eine 
andere,  analoge,  geometrische  Deutung,  wenn  wir  statt  dieser  Coordinaten  die  Coordinaten 
eines  andern  Systeme*  nehmen.  Beispielsweise  wollen  wir  die  folgenden  Gleichungen  zusam- 
inenstcllen: 

yV'+x*x”  = o,  (VH)  v'v'Lf-uV’  = o,  (X) 

yY'+zV'  s=  o,  (VIII)  ?V+wV  = o,  (XI) 

— °»  JX)  yy’+KX’  ^ o,  (XII) 

Die  Gleichung  (VII)  bedeutet,  dass  die  beiden  Puncte  (y  *,  x")  und  (/»  x)»  vom  Anfangs- 

puncU:  aus,  unter  rechtem  Winkel  gesehen  werden;  die  Gleichung  (VlU),  dass  «las  Pro-, 

dnct  der  Abstände  der  beiden  Puncte  y",  z'*)  und  (y’,  z')  von  der  ersten  Axe  gleich  Eins 
ist;  die  Gleichung  (IX)  wiederum,  das*  die  beiden  Puncte  {tf/\  (({')  und  (ip\  <fr)  vom 

Aoftngspuncte  aus,  unter  rechtem  Winkel  gesehen  werden.  Die  Gleichung  (X)  zeigt  an, 

3Ö  * 


/ 


Digitized  by  Google 


i54  Das  Prineip 

734.  Ich  muss  mich  hier  mit  den  vorstehenden  wenigen  Ausführungen  des  besondem 
Falles  begnügen,  wo  die  Hülfs  - Gleichung  eine  lineare  ist.  Wenn  wir  beliebige  Glei- 
chungen zu  Grande  legen,  so  ist  die  Art  der  Behandlung  dieselbe,  es  kommt  bloss  dar- 
auf an,  aas  solchen  Entwicklungen  einfache  geometrische  Resultate  herzuleiten.  So  liegt 
zum  Beispiel  die  Bemerkung  nahe,  dass  die  Theorie  von  der  Abwicklung  der  Curven, 
welche,  wie  das  oben  entwickelte  Prineip  der  Reciprocität,  auf  die  Variation  der  constan- 
ten  Grössen  beruht,  ebenfalls  hierher  gehört. 


dass  die  beiden  geraden  Linien  (v",  o")  und  (v‘,  u')  auf  einander  senkrecht  stehen;  die 
Gleichung  (XI),  dass  die  deiden  geraden  Linien  (w",  v-')  und  (w‘,  v')  auf  der  ersten  Axe 
zwei  Segmente  bestimmen,  deren  Product  gleich  Eins  ist,  und  endlich  die  Gleichung  (XII), 
wenn  wir  die  Abstände  der  Ünrchscbnittspuurtc  der  beiden  geraden  Linien  (/,  V)  und  (y, 
X ')  mit  den  beiden  Coordinatcn  - Äsen  vom  Anfangspuncte  Y , X ' und  Y",  X',  ond  die  Ab- 
stände der  beiden  festen  Puncte  auf  den  beiden  Axeu  vom  Anfangspuncte  b und  a nennen,  dass 
Y"-b  T-b  . X"— a X — a 
Y"  * V 1 X”  X'  * °‘ 

Wenn  wir  hiernach  in  den  drei  ersten  Coordioaten  - Systemen  durch  den  Punct  (o,  o) 
eine  gerade  Linie  und  in  den  DurchscbnitUpunclen  dieser  geraden  Linie  mit  den  bezüglichen 
Curven  (I),  (II)  und  (III)  an  jede  dieser  Curven  zwei  Tangenten  legen,  ferner  noch  irgend 
eine  beliebige  dritte  Tangente  an  jede  derselben  ziehen  und  die  Darchscbnittspuncte  der 
letztgenannten  Tangente  mit  den  beiden  erstgenannten  respeclive  durch  (/',  x”)  und  (y\  i), 
(y",  z")  und  (/,  z)  und  durch  ( tf/',  <?”)  und  {xf,  tf-')  bezeichnen}  wenn  wir  ferner  in  den 
drei  letzten  Coordioaten  - Systemen  von  irgend  einem  Punctc  der  geraden  Linie  (o,  o)  zwei 
Tangenten  an  jede  der  bezüglichen  Curven  (IV),  (V)  und  (VI)  legen,  die  Berühruugspuncte 
auf  einem  solchen  Tangenten  - Paare  durch  zwei  gerade  Linien  mit  irgend  einem  dritten  be- 
liebigen Puncte  der  bezüglichen  Curve  durch  zwei  gerade  Linien  verbinden  und  diese  gera- 
den Linien  respeclive  durch  (v",  u")  und  (v*,  u*),  (v*  w*)  und  (v',  w')  und  durch  (y\ 

V)  und  (y#  X')  bezeichnen;  — so  ist  offenbar,  dass,  wenn  eine  der  Gleichungen  (VII)  — 
(X II)  besteht,  diese  Gleichungen  alle  sechs  befriedigt  werden.  Hiernach  sind  also  auch  die 
nachstehenden  Sätze  alle  sechs  bewiesen,  wenn  einer  derselben  als  bewiesen  angesehen 
werden  kann. 

#)  Irgend  eine  beliebige  Tangente  eines  gegebenen  Kreises  schneidet  irgend  zwei  parallele 
Tangenten  desselben  Kreises  in  solchen  zwei  Puncten,  die , vom  JMittelpuncte  dcsseU-en 
aus , unter  einem  rechtem  Winkel  gesehen  werden. 

?)  Irgend  eine  beliebige  Tangente  einer  gegebenen  Hyperbel  begegnet  irgend  zweien  Tan- 
genten , welche  sich  in  irgend  einem  Puncte  einer  Axe  der  gegebenen  Hyperbel  ( der 
reellen  Axe)  schneiden , in  solchen  zwei  Puncten , für  weicht  das  Product  der  Ab- 
stünde von  der  andern  Axe  ( der  imaginäreu)  constanl  und  dem  Quadrate  der  halten 
erstgenannten  Axe  gleich  ist. 

3)  Auf  irgend  einer  beliebigen  Tangente  eines  gegebenen  Kegelschnittes  wird  t on  irgend 
zweien  andern , auf  einer  Directrlx  sich  schneidenden , Tangenten  ein  solches  Segment 
interceptirt , das  ^ vom  bezüglichen  Brennpuncte  aus,  unter  rechtem  Winkel  gesehen 
wird. 

4)  Alle  Peripherie  - Winkel  im  Halbkreise  sind  rechte  Winkel. 

5)  Wenn  man  von  irgend  zwei  Puncten  einer  gegebenen  Hyperbel , die  von  einer  der 
Iteiden  Axen  derselben  ( der  Quer  - Axe)  gleich  weit  abstehen , zwei  gerade  Linien  nach 
irgend  einem  dritten  Puncte  der  Curve  zieht , so  bestimmen  diese  beiden  geraden  Li- 
nien auf  der  andern  Axe  (der  imaginären)  zwei  Segmente,  deren  Product  dem  Qua- 
drate dieser  hallten  Axe  gleich  ist. 

6)  Der  sechste  Satz  bezieht  sich  auf  Segmente,  die  auf  zweien  im  Pol  einer  gegebenen 
geraden  Linie,  in  Beziehung  auf  einen  gegebenen  Kegelschnitt,  sich  schneidenden  Axen 
von  der  gegebenen  geraden  Linie  und  solchen  Linien  - Paaren  bestimmt  werden,  welche 
irgend  zwei  Puncte  des  Kegelschnittes,  die  mit  jenem  Pole  in  gerader  Linie  liegen, 
mit  irgend  einem  dritten  Puncte  des  Kegelschnittes  verbinden.  Die  unmittelbare  Aus- 
sage des  Satzes  ist  weniger  einfach.  — 
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725.  F.s  sei 

¥(y,  x)  = o . (,) 

die  Gleichung  irgend  einer  gegebenen  Cnrve  »wischen  gewöhnlichen  Pnnct-Coordinatcn. 
Es  besteht  also  diese  Gleichung,  wenn  y und  x diejenigen  YVcrthe  erhalten,  welche  sich 
anf  irgend  einen  beliebigen  Punct  dieser  Curve  beziehen.  Pie  Tangente  in  diesem  Puncto 
bat  folgende  Gleichung: 

Y-y  - g(X-x),  * (,) 

indem  wir,  znr  Unterscheidung.  Y and  X als  die  veränderlichen  Grössen  nehmen  und 
den  Differential -Coefficicntcn  aof  den  Punct  (y,  x)  beziehen.  (Es  wird  neinlich  die  vor- 
stehende Gleichung  einmal  befriedigt,  wenn  wir  zugleich  Y ■»  y and  X **  x setzen,  und 
dann  ferner  auch , wenn  wir  zugleich  Y «=  y+dy  und  X «*  x-Hlx  setzen).  Die  Coordina- 
ten  der  durch  die  Gleichung  (2)  dargcstclltcn  geraden  Linien  sind , wenn  wir  u « t se- 
tzen (400) : 

■ - -£■  - - -c^y  o 

Lin  also  die  Gleichung  der  gegebenen  Cnrve  zwischen  Linien- Coordinaten  zu  erhalten, 
brauchen  wir  bloss  y und  x zwischen  den  drei  Gleichungen  (l)  und  (a)  zu  elintiniren. 

726.  Aus  den  beiden  Gleichungen  (3)  ergibt  sich  folgende: 

y+vx-4-w  = o.  r (*) 

Wenn  wir  diese  Gleichung  vollständig  differentiiren , 90  kommt: 

dy-t-vdx-Hiw-f-xdv  = o, 

und  da  dy+vdx  o,  so  folgt: 

dw 

* " —•  W 

und  wenn  wir  diesen  Werth  von  x in  die  Gleichnng  (6)  substituiren , ergibt  sich: 

(wdv— vdw  \ 

Si  ) W 

Dieselben  Werthc  von  y und  x erhalten  wir  unmittelbar,  wenn  wir  berücksichtigen, 
dass  (y,  x)  der  BcrUhrungspnnct  auf  der  Tangente  (w,  v)  ist,  und  jener  Berübrungsfiunct 
folgende  Gleichung  bat: 

YV-w  = ^(Y’-v). 

indem  wir,  zur  Unterscheidung , die  veränderlichen  Grössen  W und  Y"  nennen.  Umge- 
kehrt erhalten  wir  die  vorstehende  Gleichung  des  Bcriihmngs]>uiictes  unmittelbar  aus  den 
beiden  Gleichungen  (5)  und  (6)  (400). 

727.  Wir  haben  (3): 

vdxd-dy  = os  , (,) 

wenn  wir  diese  Gleichung  von  Neuem  differentiiren,  indem  wir  dx  als  constant  betrachten, 
und  dann  = q setzen,  so  kommt: 

dv 
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Wir  haben  ferner  (5): 

xdv-Mw  = o,  (,) 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  von  Neuem  difTcrcntiircn , indem  wir  dv  als  constant  be- 
<1*W 

trachten,  nnd  dann  j-,  = Q setzen,  so  kommt: 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (3)  und  (IO)  ergibt  sich  folgende  einfache  Beziehung 
zwischen  den  beiden  zweiten  Differential- Quotienten : • 

Qq  = >•  (■•) 

Aus  der  Zusammenstellung  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  (3)  und  der  Glcichun-  ' 
gen  (3),  (8)  und  (10)  ergeben  sich  noch  folgende: 


dw 
¥=  ** 


dy 

3v 


vQ. 


dw 

dv 


= -V. 


728.  Wenn  wir  diq  Gleichung  (11)  differrntiiren,  so  kommt: 

pdQ  = — Qdq, 

und  mithin  auch  (8) : 

1*2  _ 24a ' 

dv  qdx  ’ 

oder: 

q>U  = r,  Q*r  = !\, 

indem  wir 

dO  cPw  dq  d3y 

d7  “ aT'  - h-  fx  " ar  “ r* 

setzen. 


(«•) 


Wenn  wir  weiter  geben  nnd  eine  der  beiden  Gleichungen  (13),  etwa  die  erste  der- 
selben, dilTercntiiren,  so  kommt: 

dr — 3ßq*dq  — qjdl\  = o, 

und  wenn  wir  die  beiden  ersten  Glieder  dieser  Gleichung  durch  qdx,  das  dritte  Glied 
durch  ( — dv)  dividiren,  und  dann  rcduciren,  indem  wir  zugleich 
dB  d*w  _ _ dr  _ d*y 

dv  dv*  ’ dx  dx4 

setzen,  so  ergibt  sich: 

qs— 3rM-q5S  = o (iJ) 

Ans  dieser  Gleichung  können  wir  durch  Hülfe  der  Gleichnngen  (11)  und  (13)  oder,  einfa- 
cher, durch  die  blosse  gegenseitige  Vertauschung  der  grossen  Buchstaben  mit  den  ent- 
sprechenden kleinen,  folgende  ableiten: 

QS-3R5-»-Q5s  = o.  (,4) 

Aof  diese  Weise  können  wir  fortfahren  nnd  den  Differential- Quotienten  einer  belie- 
bigen Ordnung  in  einem  Coordinaten- Systeme  durch  die  Differential  - Quotienten  dersel- 
ben Ordonng  und  der  niederem  Ordnungen  in  dem  andern  Coordinaten -Systeme  aus- 
drücken. 

729.  Nach  den  beiden  vorigen  Nommern  erhalten  wir,  wenn  eine  Corvo  durch  ihre 
Differential -Gleichung  von  einer  beliebigen  Ordnnng  zwischen  gewöhnlichen  Ponct- Coor- 
dinaten y nnd  x gegeben  ist,  unmittelbar  die  Differential -Gleichung  derselben  Ordnnng 
dieser  Curvc  zwischen  den  Linien  - Coordinaten  w und  v,  und,  umgekehrt,  jene  Diffe- 
rential-Gleichung ans  dieser.  So  ergibt  sich  allgemein  ans  der  Gleichung: 
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die  folgende: 

F 

indem  wir,  der  Symmetrie  halber,  die  beiden  ersten  Differential  - Quotienten  p und  1* 
nennen.  Wir  erhalten  zwei  neoc  Gleichungen,  welche  sich  wiederum  auf  ein  und  die- 
selbe Curvc  beziehen,  wenn  wir  in  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  die  grossen  ond 
kleinen  sich  entsprechenden  Buchstaben  gegenseitig  mit  einander  vertauschen. 

730.  Wir  können  die  Gleichungen  zwischen  den  Linien -Coordinaten  w und  v anf 
eine  doppelte  Weise  allgemein  discutiren.  Wir  können  ncmlich  einerseits,  mit  Hülfe 
der  TAYLORschcn  Reihe,  die  Bedeutung  der  verschiedenen  Differential- Quotienten  geo- 
metrisch nachwciscn,  wie  diess  zum  Beispiel,  in  Beziehung  anf  die  gewöhnlichen  Coor- 
dinaten , in  LaCPOIX , Traile  elcmentairc  de  caleul  differenliel  et  de  calcul  integral 
60,  geschehen  ist,  oder  wir  können  auch,  von  der  andern  Seile,  die  einmal  schon  vor- 
liegenden £ntwicklnngcn , in  Beziehung  auf  die  gewöhnlichen  Coordinaten,  y ttnd  x auf 
die  Coordinaten  w und  v Übertragen.  Ich  will  hier  vorzugsweise  den  letztem  W eg  Um- 
schlägen und  habe  zu  diesem  Ende  die  bisherigen  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  vor- 
angeschickt. 

Der  Symmetrie  halber  wollen  wir  endlich  noch  in  die  zu  discutircnde  Gleichung  eine 

dritte  Grösse  n entfuhren,  indem  wir  - und  — an  die  Stelle  von  V und  w schreiben,  und 

u u 

demnach  dieselbe  anf  folgende  Weise  bezeichnen : 


F[.  . . s,  r,  ij,  p,  y,  xj  = o, 

C'  ■ ' ’ <J5’  Q'  (-T>*  — tP) > -p) 


O, 


r(H)  M 

Wenn  diese  Gleichung  eine  algebraische  ist,  so  ist  sic,  in  Beziehung  auf  w,  v und  ti, 
homogen.  Wenn  in  dem  Folgenden  von  Differential  - Quotienten  von  w , in  Beziehung 
auf  v,  die  Iledc  sein  wird,  so  müssen  wir,  um  den  frühem  Entwicklungen  uns  anzu- 
schliessen,  u 1 setzen.  Ferner  wollen  wir,  wenn  von  Differential -Quotienten  von  w, 
in  Beziehung  anf  u,  die  Rede  sein  wird,  stillschweigend  dabei  verstehen,  dass  v — 1 ge- 
setzt werde.  Anf  diese  Weise  gewinnen  wir  den  Vortheil,  dass  wir  anf  eine  symmetri- 
sche Weise  die  Beziehungen  der  bezüglichen  Cnrve  zu  jeder  der  beiden  Coordinatcn- 
Axcn  erhallen. 

731.  Je  nachdem  ^ negativ  oder  positiv  ist,  wachsen  die  Punct- Ordi- 

nalen der  Curvc  oder  nehmen  ab,  wenn  wir  uns,  nach  der  Richtung  der  ersten  Axc  hin, 
weiter  vom  Anfangspunctc  entfernen.  Je  nachdem  die  beiden  Ausdrücke : 

d’w  vdw— wdv  . 

dv1’  dv  ’ 


bezogen  anf  irgend  einen  Punct  irgend  einer  durch  ihre  Gleichung  gegebenen  Curve,  ent- 
gegengesetzte oder  übereinstimmende  Zeichen  erhalten,  kehrt  die  Curvc  ihre  concarc  oder 
ihre  convexe  Seit,c  der  ersten  Coordinaten  - Axc  zu.  (LaCROIX  a.  a.  O.  63). 

Da  ferner  ^ = — x,  so  ist  Rlr  die  Tangenten  in  den  Durchschnittspuncten  der 
Curvc  mit  der  zweiten  Coordinaten  -Axc 


dw 

und  man  erhält  diese  Tangenten,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  entwickelt  und  dann  mit 
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der  Gleichung  der  Carvc  zusammenitcUt  Für  die  Tangenten  in  den  DurchscbniUspnnc. 
ten  der  Curvc  mit  der  ersten  Axe  ist 

dw 

“ 01 

„nd  endlich  ergibt  sich  filr  die  Tangenten  der  gegebenen  Carvc  in  ihren  Durchschnitts- 
pnncten  mit  irgend  einer  zweiten  Curvc : 

. , %.  *)  = o,  (.) 

folgende  Gletchnng : 

<» 


*)  Man  sicht  sogleich  ein,  dass,  wenn  die  gegebene  Gleichung  (1)  eine  algebraische  und  von 
irgend  einem  n.  Grade,  in  Beziehung  auf  w,  v und  u,  ist,  die  partiellen  Differcotial- 

CoefTicieiiteii  -r-  und  — dieselben  Grössen  in  der  (n — 1).  Potenz  enthalten,  und  wenn 
dv  da 

also  die  Gleichung  (2)  ebenfalls  eine  algebraische  und  von  irgend  einem  ra.  Grade , in  Be- 
zichung  auf  y und  x,  ist,  so  steigt  die  Gleichung  (3),  in  Beziehung  auf  w,  v und  u,  bi* 
zum  m(n  — 1).  Grade.  Wir  erhalten  also  mn(n — 1)  Tangenten  der  Curvc  fl)  io  ihren 
DurchschniUspuuclen  mit  der  Curvc  (2)  und  also  auch,  worauf  es  uns  hier  ankonmit,  eine 
gleiche  Anzahl  solcher  Durchschnittspuncte.  I)a  die  Curvc  (2)  vou  der  in.  Ordnung  ist,  so 
fet  die  gegebene  Curvc  von  der  u(n — 1).  Ordnuug.  Also  eine  Curvc  von  der  ii.  Claj.sc  ist, 
im  Allgemeinen,  von  der  n(n  — 1).  Ordnung,  eine  Curvc  von  der  n.  Ordnung  ist,  iiu  All- 
gemeinen, von  der  n(n — 1).  Classe.  Unmittelbar  hieraus  folgt,  dass  die  Polar- Curve  ei- 
ner gegebenen  Curvc  n.  Ordnung,  in  Beziehuu»  auf  irgend  eine  gegebene  lineare  Hülfe- 
Gleichung,  im  Allgemeinen,  eine  Curve  n(n— 1).  Ordnung,  und  die  Polar- Curve  einer 
gegebenen  Curve  n.  Classe  von  der  n(n — 1).  Classe  ist.  b ergibt  sich  ferner,  dass  zwei 
Curven  u.  und  ni.  Ordnung,  im  Allgemeinen  und  Löcbstcns,  rao(m-  l)(n— 1)  gemeinschaft- 
liche Tangenten  und  zwei  Curven  von  denselben  Classen  eine  gleiche  Anzahl  von  Durch- 
schnitten haben.  , 

Die  vorstehenden  Resultate  hat  zuerst  H.  Poncelet  in  GeRGonne’s  Annalen  uud  dann 
ausführlicher  in  seiner  oben  angeführten  Abhandlung  im  4.  Bande  des  Chelle  rluu  Jour- 
nals Siro.  86  und  73  aufgestcilt.  Es  scheinen  mir  dieselben  lest  zu  stehen,  ungeachtet  al- 
ler dagegen  erhobenen  Zweifel  und  Kinwürfe.  Es  bleibt  hierbei  nur  ein  Paradox  zu  erklä- 
ren. Da  nemlich  die  Polar  - Curve  einer  gegebenen  Curve  n.  Ordnung  von  der  nfn — 1) 
Ordnung  ist  und  die  gegebene  Curve  gegenseitig  (und  zwar  in  Beziehung  auf  dieselbe  Hülfe-  * 
Gleichung,  wenn  diese  eine  symmetrische  ist,  in  welchem  Palle  wir  auch  rein  geometrisch, 
vermittelst  eines  Kegelschnittes , construiren  können)  die  Polar  - Curvc  jener  zweiten  Curve 
ist,  so  reducirt  sich  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Polar- Curve  einer  Curve  n(n— 1).  Ord- 
nung, die,  im  Allgemeinen,  von  der  [n(u — l)](n(n — 1) — 1]  Ordnung  ist,  auf  die  n.  Ord- 
nung. Selzen  wir  zum  Beispiel  n s=  3,  so  reducirt  sich  der  30.  Grad  auf  den  dritten. 
Wir  wollen  bei  diesem  Beispiele  stehen  bleiben.  Für  die  Polar- Curven  derjenigen  Curven, 
welche  durch  die  allgemeine  Gleichung  des  6.  Grades  dargestdlt  werden,  erhalten  wir 
wirklich  eine  Gleichung  des  30.  Grades , die  aber  nicht  die  allgemeine  Gleichung  dieses 
Grades  sein  kann,  weil  sic  nur  so  viele  beliebige  Constante  enthält,  als  die  a'fgemeine 
Gleichung  des  0.  Grades,  nemlich  nur  27.  Hiernach  hebt  sich,  wie  auch  schon  sctrol  H. 
Gebgonni  als  H.  Poncelet  bemerkt,  jeder  scheinbare  Widerspruch.  Aber  e*  bleibt  im 
F.inxelnen  noch  nachzuweisen,  wodurch  jene  Gleichung  des  30.  Grades  sich  reducirt.  Of- 
fenbar kann  diess  nur  dann  geschehen,  wenn  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  durch  be- 
undere  Werlbe  der  CoefficienLen  der  allgemeinen  Gleichung  des  3.  Grades  Aull  oder  nn- 
endlich  werden,  oder  dadurch,  dass  diese  Gleichung  reelle  Factorcn  hat,  die  wir.  als  der 
Aufgabe  fremd,  forüassen.  Fs  bedarf  diess  noch  einer  nähern  Erörterung.  Die  entspre- 
chenden geometrischen  Beziehungen  bieten  sieb  ebenfalls  nicht  sogleich  dar.  H.  Ponlelet 
gibt  eine  Erklärung* weise  (a.  a.  O.  Aro.  67),  die  wenigstens  nicht  ausreichend  ist  Aach 
ihm  reducirt  sich  die  Zahl  der  m(m^l)  Tangenten,  welche  sich,  von  einem  gegebenen 
Punctc  aus,  an  eine  gegebene  Curve  m.  Ordnung  legen  lassen  (und  also  auch  der  Grad 
ihrer  Polar  «Curve)  um  2p  Einheiten,  wenn  diese  Curve  p Doppelpuncte  hat,  an  deren 
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Wenn  die  gegebene  Curve  eine  Asymptote  bat,  so  ist  fiir  den  Berlthrongsponet 
»nf  derselben  i,  im  Allgemeinen,  unendlich.  Mithin  bekommt  man  für  jene  Asymptote 

dv 

dw  ®’ 

Eine  Ausnahme  biervon  findet  Statt,  wenn  <b'c  Asymptote  mit  der  zweiten  Coordinaten- 
Aze  znsaoimcnßllt;  alsdann  aber  ist  y nncndlich  und  man  bat:  * . 

v p ; * ■ ■ ■ 

Man  erhalt  also  die  Asymptoten  der  in  Rede  stehenden  Curve,  wenn  man  ihre  Gleichung 
mit  einer  der  beiden  letzten  Gleichungen  ztisarumenstcllt.  Wenn  indess  diese  Zusam- 
menstellung zu  \\  ertheu  »on  ^ und  ~ liilirt,  die  beide  unendlich  werden,  so  erhält  man 
keine  Asymptoten,  sondern  durch  j ist  alsdann  dio  Richtung,  der  Durchmesser  eine* 
parabolischen  Zweiges  der  Car  r e gegeherf, 

!.  Ftlr  das  Differential  des  Rogens  der  haziigliclicn  Curve  hat  man  (tO): 

Ftlr  das  Differential  der  Fläche,  wUche  von  der  Curve,  der  ersten  Cuordinatcn  - Axe 

...a  • n /\  f . . ...  • 1 » 


^ 7Ä 


•tma^j^-Ordinaten^n  wi^  hat  man 


ydx 


r \ 1 d’w, 

■ 1 +*,j  dv. 


dv  ' 37^A  1 ”dv® ' 

Auf  ähnliche  Weise  bat  man  fiir  das  von  der  CuiAc,  der  zweiten  Coordinaten  - Axe  nnd 
zwei  auf  einander  folgende  Abscissen  begritnzte  Flächen -Differential: 

» dw  dy , , / dw  \ 1 . 

, Jfc  >.  * Hg 

und  endlich,  wenn  das  Flächen -Differential  . durch  die  Curve  und  zwei  durch  den  An- 
fangspunct  der  Coordinaten  gehende  gerade  Linien  hegränzt  ist: 

ydx— x, ly  , d’w, 

•^IKSsP = !wdv^T- 

Bei  dem  Gebrauche  von  Linien  - Coordinaten  bietet  sich  der  Gedanke  ganz  natürlich 
dar,  Flächenräume  durch  die  gegebene  Curve,  dnreh  zwei  Tangenten  derselben  und 
durch  die  zweite  Coordinaten- Axe  zn  begränzen.  Das  Differential  eines  so  bestimmten 
Flächenramnes  ist  alsdann,  was  sogleich'  ciulcuchtet: 

* • * ; Ar'~ 

735.  Wenn  xwei  gegebene  Curven  sifh  in  irgend  einem  Puncte  berühren,  so  ist  für 
diesen  Punct,  indem  wir  zur  Unterscheidung  die  acccntuirtcn  Buchstaben  auf  die  zweite 


Stelle  auch  conjugirte  Puocte  u.  «.  vr.  treten  nnd  die  auch  unendlich  «eit  liegen  können. 
Aber  eine  Curve  6.  Ordnung  bat  höchstens  10  Doppelpuncte.  (Es  folgt  diess  auf  dem 
Wege,  den  Chambu  io  seiner  Atuily *e  de*  ligne*  courbea  einschlägt,  namentlich  daraus, 
dass  eine  solche  Curve  von  einer  Cnrve  4.  Ordnung  höchstens  in  24  Punctcn  geschnitten 
wird,  wonach  unter  den  14  Puueten,  durch  welche  sich  immer  eine  Curve  4.  Ordnung  le- 
gen lässt,  höchstens  lo  Doppelpuncte  der  Cnrve  3.  Ordnung  sind.)  Hiernach  kann  also 
jene  Curve,  die,  im  Allgemeinen,  vop  der  60,  Ordnung  ist,  sieb  höchstens  auf  die  10. 
Ordnung  reduclren. 

II.  »7 
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Curvc  beziehen: 


dy  dy' 

dx  = 3x” 


y» 


Die  erste  nnd  dritte  dieser  drei  Gleichungen  geben: 

. , • dw  dw' 

v “ v’  37  ”37’  . 

lind  die  zweite  Gleichung  gibt,  wenn  wir  die  vorstehenden  beiden  berücksichtigen: 

* w = V,  , 

Es  stimmen  also  zwei  sich  bciührcndo-.Curven  ebenfalls  in  den  Coordinaten  w und  v nnd 
dem  Diffcrcnlial-Qooticnlcn , in  Beziehung  auf  diese  Coordinaten,  überein. 

Die  Gleichung  (lt)  der  727/  Nnmmer  zeigt,  dass  zwei  sich  dreipunctig  osculircnde 
Curven,  da  sic,  was  y und  x und  die  beiden  ersten  Differential  - Quotienten  von  v-,  in 
Beziehung  auf  x,  betrifft,'  übereinstinimen,  ebenfalls  iihercinslimincn  in  den  WÖStlftn 
von  w,  v und  den  beiden  ersten  Differential  - Quotienten  von  w,  in  Beziebnng  auf  v. 
Ferner  folgt  ans  der  Gleichung  (W),  dass  bei  einer  vicrpunctigcu  Osculatiun  die  beiden 
Curven,  auch  in  Betreff  der  dritten  Differential -(Quotienten,  von  w,  in  Beziehung  auf 
T,  Übereinstinimen  und  aus  der  Gleichung  (13)  ist  ersichtlich,  dass  bei  einer  fUnfpuncti- 
gen  Oscolation  auch  die  vierten  Differential  - (Quotienten  gleiche  Werlhc  erhalten.  Wir 
Überzeugen  uns  auf  diesem  Wege,  dass  die  Theorie  der  Osculation  in  dem  neuen 
Systeme  derselben  Theorie,  in  dem  Systeme  der  gewöhnlichen  Puuct- Coordinaten,  ganz  • 
und  gar  analog  ist,  .und  dass  bei  jedem  beliebigen  Grade  des  Contaclcs  so  viele  Tangen- 
ten als  Pnnclc  Zusammenfällen. 

7*4.  Der  allgemeine  Ausdcnck  för  den  Krümmungshalbmesser  ist  folgender: 

’ (dx»+dy5)V,  , -.Qid’w 

3xdV  “ (,»5  W 


ui 


Die  Mittelpunctc  der  Krümmlings -Kreise  für  alle  verschiedenen  Punctc  einer  gegebe- 
nen Curvc  liegen  bekanntlich  auf  einer  zweiten  Cnrvc,  deren  Tangenten  die  Normalen 
der  gegebenen  Cnrvc  sind,  und  durch  deren  Abtvicklnng  inan  diese  Curvc  erhält.  Wir 
können  leicht  die  Glcichong  jener  zweiten,  der  ahgewickcltcn,  Curvc  erhalten.  Es  sei  t 
• ' . F(w.  ^ (i) 

die  Gleicbnng  der  gegebenen  Curvc.  Für  den  Beriibrüngspnnct  auf  irgend  einer  beliebigen 
Tangente  (w,  v)  dieser  Curve  ergibt  sieb,  indem  wir  W und  V als  die  eigentlichen  ver- 
änderlichen Grössen  ( coordonnccs  courantes)  betrachten,  folgende  Glcichnng:*  - 

... ' dw~r  > f.  * * * * • - •. 

w \ • •- 

Für  die  Normale  in  diesem  Bcrührungspnnctc,  die  wir  durch  (w',  v)  bezeichnen  wollen, 

bat  man  zunächst: 


and  hiernach  erhält ^^n  ans  der  letzten  Gleichung:  v ’ 

dw/v^+t\  • 
dv  \ v / 

Snbstitnircn  wir  endlich  die  eben  getändenen  Wcrlbc  von  « and  v in  die  Gleichung  (t), 
so  kommt 


w'+ 


4*4:(4)).4- 
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■ml  die.«  isl  die  gestiebte  Gleichung  der  abgeuickcllcn  Curve,  wenn  wir  den  Werth  des 
Differential-Quotienten  jp  als  Fnnction  von  v ans  der  Gleichung  (l)  ziehen,  fllr  v sei- 
nen Werth  ^ ^ setzen  und  dann  überall  in  der  letzten  Gleichung  w'  und  v'  als  ver- 

A Ts  sei  fern#  y * ? 

xY*=  o (•) 

die  Gleichung  der  gegebenen  Kurve  zwischen  Punct-Coordinaten.  Die  Gleichung  der 
Normalen  in  irgend  einem  Punetc  (y,  z)  dieser  Curve  ist  bekanntlich,  wenn  wir  Y and 
Xalsd  ie  eigentlichen  veränderlichen  Grossen  betrachten: 

dx. 


Y- 


«< 


and  also  sind  die  Coordinalcn  derselben : 


/ • 
> 


__  „ .,  . _ ydy-f-xdx  ' 

’sJfe  Ty'  37-1 

Wenn  wir  zwischen  den  beiden  letzten  Gleichungen  und  der  Gleichung  (2)  y nnd-x  eli- 
miniren , so  erhallen  wir  wiederum  die  Gleichung  der  abgewickcllcn  Curve.  Umgekehrt 
erhält  inan,  wenn  die  Gleichung  der  abgewickcllcn  Curve  zwischen  Linien -Coordinaten 
».  gegeben  ist,  vermittelst  der  letzten  beiden  Gleichungen,  unmittelbar  die  Differential  - Glei- 
chung der  abwickclndcn  Curve. 

Ich  enth  .Ile  mich,  des  beschränkten  Raumes  wegen,  aller  detaillirten  Entwicklungen. 
735.  Ich  gebe  zu  einigen  Andeutungen  über  die  Theorie  der  singulären  Puncte 
un  d singulären  geraden  Linien  über.  Wenn 

v(%  *)  - Z ■=  o (,) 

• die  Gleichung  irgend  einer  gegebenen  Curve  ist,  die  einen  Doppeltpunct  hat,  so  wird 
• derselbe  dadurch  angezeigt,  dass  zugleich 

‘v».  V - -dZ*  dZ 

.«w  : 5 ? 31  = °* 

wonach  -X  nntcr  der  Form  - erscheint,  und  kein  wahrer  Werth  ein  zwiefacher  ist  Wenn 

- - . dz  « o * , A • - 

‘die-  Gleichung 

« » * ® ' - - * rlv,  , \ \ .▼)  +•  u - * (s) 

eine  Curve  darstfellt,  deren  zwei  Zweige  von  derselben  geraden  Linie  berührt  werden,  so 


V wird  diese  gerade  Linie  dadurch  angezeigt,  dass 

v«  - . '•  «L5* 


<■  - 


<Tw 


du 

37 


(4) 


wonach  ^ unter  der  Form  - erscheint,  und  sein  wahrer  Werth  ein  zwiefacher  ist.  Da 
• , 1 Ft,  • 1 1 T ■ 

wir  hiernach  zur  Bestimmung  jenes  Doppdtpunctes  nnd  dieser  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente zweier  Zweige  jedesmal  zugleich  drei  Gleichungen  erhalten,  so  ist  ersichtlich,  dass, 
im  Allgemeinen,  eine  algebraische  Curve  einerseits  keine  zwei  sich  schneidende  Zweige 
und  andrerseits  keine  sblchc  zwei  Zweige  hat,  welche  beide  von  derselben  geraden  Li- 
nie berührt  werden,  und  dass  dieselbe  Oberhaupt  keine  singuläre  Punetc  und  singuläre  ge- 
rade Linien  hat  Wenn  wir  ein  System  von  zwei  Curven  als  eine  einzige  Curve  bctrachtcu, 
so  erhalten  wir,  in  Uehereinstimmnng  mit  den  vorstehenden  Bemerkungen,  so  viele  Dop- 
peltpnnctc  nnd  so  viele,  zwei  Zweige  berührende,  gerade  Linien,  als  die  beiden  Curven 
Durchschnittspnncte  nnd  gemeinschaftliche  Tangenten  haben. 


Digitized  by  Google 


298 


Das  Prindp 

Ein  conjugirter,  isolirlcr  Punct  einer  gegebenen  Curve  (l)  wird  dadurch  angezeigt, 
dass  oder  einer  der  folgenden  Differential  - Cocfficienlcn  von  y,  in  Beziehung  auf  x, 
imaginär  wird:  eine  conjogirtc  isolirtc  gerade  Linie  einer  gegebenen  Curve  (I)  wird  da- 
durch angczcigt,  dass  der  erste  oder  einer  der  spätem  Differential  - Coefficienton  von  w, 
in  Beziehung  auf  v,  imaginär  wird. 

Für  Rückkchrpunctc  und  W cndungspunctc  ist  bekanntlich  der  zweite  Differential-  , 
Coefficicnt  gleich  Null  oder  unendlich;  die  Tangpntc  in  solchen  Puncten  ist  eine 
singuläre  gerade  Linie  und  für  dieselbe  mithin  (777)  der  zweite  Differential -Coefheient 
umgekehrt,  gleich  Null  oder  unendlich. 

Wenn  unendlich  wird,  so  ist  die  bezügliche  Tangente  eine  Asymptote.  Die  TaY- 
LORsche  Reibe  versagt  alsdann  ihren  Dienst  zur  Entwicklung  von  w.  In  diesem  Falle  *" 
müssen  wir  untersuchen , ob  die  Gleichungen  (4)  nicht  beide  zugleich  befriedigt  werden 
und  jener  Differential -Coefficicnt,  der  alsdann  ursprünglich  unter  der  Form  - erscheint, 
durch  Fortlassung  eines  gemeinschaftlichen  Factors  in  Nenner  und  Zähler  sich  untcc  sei-  ¥ 
nem  wahren  Wcrlhe,  als  unendlich  gross,  darstcllt.  Wenn  dies«  geschieht,  so  “‘IP*  ... 
Asymptote  eine  singuläre  gerade  Linie,  die  auch  noch  von  einem  zweiten  Zweige  der  % 
Curve  berührt  wird.  Es  kann  alsdann  auch,-  was  eine  leichte  Entwicklung  zeigt,  der  anX 
dieser  Asymptote  unendlich  weit  entfernt  liegende  I’unct  ein  solcher  singulärer  Punct 
sein,  der  einem  Rückkehr-  oder  Wendnngs -Punct  entspricht.  Einfache  Beispiele  hier-  > 
von  liefern  die  Gleichungen  t -M-  . f-  - . 

w - P*v,  - yr  * - •^fTTnMin 

für  w = o und  v <=  0. 

736.  Wir  haben  in  diesem  letzten  Paragraphen  w und  v als  die  beiden  Linien-Coor- 
dinaten  betrachtet,  nehmen  wir  stall  derselben  w und  n,  so  bleibt  Alles  unverändert,  wenn 
wir  die  beiden  Coordinaten  - Axen  mit  einander  vertauschen.  Wenn  wir  v und  u als  Li- 
nien-Coordinaten  einfübren,  so  geht  d:»  Cl«!flnni  (t.\  J-  ■«»  o. r-i — a* 

Uber: 

.uy^vx+Jy-.-v  --  -iry  w» 

nnd  diese  Gleichung  erhält  wiederum  die  Form  der  Gleichung  (4),  wenn  wir  dieselbe  , 
dnreh  y dividiren>  x für  - schreiben  nnd  dann  y gleich  Eins  nehmen.  Äof  diese  WVise 

kommt  nemlich:  • ••  , * * J ' o ' 7 ■ V • . ; 

x-f-vx-f-u  = 0.  ,’*  ♦ ‘‘  > ' 's  , .*  * 

Wir  können  hiernach  in  allen  bisherigen  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  x mit  p, 

1 o mit  w vertauschen.  Auf  diese  W'eise' erhalten  wir  um  Beispiel:'  * 
dz  * da  _ d2s  d*n^' 

* dr  • **  dz2.  * 3v*  * 

Wenn  irgend  eine  Curve,  deren  Gleichung  folgende  ist: 

F(z,  x)  = Y = o, 

einen  singulären  Pnnct  hat,  so  ergibt  sich  für  denselben,  ähnlich  wie  in  der  735.  Num- 
mer, sogleich:  dy  dY 

"dT  " °>  dl  “ ' . 

Wenn  irgend  eine  Gurre,  deren  Gleichung  folgende  ist:  „ 


eiuauucr  vcruiuscucn.  wenn  wir  v und  q als  La- 
die  Gleichung  (4)  der  726.  Nummer  in  folgend«  » 

f-vx-M  ^ o. 


ond  1 


K. 
• »*  • 


7*7- 
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f(a,  v)  = W = o, 

eine  singulare  gerade  Linie  bat,  so  ergibt  sich  fUr  dieselbe  sogleich: 

<1W  dVV 

= °’  dv'  " °- 

In  dem  ersten  Coordinaten  - Systeme  begegnet  man  unwillkubrlich  auch  den  singnlären 
Punctcn  in  unendlicher  Entfernung,  ehren  Existenz  erst  vor  Karzern  H.  I’ONCELET  ange- 
xcigt  hat,  ond  xngleich  bietet  sich  eine  leichte  Discussion  derselben  dar,  weil  das  z ei- 
nes solchen  Punctcs  Null  wird,  während  das  x desselben,  im  Allgemeinen,  einen  endli- 
chen Werth  behält.  Auf  eine  ähnliche  Weise  knüpft  sich  an  das  zweite  Coordinalcn- 
System  eine  einfache  Discussion  der  unendlich  weit  entfernt  liegenden  singulären  geraden 
Linien  einer  gegebenen  Curre,  für  welche  zugleich  u = o ond  ? « o.  — 


t.  # 


♦ *c*  **  V 
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JEriter  Band. 

S.  t Z.  13  v.  D.  statt  q lies  <\. 

n 12  „ 11  „ „ fehlt  im  Ausdrucke  für  cola  der  Zibler  J. . ' 

28  „ 11  v.  o.  st  A"— A"  1.  K — A"V 

Die  Schloss -Bemerkung  der  52.  Kampier  bedarf  einer  Berichtigung,  die  sich 
sogleich  ergibt,  neun  man  wie  am  Ende  der  448.  Nnminer  de»  zweiten  Bandes 
"»erfahrt  q •*»-•*■ 

„ 33  „ 22  „ „ st  QQn  und  PP„  1.  QP„  0nd  PQ». 

„ 18  „ 12  ».  u.  st  xtintp  I.  xeotrp,  . * ' .»  • ” ' • 

»t  ..  ..  9 iL  y i;  *• « 

»»  >i  »>  1 ,s  »s  st  ytmip  I.  xsin'f. 

»•  *7  „ . « « >,  st.  X h s * * . S 

„ 134  ,,  13  „ ,,  steht  der  Factor  2 soviel. 

„ 138  „14  „ „ statt  tu*+ß  I.«*— j?»  ‘ 

„ 144  „ 11  v.  o.  st  sin$  1.  sin7$.  • M % 

,,  lö  „ st  t»*— ß i.  ft5— ß.  * ’ " . 

14  v.  o.  st.  y L y2. 


17  „ „ st  Inlroduction  1.  Ihtroductio. 


, 147 

W8 

, 150  „ 18  v.  o.  st  erste  I.  zweite. 

, 155  „ 18  v.  u.  st.  M"M  I.  MM. 

ss  SS  9 SS  SS  st  entgegengesetzten 
, ..  ..  8 ,,  st  kleiner  oder  erns 
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88 

15 

88 

88 

st 
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88 

3 

88 

88 
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88 

88 

1 

». 

88 

st 

181 

88 

tp 

88 
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|L 

1 
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•7 

88 
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88 

99, 

i 

st 

181 

8» 

te 

88 

99 

st. 

248 

4 

v#* 

0. 

st 

271 

88 

5 

88 

»8 

st. 

grösser  oder  lleiuer  als  das  vierfache. 


J”v  ‘ ' ! '■  Je  .D,.ch’lenl  <F,-0  »nd  demnach  nach 

pos.t»,  fileirh  Noll  oder  negal.v  ist,  also  je  nachdem  die  Coordioatcn  - Aien 
dm  Larve  schneiden,  berühren  oder  n.cht  sebneiden , sind  jene  Parallellioien 
reell,  lallen  zusammen  oder  sind  imarinär. 


TV  I.  TU. 


; uuerau  x. 

«gern'16'  FieUr  <!"  l TlW  “*  e!n*  dorcl>  O gehende  gerade  Linie  fdnrh 

s«  K • 41  »*  » % ' * 


4 „ 8 v.  o. 

8 „ 1 
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»8  ^ 88 
88  SO  „ 
»»  32  „ 
.4  40  ,ft 
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12  * 

8 8|  88 

15  v.  o. 


118  „ 15 


gc»og«o 

•^1 

„ 8 ; « e ’ *•  / . 

Aweitcr  Band. 

*4  " I "*  1 ‘ 

am  Ende  der  Zeile  lies  ^ statt  f —^r  V 

statt  a I.  x*.  ' ' V.  * 

st.  a"*  I.  c'".  v . 

s't  °xia’ß  l^in'P. mniet  “**  drthe*  '•  "*  OUch  d*  ,rinM  Mhdrehxn  mögen. 

st  440  I.  441.  re 

st  x I.  x.  . , • 

st  X I.  t‘. 

st.  Dx  I.  Dj.  ? 

st.  y/  I.  p. 

ist  da.  Zeichen  des  An.drock.  für  (a+a)  indem,  wodurch  a.rh  eine  Zei- 
chrn-Aendrrung  m den  Gleichungen  (7),  (8),  (10)  und  (11)  herrorgebmht  wird. 


17« 
182  , 


1 T.  ü, 

7 T,  O. 


»•(£)'■(£)• 

*c-f 

st.  (DBD— ’B)  I.  (BD— B’D). 
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Beweis  einen  ganz  andern  Weg,  als  der  Beweis  des  zugehörigen  Satzes,  wenn 
wir  denselben  durch  Anwendung  von  Linien- Coordinatcn  führen  (70,  424). 
Und  überdiras  kann  jeder  der  beiden  Sätze  in  jedem  der  beiden  Coordinatcn- 
Systeme  bewiesen  werden.  Das  System  der  Linien  - Coordinaten  behält  also 
seine  ganze  Bedeutung  neben  dem  lh-incipe  der  Reciprocität;  cs  werden  durch 
dasselbe  die  Beweismittel  verdoppelt.  Wollte  man  jenes  Princip  als  Beweis- 
mittel anwenden,  so  wurde  man  zwar,  indem  man  auch  nur  die  althcknnu- 
ten  Sätze  über  Kreise  und  gerade  Linien  zu  Grunde  legte,  zu  einer  Menge 
von  Resultaten  mit  bisher  gar  nicht  geatmeter  Leichtigkeit  kommen,  und 
eine  solche  Arbeit  wäre  gewiss  eine  verdienstliche:  aber  ich  sefic  nicht  ein, 
wie  man  auf  diesem  Wege  das  Ganze  der  Geometrie  systematisch  zusammen- 
zu fassen  vermöchte.  Vielleicht  sollte  man  die  Systeme  der  Punct-  und  Li- 
nien  -Coordinatcn  noch  vervielfältigen.  Alsdann  Hesse  sich  ein  Princip  aufstcl- 
ien,  das  mit  dem  Princip  der  Reciprocität  Aciuilichkcit  hat.  und  nach  wcl- 
ehern,  wenn  die  analytische  Beweisführung  irgend  eines  Satzes  vorliegt,  zu- 
gleich so  viele  Sätze  bewiesen  sind,  cls  es  verschiedene  Coordinntcu -Systeme 
gibt.  Ich  lrnbe  diesem  Principe  nur  eine  Note  am  Ende  des  dritten  Paragra- 

'lFm  * r ^ ^ 

plsen  der  zweiten  Ahtheilung  des  vorliegenden  Bandes  widmen  können.  Viel- 
leicht könnte  inan  alsdann,  ohne  an  Leichtigkeit  einzlibüssen , zum  Behuf  der 
Beweisführung  das  Princip  der  Reciprocität  entbehren  und  dasselbe  erschiene 
dann  als  ein  blosses  Band,  das  die  verschiedenen  Satze  unter  einander  ver- 
knüpft- • ■ ' 

Man  kann  das  Verliältniss  der  Geometrie  znr  Analysis  aus  verschiedenen 
Gesidttspuncten  betrachten.  Wh  möchte  mich  zu  der  Ansicht  bekennen . dass 
die  Analysis  eine  Wissenschaft  ist,  die,  unabhängig  von  jeder  Anwendung, 
selbstständig  für  sich  allein  dasteht,  und  die  Geometrie,  .so  wie  von  einer 
andern  Seite  die  Mechanik,  .bloss  als  die  bildliche  Deutung  gewisser  Bezie- 
hungen aus  dem  grossen  erhabenen  Ganzen  erscheint.  Wenn  wir  dies«:  An- 
sicht zu  Grunde  legen  und  conseejuent  durchführen , ■ so  erhält  dadurch  die 
Behandlung  der  Geometrie  einen  eigentümlichen  Charnctcr,  auf  die  ich  hier 
noch  besonders  aufmerksam  machen  zu  müssen  glaube.  Ich  kann  dicas  nicht 
besser  als  durch  «ein  paar  Beispiele  thun.  Die  Verbindung  zweier  Gleichungen 
zwischen  zwei'  veränderlichen  Grössen  zu  einer  dritten  solchen  Gleichung, 
vermittelst  eines  unbestimmten  CoeOicientcn , eine  ganz  gewöhnliche  analyti- 
sche Operation,  bezeichnet,  wenn  wir  geometrisch  deuten,  den  Uebcrgang 
von  zwei  gegebenen  Curven  zu  einer  dritten,  welche  mit  den  hehlen  gegebenen 

* .»i 


Digifized  by  Google 


x Vorrede. 

• • | . ' . „ii 

dieselben  Durchschnittspuncte  oder  dieselben  gemeinschaftlichen  Tangenten  bat. 
Der  Elimination  der  'Wertlie  für  die  beiden  veränderlichen  Grössen  »wischen 
den  beiden  gegebenen  Gleichungen  entspricht  die  Bestimmung  dieser  Durch* 
schnittspuncte  oder  dieser  gemeinschaftlichen  Tangenten.  Die  geometrische  In- 
terpretation eines  analytischen  Factums,  der  gleichen  Wurzeln  der  auf  diese 
Weise  rcsultirenden  Gleichungen,  ist,  an  und  lur  sich,  die  Tangenten  - Theo- 
rie upd  überhaupt  die  Theorie  des  Contactes  einer  beliebigen  Ordnung.  Dio 
geometrische’  Interpretation  des  wichtigsten  Satzes  tler  Algebra,  des  Satzes, 
dass  jede  ganze  algebraische  Function  einer  einzigen  veränderlichen  Grösse 
sich  in  reelle  Factorcn  des  ersten  und  zweiten  Grades  zerlegen  lässt,  ist,  an 
und  fiir  sich,  die  wichtige  Theorie  der  Chorden  und  Chordalpuncte,  so  wie 
der  homologen  Puncto  und  homologen  geraden  Linien,  und  zwar  in  grösserer 
Ausdehnung  als  diese  Theorie  bisher  aufgestellt  worden  ist  (610).  — 

Es  gibt,  in  Beziehung  auf  die  drei  Dimensionen  des  Raumes,  Entwick- 
lungen, die  den  Entwicklungen  der  beiden  vorliegenden  Bände  analog  sind 
und  wodurch  sich  auch  hier:  die  Beweismittel  verdoppeln.  An  den  letzten  Pa- 
ragraphen des  zweiten  Bandes  Scldiesst  sich  namentlich  eine  neue  allgemeine 
Theorie  der  Oberflächen  nn.  Das  Princip  der  Rceiprocität  besteht  auch  fiir  dio 
Constructioncn  im  Raume.  Es  ist  aus  einer  analytischen  Betrachtung  hervor- 
gegangen  und  liefert  sriarrseits  wiederum  Beiträge  zur  Analysis.  Ich  habe 
mich,  was  diesen  Punct  betrifft,  begnügen  müssen,  in  einer  Note  nnzudeuten, 
wie  dasselbe  unmittelbar  zu  einer  allgemeinen  Theorie  der  singulären  Auflö- 
sungen führt  — Man  durchsieht,  dass  in  meiner  Arbeit  Keime  zu  neuen  sich 
weit  ausbreitenden  Arbeiten  liegen.  — 

-Bonn,  im  Herbste  1830.  * 
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